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CHAPITRE III (suite)

ÉTUDE COHOMOLOGIQUE
DES FAISCEAUX COHÉRENTS

§ 6. FONCTEURS « TOR » LOCAUX ET GLOBAUX; FORMULE DE
KÙNNETH

6. i • Introduction»

(6.1.1) Soient f: X~>Y un morphisme de préschémas, ^ un ^"Module quasi-
cohérent. Dans l'étude des « images directes supérieures » Ry^), on est amené à
considérer le problème général suivant : étant donné un morphisme « changement de
base» ^:Y'-^Y, on pose X^X^^XXyY', ^==^0^0^, f=f^ : X'-^Y', et
l'on se propose d'avoir des renseignements sur les images directes supérieures Ry^J^')
(en supposant connus les R^ (^)). On voit aisément (cf. par exemple (7 .7 .2)) que
l'on est ramené à étudier les variations de R^ (^^^ ^) pour un Q^-Module quasi-
cohérent variable ^, autrement dit le foncteur ^^R^^^ (&). Si ^ est plat sur Y,
le foncteur ^->^®^ ^ est exact (Oj ,6.7.4) et par suite le foncteur composé
^-^R'/(^'®0 ^) est encore un foncteur cohomologique. Mais il n'en est plus de même
dans le cas général; pour pouvoir appliquer les méthodes cohomologiques, on est
conduit à substituer à ^-^R^ (J^"®^ ^) d'autres foncteurs, qui cette fois sont toujours
des foncteurs cohomologiques. Ces foncteurs, qui généralisent les foncteurs « Tor » de
la théorie des modules, sont définis aux n08 6.3 à 6.7; il y a d'ailleurs deux
telles généralisations, l'une « locale » et l'autre « globale », reliées par des suites spec-
trales qui seront discutées au n° 6.7; comme application de ces suites spectrales, on
obtient en particulier, sous certaines conditions, une « formule de Kûnneth » exprimant
^(/i ></2U^i®Y^2) à raide des images directes supérieures Ry^(^i) et R^^g).
D'autres suites spectrales (6.8) généralisent les suites spectrales d'associativité du
foncteur « Tor » de modules ; enfin, le problème du changement de base conduit lui aussi
à des suites spectrales (6.9).

(6.1.2) En outre, on constate (6.10) que les foncteurs cohomologiques ^-^e^(^)
ainsi définis sont localement (sur Y) du type ^->J^(JS^®Y^)î °ù ^. est un complexe
de ^y-Modules localement libres (défini à une homotopie près) et J^ l'homologie. Il y a alors
intérêt à oublier la situation particulière qui a donné naissance à J^, et à étudier de
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6 A . G R O T H E N D I E C K Chap. III

façon générale les foncteurs de la forme précédente ^^^(oSf^y^) (°ù ^on fait en
outre le cas échéant des hypothèses de finitude appropriées sur les ̂  ou les ^(oS?)) : c'est
ce qui est l'objet du § 7, dont la lecture, pour l'essentiel, est indépendante du § 6. Les
propriétés les plus importantes de ces foncteurs concernent les propriétés d'exactitude
d'une composante ̂  de e^; on donnera divers critères permettant d'établir de telles
propriétés; comme application, on obtiendra des conditions permettant d'affirmer
(avec les notations de (6.1.1)) que le foncteur ^^Ry^^'®^ ^) est exact (ce qu'on
exprimera en disant que y est cohomologiquement plat sur Y en dimension n). Une autre
propriété importante pour les composantes ^ de ^(^)=^(^®Y^) est ^e
propriété de semi-continuité de la fonction y->dim^(T^k(jy))) ; lorsque ^ est exact,
cette propriété est remplacée par une propriété de continuité, la réciproque étant d'ailleurs
vraie d'après Grauert lorsque Y est réduit (7.8.4).

(6.1.3) Dans les §§ 6 et 7, nous avons systématiquement fait usage de Y hyper-
cohomologie, en prenant partout comme arguments des complexes de faisceaux au lieu de
faisceaux, bien que la nécessité de ce point de vue n'apparaîtra que dans des chapitres
ultérieurs. Le formalisme cohomologique développé à cette occasion deviendra d'ailleurs
plus transparent dans le chapitre de ce Traité qui sera consacré à la mise au point d'une
algèbre des foncteurs cohomologiques de faisceaux cohérents, incluant le formalisme
de la dualité. Mais cela demandera des développements qui sortent du cadre du présent
chapitre.

(6.1.4) Pour abréger, étant donnés deux complexes K*, K" dans une catégorie
abélienne C, nous dirons qu'un morphisme de complexes /: K/->K" est un homo-
topisme s'il existe un morphisme g : K" ->K/ tel que les morphismes composés fog
et gof soient tous deux homotopes à l'identité (par abus de langage, lorsqu'il existe un tel
homotopisme, on dira aussi que K' et K/" sont homotopes). Lorsqu'on peut définir Y hyper-
cohomologie d'un foncteur covariant additif T de C dans une catégorie abélienne C',
par rapport à un complexe de C (0, 11.4.3), il est immédiat qu'un homotopisme
K" -^K/' de complexes de C définit canoniquement un isomorphisme R*T(K') ->R"T(K")
pour l'hypercohomologie (loc. cit.).

6.2. Hypercohomologie des complexes de modules sur un préschéma.

(6.2.1) Soient X un préschéma, ^=(^)^z un complexe de fi^-Modules
dont l'opérateur de dérivation est de degré + i. Rappelons que pour tout morphisme
/ : X—^Y de préschémas, on a défini (0,12.4.1) les 0^-Modules d'hypercohomo-
logie ^(/.jT) (aussi notés ^(JT) ou IT/J^)) pour tout neZ-, l'hypercohomologie
^e'(/,Jf") est l'aboutissement des deux foncteurs spectraux '<;?(/, Jf") et " ë{f, Jf"),
dont les termes ê^ sont donnés par

(6.2.1.1) 1§^= jf^jrv, jr) )
(6.2.1.2) "ë^ ==^v, ̂  (^r)) = R^ (̂  (JT))
138



§ 6 ÉTUDE COHOMOLOGIQUE DES FAISCEAUX COHÉRENTS 7

où ^(/, Jf") est le complexe dont le composant de degré i est ^(/, JT') ==Ry (jf1)
(loc. cit.). Rappelons aussi que lorsque Y est réduit à un point, on note Phypercohomo-
logie correspondante H'(X,jf) (qui est formée de modules sur F(X, 0^) indépendants du
préschéma ponctuel Y considéré) ; lorsque Y = X et f= i^, on a ^{f, Jf) = ̂ n (Jf)
(cohomologie du complexe jf); lorsque ^=o, sauf pour i=io, on a

^(y, JT-) ̂ R^-v^jr0).

La suite spectrale '<?(/, JT") est toujours régulière; les deux suites spectrales sont
birégulières lorsque K* est limité inférieurement (0, 12.4.1).

Tout homotopisme h : jf"->jT" de complexes de 0^-Modules (6.1.4) donne un
isomorphisme 9€\f, jf) ̂  3€{f, JT") pour Phypercohomologie. Il en est de même
lorsqu'on suppose seulement que JT(A) : ̂ '(jT) -^^•(jr-) est un isomorphisme et
que jf" et jf sont fam^y inférieurement, comme il résulte aussitôt de (0, 11.1.5) appliqué
à la suite spectrale (6 .2 .1 .2) et à l'analogue pour jf". Enfin, pour tout recouvrement
ouvert U=(UJ de X, on a aussi défini (0, 12.4.5) Phypercohomologie H'(U, jf")
comme la cohomologie du bicomplexe C"(U, JT") (dont le composant d'indices (î, j)
est par définition C^U, e^Q); les H^U, JT) sont encore des modules sur F(X, ^)-

Proposition (6.2.2). — Soient X un schéma, U=(UJ MTZ recouvrement de Vi par des
ouverts affines. Pour tout complexe Jf de 0^ Modules quasi-cohérents, les modules d'hyper cohomo-
logie H'(X, jT') et H*(U, jf") sont canoniquement isomorphes.

En effet, toute intersection finie V d'ouverts du recouvrement U est affine (I, 5.5.6),
donc H^V, JT') =o pour tout i et tout q>o (i .3. i) ; la proposition est donc un cas
particulier de (0, 12.4.7).

Proposition (6.2.3). — Soit f : X—^Y un morphisme quasi-compact et séparé de pré-
schémas. Pour tout complexe Jf" de G^-Modules quasi-cohérents, les 0^-Modules ^{f, ̂ ") sont
quasi-cohérents.

Comme les J^(/, jT) =R^(.T,) sont des ^-Modules quasi-cohérents (i .4. lo),
il en est de même de ' ë^, qui, d'après (6.2.1.1) , est quotient d'un noyau d'homomor-
phisme de Modules quasi-cohérents par une image d'un tel homomorphisme (I, 4.1.1).
Pour la même raison, tous les ^-Modules ' ë ^ , B^<?^), Z^('^) de la première suite
spectrale sont quasi-cohérents. La régularité de la suite spectrale '<^(/,Jf") entraîne
que Z^('^) est égal à un des Z^('^), donc est quasi-cohérent, et il en est de même de
fioo ( / ̂ ) = Hm B^(' ê^} (0, 11.2.4 et I, 4 .1 .1) ; les ' ê^ sont donc aussi quasi-cohérents.

k

La suite spectrale précédente étant régulière, la filtration des F^C^/, jf)) est discrète
et exhaustive; autrement dit, le ^y- Module ^(f, JT") est réunion d'une suite crois-
sante (^)^o de C^-Modules telle que ^0=0 et que chaque ^/^-i soit égal à un
des ^-Modules '^, donc soit quasi-cohérent. Par récurrence sur k, on en déduit que
les ^ sont quasi-cohérents (1.4.17), et comme ^(y, jr')=lim ̂ , la proposition
est démontrée (I, 4 .1.1) .
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8 A . G R O T H E N D I E C K Qhap. III

Corollaire (6.2.4). — Sous les hypothèses de (6.2.3)3 pour tout ouvert affine V de Y,
F homomorphisme canonique

(6.2.4.1) irv-^v), JT) ->r(v,xv,jr-))

^ bijectif pour tout neZ..
La démonstration est la même que celle de (1.4.11), en utilisant (6.2.2), rem-

plaçant ^-par jT-, jT- par ^(^•(U,jr-)), jr(jT) par 2€\f, JT), et notant que ce
dernier est un fiy'Module quasi-cohérent par (6.2.3).

Proposition (6.2.5). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X->Y un
morphisme propre, Jf un complexe de Q^-Modules tel que les Q^-Modules jF^jf) soient cohérents.
Alors les ^-Modules ^{f, jf) sont cohérents.

La question étant locale sur Y, on peut se borner au cas où Y est noethérien et
affine, et il s'agit donc, en vertu de (6.2.4), de prouver que les ÏT(X, jT) sont des
F(Y, ^-modules de type fini. On a alors H-(X, jT) =H-(U, jT) (6.2.2), où l'on peut
supposer que U est fini, puisque X est quasi-compact. Les cochaînes de chaque
complexe C'(U, jP) étant alternées par définition, il y a un entier r>o tel que
C'(U,jP)=o pour i<o et i>r; on en conclut (0, n .3.3) que les deux suites spectrales
du bicomplexe C*(U, Jf") sont birégulières. Comme les intersections des ensembles de U
sont des ouverts affines (I, 5.5.6), chaque foncteur ^'^C\U, ̂ ) est exact dans la
catégorie des ^x^odules quasi-cohérents; donc H^C^U, jf")) == C\U, JT^JT')), et les
termes Eg de la seconde suite spectrale de G* (U, e^") sont donnés (0, 11.3.2) par

"E^H^C^U, ̂ (Jr))) =H^(U, ^(JT-)) =H^(X, ^(jT-))

en vertu de (i .4. i) ; puisque/est propre, ce sont des F (Y, Oy) -modules de type fini (3.2.1) .
La suite spectrale "î.(C\U, ̂ •)) étant birégulière, on en déduit bien que les IT(X, Jf)
sont des F (Y, ffy)-modules de type fini (0, n. i .8) .

A fortiori, si jf" est un complexe de (P^-Modules cohérents, les ^y-Modules ^n(/, jf")
sont cohérents sous les hypothèses de (6.2.5) relatives à Y et/ (Oj, 5.3.4).

(6.2.6) L'hypercohomologie 9€\f, ̂ f") est un foncteur cohomologique dans la
catégorie des complexes de ^"Modules /zW^j inférieurement (0, 12.4.4). C'est un foncteur
cohomologique dans la catégorie de tous les complexes de ^-Modules lorsque le mor-
phisme / est quasi-compact et l'espace sous-jacent à X localement noethérien : en effet, il
résulte alors de (G, II, 3.10.1) que/^ permute aux limites inductives (la question étant
locale sur Y), et Pon peut appliquer (0, 11.5.2).

Enfin, si/est séparé, ^'{f, Jf") est un foncteur cohomologique dans la catégorie
des complexes de (P^-Modules quasi-cohérents. C'est immédiat lorsque Y est affine, car
alors X est un schéma, donc, en vertu de Pisomorphisme canonique (6.2.2) , on est ramené
à voir que Jf' -> H" (U, JT") est un foncteur cohomologique dans la catégorie des complexes
de éx-^dules quasi-cohérents, ce qui est immédiat puisque le foncteur jr'->C'(U, jf")
est exact dans cette catégorie (I, 1.3.7). Dans le cas général, pour tout ouvert affine V

140



§ 6 ÉTUDE COHOMOLOGIQUE DES FAISCEAUX COHÉRENTS

de Y, f~l(y) est un schéma, et pour appliquer ce qui précède, il suffit de vérifier que
pour une suite exacte o ->Jf" -»-JT* -»-Jf"* ->o de complexes de (P^-M.odules quasi-
cohérents, l'homomorphisme 8 : <?e"(/, jf'") [V-^€"+1(/, Jf") |V ne dépend pas du
recouvrement ouvert affine tt dey-l(V) utilisé pour le définir. Mais cela résulte de ce
que, si lt' est un recouvrement ouvert affine plus fin que tt, le diagramme

H'(U, JT) s-^

H-cy-^v),^')
^

H-(U', Jf)

d'isomorphismes canoniques est commutatif, ainsi que le diagramme

ip^jr") -^ ïr^u.jr-)

H^IT, jr") ïr4-1^',^-)

Lorsque l'une des conditions précédentes est remplie et que jf —>^'9 est un
homotopisme (6. i .4)5 Pisomorphisme correspondant ^(f, ̂ ) ̂  ̂ [fi ^r19) est alors
un isomorphisme de ê-foncteurs (0, 11.4.4).

(6.2.7) Tout ce qui précède s'applique naturellement sans changement (sinon
de notations) à un complexe Jf. de (P^'M.oduÏ.es quasi-cohérents dont l'opérateur de
dérivation est de degré — i ; il suffit de considérer le complexe Jf" == (Jf) où jf^ == JT .̂
pour tout zeZ.

6.3» Hypertor de deux complexes de modules.

(6.3.1) Soient A un anneau commutatif, P., Q^. deux complexes de A-modules
dont les opérateurs de dérivation sont de degré — i ; soit L.. (resp. M..) une résolution
projective de Cartan-Eilenberg de P. (resp. Q.) (0, n.6. i) ; L..®^M.. est alors (pour
la somme des premiers degrés et la somme des seconds degrés) un bicomplexe (à opéra-
teurs de dérivation de degré —i) , dont l'homologie H.(L..®^M..) ne dépend pas
des résolutions de Cartan-Eilenberg L.., M.. choisies, et est par définition l'hyperhomo-
logie du bifoncteur P.®^Q^ en P. et Q. (0, 11.6.5). Nous poserons par définition

(6.3.1.1) Tor^QJ^HJLAM,)
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io A . G R O T H E N D I E G K Chap. III

et nous dirons que cet A-module est Yhypertor d'indice n des deux complexes P., Q^.
On sait que dans la catégorie des complexes de A-modules limités intérieurement, les
Tor^(P., Q^) forment un bifoncteur homologique en P., Q^ (0, 11.6.5). En outre :

Proposition (6.3.2). — Le bifoncteur Tor^(P,, Q^) .est F aboutissement commun de deux
bifoncteurs spectraux 'E(P,, Q,.)) "E(P., Q.), dont les termes Eg sont

(6.3.2.1) 'E^H^Tor^P.Q,))
(6.3.2.2) ^^^©^Tor^H^P),^^.))

où, dans ( 6 .3 .2 .1 )3 Tor^(P., QJ désigne le bicomplexe formé des A-modules Tor^P,, Q.).
Za jm^ spectrale (6.3.2.2) est toujours régulière ; si P. et Q. jo^ limités inférieur ement, ou si A
^ de dimension cohomologique finie, les deux suites spectrales (6 .3 .2 .1 ) et (6.3.2.2) sont
birégulières.

Cela résulte de (0311.6.5), car lorsque A est de dimension cohomologique
finie n, tout A-module admet une résolution projective de longueur n (M, VI, 2.1).

Corollaire (6.3.3). — Soient P^, Q'. deux complexes de A-modules, M:P.->P^,
v : Q^—^O,'. deux homomorphismes de complexes. Si les homomorphismes îî.(u) : H, (P.) -> H.(P^),
H. (y) : H,(Q^) -> H.(QJJ déduits respectivement de u et v sont bijectifs, alors V homomorphisme
Tor^P., Q.) -> Tor^P:, ÇV.) déduit de u et v est bijectif.

En effet, rhomomorphisme de suites spectrales '^(P., Q.) -> "EÇP^, QJJ déduit
de u et y est alors un isomorphisme pour les termes Eg et la conclusion résulte de ce que
ces suites sont régulières en vertu de (6.3.2) (0, 11.1.5).

Proposition (6.3.4). — Soient P., Q. deux complexes de A-modules, limités intérieurement.
Soit L.. (resp. M.,) un bicomplexe formé de A-modules plats, tel que pour tout i, L^. (resp. M .̂ .)
soit une résolution de P^ (resp. Q^). On a alors des isomorphismes canoniques.

(6.3.4.1) Tor^P, Q.) ̂  H(L.O^Q,) ̂  H(PO^M..) ̂  H(L.®^MJ

Cela résulte de (0, 11.6.5, (ii) et (iii)) et de la définition des A-modules plats.
Remarques (6.3.5). — (i) Avec les notations de (6.3.1), les bicomplexes L..®^M..

et M..®^L.. sont canoniquement isomorphes, d'où un isomorphisme canonique
Tor^P.QJ^Tor^Q,,?.).

(ii) Si F et G sont deux A-modules, P. et Q^ les complexes de A-modules réduits
à F et G respectivement en degré o et nuls dans les autres degrés, alors deux résolutions
projectives L., M. de F et G respectivement peuvent être considérées comme des réso-
lutions de Cartan-Eilenberg de P. et Q. en les complétant par des zéros. On a par suite
dans ce cas Tor.^P., Q.) ^^Tor.^F, G).

Proposition (6.3.6). — Soient (P^), (Q .̂) deux systèmes inductif s filtrants de complexes
de A-modules ; on a un isomorphisme canonique

(6.3.6.1) lim Tor^P.̂ , Q:) ̂  Tor^lim P^, lim Çy.)
À,{JI. À {Jl

Posons P.=lmiP^, Q.=limQ^; par fbnctorialité, il est clair que les Tor^P^ Ç^)
forment un système inductif et que les applications Tor^P^, Q .̂) -^Tor^P., Q.) déduites
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§ 6 ÉTUDE GOHOMOLOGIQUE DES FAISCEAUX COHÉRENTS n

des applications canoniques P^—P., Q^->Q,, forment un système inductif d'homo-
morphismes, d'où un homomorphisme canonique (6.3.6.1), et plus généralement un
homomorphisme canonique Hm '^(P^ Q^) -> '^(P., QJ dont (6.3.6.1) est l'homo-
morphisme des aboutissements. En outre, la suite spectrale "EÇP.,^,) est régulière
(6.3.2), et il en est de même de la suite spectrale lim '^(P^, Q^), comme il résulte des
définitions (0, n . i .7 ) et de la démonstration de (0, 11.3.3); pour démontrer que
(6.3.6.1) est bijectif, il suffit donc (0, 11.1.5) de prouver que l'homomorphisme
(6.3.6.2) lim "E(P^ Q^) -> "E(P., QJ

est bijectif pour les termes E2. Comme le foncteur H. commute à la limite inductive des
complexes de modules, on est finalement ramené à prouver que pour deux systèmes
inductifs filtrants (F^, (G^) de A-modules, l'homomorphisme canonique

lim (Tor^(F\ G^)) -> Tor^lim F\ lim G^)
^,^ À [A

est bijectif. Pour cela, considérons pour chaque F^ la résolution libre canonique
J ^ ' —^J^ —^T^--^ ^ T À . T ^ . ^-L.. . . . . ->-L^ +i->^ -> . . . ->.L^—^.LQ-^O

où L^ est le A-module des combinaisons linéaires formelles d'éléments de F^" et L ^ . .
le A-module des combinaisons linéaires formelles d'éléments de Ker (L^L^) ; on
vérifie immédiatement que les I/ forment un système inductif de complexes, et si l'on pose
F=hm F\ L,=lim L^, les L, forment une résolution L. de F, le foncteur lim étant exact;

À ~^ —>

en outre, les L,., limites inductives de A-modules libres, sont plats (Oj, 6. i .2). On considère
de même pour chaque |JL la résolution libre canonique M^ de G^, et M. == lim M^ est une
résolution plate de G = lim G^. On a alors Tor^ (lim F\ lim G11) == H. (L. ®^ M.) en vertu
de (6.3.5) et (6.3.4) ; mais H. (L. ®^ M.) == lim H. (L^ ®^ M^) puisque H commute aux

^
limites inductives de complexes de modules; comme H.(L^®^M^) =Tor^(FÀ, G^), cela
termine la démonstration.

Lorsqu'on suppose qu'il existe ^ tel que P^ == Q^ = o pour z<^ quels que soient À
et [x, on démontre de la même manière que l'homomorphisme canonique

(6.3.6.3) lim 'EÇP^, Q^) -^ 'E(P., QJ
est bijectif,

Proposition (6.3.7). — Supposons P. et Q. limités inférieurement. Si le complexe P. est
formé de A-modules plats, on a un A-isomorphisme canonique de S-foncteurs en Q.

(6-3.7.i) Tor^(P,Q,)^H(P(x^Q,) .

En effet, la suite spectrale (6.3.2.1) est birégulière et dégénérée, et l'existence de
Fisomorphisme (6.3.7.1) résulte de (0, n . i .6) . En outre, en calculant l'hypertor à
partir d'une résolution projective de Cartan-Eilenberg de P. (6.3.4), on voit aussitôt
que l'isomorphisme ainsi défini est un isomorphisme de ^-foncteurs en Q..
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12 A . G R O T H E N D I E G K Chap. III

(6.3.8) Soit p : A->A' un homomorphisme d'anneaux. Nous nous proposons
de définir un A-homomorphisme fonctoriel de degré o canoniquement associé à p :
(6.3.8.1) pp.̂  : Tor^P, Q,) -> Torf(P®^A', Q^A').

Pour cela, considérons une résolution de Gartan-Eilenberg projective L.. de P.;
considérons d'autre part une résolution de Gartan-Eilenberg projective L^. de P.®^A/.
Nous allons voir qu'on peut définir un A'-homomorphisme de complexes L^O^A'-^L^.,
déterminé à homotopie près. En effet, la construction de L., est entièrement déterminée
lorsqu'on se donne (arbitrairement) pour chaque î, une résolution projective (X?-)->o
de B,(PJ et une résolution projective (X^.)^o de H, (P.), qui sont respectivement égales
à BJ(L..) et H|(L..)); on en déduit successivement Z^L..) =Hj(L..)®Bj(L..), puis
L,.=Zj(L..)©B|_i(L..). Cela étant, X?.®^A' n'est plus en général une résolution
de P^^A'3 mais est encore un complexe formé de A'-modules projectifs, et il y a donc
un A'-homomorphisme X^.^A" -> Bï(L^) compatible avec les augmentations, et
déterminé à homotopie près (M, V, 1.1). On a de même un A'-homomorphisme
X^.OO^A' ->- H^(L^) déterminé à homotopie près, d'où l'on déduit, par la construction
rappelée plus haut, un A'-homomorphisme L^O^A'—^L^. pour tout i\ ces homo-
morphismes (pour ieZ) sont compatibles avec les opérateurs de dérivation L^ ,->L^_^,
et les analogues pour L^., en vertu de la même construction, et ils constituent donc
le A'-homomorphisme L.^^A'-^L^ cherché.

Pour définir (6.3.8.1), il suffit alors de considérer de même une résolution de
Cartan-Eilenberg projective M.. (resp. M^.) de Q^. (resp. Q^OO^A'), et un A'-homo-
morphisme M,,OO^A'->-M^. On déduit de ces homomorphismes un A'-homomor-
phisme (L..®^A')®^ (M^^A') -> L^®^M^, puis par composition un A-homomor-
phisme de bicomplexes L..®^M.. -> L^®^M^, et en passant à l'homologie on obtient
(6.3.8.1), qui est bien défini puisqu'il provient d'un morphisme de complexes défini
à homotopie près.

Si p' : A'-^A" est un second homomorphisme d'anneaux, et p" : A-^A" l'homo-
morphisme composé p'op, il est clair que pp^Q. == PP:,Q.°PP.,Q. ? ûù

P:=P.(^A', ^^Q.®^*'.

Notons encore que le morphisme de bicomplexes L..®^M.. -> L^®^M.'. considéré
ci-dessus définit des morphismes fonctoriels (en P. et Q^.) de suites spectrales

^(P, Q.) -> ^(P®^', Q,O^A') et '^(P, Q.) -^ '^(POO^A', Q.®^A'),

indépendants des résolutions de Cartan-Eilenberg considérées, et ayant aussi la propriété
de transitivité précédente.

Proposition (6.3.9). — Soit p : A->A' un homomorphisme Panneaux tel que A' soit
un ^-module plat. On a alors des isomorphismes canoniques fonctoriels

(6.3.9.1) Torf(P.(x^A', Q^A') ̂  Torf(P, Q.)(x^A'

,g \ ^(P^A'.Q.^A7)^ ^(P.QJo^A'
'3 '9*2 < ^(P.OOAA', Q.^AA') ̂  "E(P, Q.)®^'.
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En effet, vu l'exactitude du foncteur M®^A' en M, L.^A' et M..(x)^A/ sont
alors des résolutions projectives de Gartan-Eilenberg de P.®^A7 et Q.(g)^A' respec-
tivement, d'où la conclusion.

(6.3.10) Soit p : A->A' un homomorphisme d'anneaux; pour tout complexe P.
de A'-modules, P^ est un complexe de A-modules; en outre, l'application identique
P^P]-^P. peut être considérée comme composée des applications canoniques

P^-P^A^P:,

où [L est le A'-homomorphisme ^(x®af)=afx. Si Q^ est un second complexe de A'-
modules, on a donc des homomorphismes canoniques fonctoriels de degré o
(6.3.10. i) Tor^P:^, Q^) -> Tor^P^A7, Q^AQ -> Tor^(P:, Q:)

où la première flèche est le A-homomorphisme défini dans (6.3.8) et la seconde se
déduit des A'-homomorphismes P^^A'-^ et Q^p^A^-^Q^ P^ fonctorialité.
On a des homomorphismes analogues pour les suites spectrales de (6.3.2), et des pro-
priétés évidentes de transitivité, que nous laissons au lecteur le soin d'énoncer.

Proposition (6 .3 .11) . — Soit p : A-^A' un homomorphisme d'anneaux faisant de A'
un ^.-module plat. Pour tout complexe P^ de A''-modules et tout complexe Q^ de K-modules limités
inférieurement y on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(6-3. n. i) (̂P:̂  QJ ^Torf(P:, Q^A7).

En effet, si M.. est une résolution projective de Cartan-Eilenberg de Q,, M..®^A'
est une résolution projective de Gartan-Eilenberg de Q^^A', et l'on a, à un isomor-
phisme canonique près, P^^^.^P^A^^.^A^)^ la conclusion résulte de (6.3.4).

Remarque (6.3.12). — Soit (A^) un système inductif filtrant d'anneaux, et soient
(P^), (Q^) deux systèmes inductifs de complexes de (A7')-modules; on a alors un isomor-
phisme canonique généralisant (6.3.6.1)

(6.3. i2.i) Hm Tor^(P.\ Q^) ̂  Tor^P, Q,)

où A=limA\ P.==limP^, Q^==limQ^. Une fois définis les homomorphismes

Tor^,^) ->Torf(P^,Q^)

pour À^pi, à l'aide de (6.3.10), la démonstration est celle de (6.3.6).
Proposition (6.3.13). — Soient S une partie multiplicative de A, P, et Q. deux complexes

de A-modules^ dans lesquels les homothéties définies par les éléments de S soient bijectives, de sorte
que, si A^S^A, P. et Q^. sont formés de A''-modules. Alors on a un isomorphisme canonique
To^(P,QJ^Torf(P,Q,).

En effet, l'hypothèse entraîne que les homomorphismes canoniques P.—^P^^A',
Q.-^Q,.®^' sont bijectifs. D'autre part, la fonctorialité de l'hypertor montre que tout
seS définit une homothétie bijective dans Tor^(P., QJ, et par suite

Tor^P.Q,) ^Tor^P.QJ^A'
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est aussi un homomorphisme bijectif. Comme A' est un A-module plat, la conclusion
résulte de (6.3.9), et on a de même des isomorphismes canoniques pour les suites
spectrales.

6.4. Foncteurs hypertor locaux de complexes de Modules quasi-cohérents :
cas des schémas affines»

(6.4.1) Soient S un schéma affine d'anneau A, X, Y deux S-schémas affines
d'anneaux B, G respectivement, de sorte que B et G sont des algèbres sur A. Tout
complexe .̂ (resp. j2.) de (P^-Modules (resp. ^-Modules) quasi-cohérents est de la
forme P. (resp. QJ, où P. (resp. QJ est un complexe de B-modules (resp. C-modules)
(I, 1.3.7 et 1.3.8). On peut évidemment considérer P. et Q. comme des complexes
de A-modules et former les Tor^(P., QJ ; en outre, en vertu du caractère bifonctoriel
de Tor^P., QJ, les A-algèbres B et C opèrent dans ce A-module, et ces opérations en
font un (B, C)-bimodule, ou, ce qui revient au même, un module sur B®^C ==A(XXgY).
On a donc défini de la sorte un 0^ y-Module quasi-cohérent

( 6 . 4 . 1 . 1 ) ^^(^,^)^(Tor^(P, Q,))-

que l'on appelle Yhypertor local d'indice n des complexes ^ et S et que l'on note aussi
^(^,J2.).

Lemme (6.4.2). — Avec les notations de (6 .4.1)3 supposons que U anneau A soit de la
forme R^A', où A' est un anneau et R une partie multiplicative de A'. Soit S'^Spec (A'),
de sorte que X et Y peuvent être considérés comme des S''-préschémas et que Von a X X g ' Y = X X s Y
(I, 1 . 6 . 2 ^ 3 . 2 . 4 ) . On a alors ^^(^Jgj^^r:^.,^.).

Cela résulte de la formule (6 .4 .1 .1) et de (6.3.13).
(6.4.3) Avec les notations et hypothèses de (6.4.1)3 soient ^'=F un ^-Module

/^-/
quasi-cohérent, ^==G un é^-Module quasi-cohérent; considérant y et ^ comme
des complexes de Modules, on notera ,Tor^{y, ^) ou STor^S^', ^) leur hypertor
d'indice n', il résulte de (6.3.5 (ii)) que l'on a
(6 .4 .3 .1 ) STor^, ^)=(Tor^(F, G))-.

Revenons alors au cas général de deux complexes de Modules quasi-cohérents ̂ .,
J?.. Les formules (6.4.1.1) et (6.4.3.1) montrent, compte tenu de la prop. (6.3.2),
que ^r.8^., j2.) est l'aboutissement de deux suites spectrales '^(^., J?.), " €{8^^ j2J,
dont les termes Eg sont donnés par

(6.4.3.2) '^-^(^(^.^J)
(6-4.3.3) ''^=^®^^(^(^).^(^))

où ^0^(^.3^.) est le bicomplexe de G^^ y-1^0^168 quasi-cohérents J^^,^.).
(6.4.4) Considérons maintenant deux autres schémas affines X^ ==Spec(B(l)),

Y^^Spec^^), où B^ et C^ sont des A-algèbres, et supposons donnés deux
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S-morphismes u : X^-^X, v : Y^—^Y, correspondant à des A-homomorphismes
9 : B-^, ^ : C—C^. Considérons les complexes u{^^ == (^.(^B^)^ de ^xW-^o-
dules, ^(câ.) = (Q^.^c^^)^^ ^e ^(i)-Modules. Les A-homomorphismes canoniques

P.->POO,B^ Q,->Q,®,C(1)

donnent par fonctorialité un A-homomorphisme

Tor^(P., Q,) ^Tor^P.®^, Q,®^) ;

en outre, toujours par fonctorialité, cet homomorphisme est en fait un homomorphisme
de (B®^ G)-modules. D'où l'on conclut que l'on a défini ainsi un [u x g^-morphisme

(6.4.4.1) 6 : ̂ rf^.,^)-^^^^^.),^^.))

et par suite, un homomorphisme de 6^(1) x y '̂Modules

(6.4.4.2) ^ : (^^(W?^.^.))^^^^.),^.))

qui est évidemment un morphisme de bi-ë-foncteurs dans les catégories de Modules quasi-
cohérents limités inférieurement.

L'homomorphisme (6.4.4.2) n'est pas nécessairement bijectif; toutefois :
Lemme (6.4.5). — Avec les notations de (6.4.4)5 supposons que u et v soient des immersions

ouvertes ; alors P homomorphisme (6.4.4.2) est bijectif.
Identifions X^ (resp. Y^) à un ouvert de X (resp. Y) ; X^ (resp. Y^) est alors

réunion d'ouverts de la forme D(/) (resp. D(^)), où /eB (resp. ^eC), et les préschémas
induits D(y(/)) et D(/) (resp. D(^(^)) et D(^)) sont isomorphes. Il suffira de prouver
le lemme lorsque X^ (resp. Y^) est de la forme D(/) (resp. D(^)); en effet, si ce point
est établi, et si l'on revient au cas général, il suffira de prouver que la restriction de 6^ à
chaque ouvert D(/) x ^Q{g) est un isomorphisme ; or, si ^ : D(/) -> X^, ^: D(^) -^ Y^
sont les injections canoniques, la restriction précédente n'est autre que (^ X g^i)*^) 5
mais il est immédiat, en vertu des définitions (6.4.4) et de (Oj, 4.4.8), qu'en la compo-
sant avec l'homomorphisme canonique

(6.4.5.1) (^ X s^rW(^.), ̂ .)) -> ̂ (^W, ^(J?.))

où u'=uou^ et y '==yo^, on obtient l'homomorphisme canonique

(6.4.5.2) (^Xs.r^r8^.,^))^®^^^.),^^.))

et si l'on sait que (6.4.5.1) et (6.4.5.2) sont des isomorphismes, il en résultera qu'il
en est de même de (u^ X s^i)*^)-

Supposons donc que X^—DC/) et Y^D^), de sorte que B^B^ et
C^C^ ^(^.) (resp. ^(^.)) s'identifie alors à (P.)7 (resp. (Q,.)^); d'autre part,
X^XsY^ s'identifie au sous-schéma ouvert D(/®^) de X X gY==Spec(B®AC) (II,
4.3.2.4); il s'agit de prouver que l'homomorphisme

(6.4.5.3) (Tor^P., Q..))^ ̂ Tor^P.)/, (Q.),)
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déduit par fonctorialité des homomorphismes canoniques P.->(PJ., Q,.-^(Q,.) , est
bijectif. Or (O^, i .6. i), on peut écrire (P.)^==lim P.̂ , où les P^ sont tous des complexes
de B-modules identiques à P., l'application P^^P^) pour m^n étant la multipli-
cation par/^^; on a un résultat analogue pour Q, en remplaçant/par^; d'autre part,
il est clair que Phomomorphisme

Tor^P^, Q^) -> Tor^P^, Q^)

correspondant aux homomorphismes P^-^p^) et Q^-^Qj^ est par définition la
multiplication par {fôgY^' La conclusion résulte alors de (Oj, 1.6.1) appliqué au
premier membre de (6.4.5.3) et de (6.3.6).

(6.4.6) Avec les notations de (6.4.4), on définit de même des homomorphismes
canoniques de foncteurs spectraux

g . ( (^ x^rcw, j?j) -> ̂ w, v'w){ 4 ' 1 ) ((^x^rc'^^^.))^'^*^.),^.))
et le raisonnement de (6.4.5) montre que lorsque u et v sont des immersions ouvertes^ les
homomorphismes (6.4.6.1) sont bijectifs : en effet, compte tenu de (6.3.6.2) et (6.3.6.3)3
il prouve que c'est un isomorphisme pour les termes E2, et (6.4.5) montre que c'est un
isomorphisme pour les aboutissements; on conclut donc à l'aide de (0, 11.1.2) et
(0, n.2.4).

6.5. Foncteurs hypertor locaux de complexes de Modules quasi-cohérents :
cas général»

(6.5.1) Considérons maintenant un préschéma S quelconque et deux S-préschémas
quelconques X, Y; soit ^, (resp. câj un complexe de 0^-^lodviles (resp. ^"Modules)
quasi-cohérents. Posons Z=X XgY; nous allons définir des ^-Modules quasi-cohérents
^r^(^. 3 ^.) dits hypertor locaux de ̂ . et J?. qui se réduiront à ceux déjà définis dans (6.4)
lorsque S, X et Y sont affines.

Lorsque ̂ . et eâ. se réduisent respectivement à leurs termes de degré o, ^ et ^,
(les autres étant nuls), on écrira STor^^', ^) au lieu de W^., J2.).

(6.5.2) Supposons d'abord S affine, et soient (XJ, (Y^) des recouvrements de X
et Y respectivement par des ouverts affines; alors les Z^==X^ XgY^ forment un recou-
vrement ouvert affine de Z. Posons <^\.=^JX^, J?^.==câ. Y^; nous avons donc pour
tout couple (X, ci) un (0^ -Module quasi-cohérent ^^ ==îw^(^\., =âp..), et il faut montrer
que les ̂ ^ vérifient la condition de recollement (Oj, 3.3.1). Pour cela, il suffit de vérifier
que pour tout ouvert affine UcX^nX^ (resp. VcY^nY^,), les restrictions de ^^ et
de y\'^' à UXgV sont canoniquement isomorphes; mais cela découle aussitôt de l'exis-
tence d'isomorphismes canoniques de ces restrictions sur %or^(^.|U, ^.|V) (6.4.5). En
outre, il résulte aussitôt de cette définition et de (6.4.5) que le (P^-M.odnïe ainsi défini
ne dépend pas (à un isomorphisme près) des recouvrements ouverts (X^), (Y^) consi-
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dérés; nous le noterons donc ®^(^.,j2.); il résulte enfin de (6.4.5) que pour toute
partie ouverte U (resp. V) de X (resp. Y), la restriction de W^., câ.) à U XgV est
canoniquement isomorphe à îw^(^.|U, ^JV).

( 6 ' 5 ' 3 } Passons maintenant au cas général où S est quelconque, et soit (SJ
un recouvrement de S formé d'ouverts affines; désignons par X^ (resp. YJ l'image
réciproque de S,, dans X (resp. Y); il faut encore prouver que les faisceaux
W^(^,|X^J2.[YJ=^ vérifient la condition de recollement. Il suffit de définir,
pour tout ouvert affine T contenu dans S^nSp, des isomorphismes canoniques des
restrictions de ̂  et ^p à U XgV (en désignant par U et V les images réciproques de T
dans X et Y respectivement) sur ^r^.|U, J2.|V); on peut, en outre, se borner au
cas où T s'écrit à la fois D(/J et D(/p), f^ (resp./p) étant une section de ^g au-dessus
de S^ (resp. Sp); mais alors W^JU, J2.|V) est canoniquement isomorphe à
W^JU.jajV) d'une part, à ï>or^ ( .̂ [ U, j2. | V) d'autre part, en vertu
de (6.4.2); comme on vient de définir des isomorphismes canoniques de ^ sur
îwH^. U,J2.|V) et de ^ sur W .̂ U.J2JV) (6.5.2), cela achève de définir
le ^-Module ̂ r^(^., j2.). En outre, pour toute partie ouverte U (resp. V) de X (resp. Y),
^r^(^.|U, =âJV) est canoniquement isomorphe à la restriction de ^or^(^ , 2 )
à UXgV.

Il est immédiat que l'on a ainsi défini (dans les catégories de complexes de Modules
quasi-cohérents limités intérieurement) un bi-ë-foncteur ^r.8 .̂, J?J à valeurs dans la
catégorie des ^-Modules, car il est clair que la question est locale sur X, Y et S, en
vertu de (6.4.5) et de la remarque que (6.4.4.2) est un morphisme de bi-^-foncteurs.
On notera que si ̂ . et J?. sont réduits respectivement à leurs termes de degré o, ^ et ^,
^or^Ç^, ^) n'est autre, en vertu de (6.4.1.1), que le produit tensoriel externe y®^S
défini dans (I, 9. i . 2) ; cela résulte en effet de (I, 9. i . 3).

(6.5.4) II résulte de la construction précédente et des remarques faites dans (6.4.6)
que WfC^., J2.) est l'aboutissement de deuxfoncteurs spectraux, '^(^., j2J, " g^^, j2J,
de termes E^ égaux à

(6-5.4.i) ^^(^( .̂̂ J

^'5^) //^=^®^^s(^(^),<'(^))

La suite spectrale (6.5.4.2) est toujours régulière; les deux suites spectrales sont
birégulières si .̂ et =â. sont limités inférieurement. Un autre cas où les deux suites précé-
dentes sont birégulières est le suivant :

(6.5.5) Nous dirons que sur un espace topologique T un faisceau d'anneaux ^
est de dimension cohomologique ^ n si, pour tout teT l'anneau ^^ est de dimension
cohomologique ^n; on dira alors aussi que l'espace annelé (T, s/) est de dimension coho-
mologique ^ 72. On dira qu'un faisceau d'anneaux (resp. un espace annelé) est de
dimension cohomologique^^ s'il existe un entier n tel qu'il soit de dimension cohomo-
logique ^n. On notera que si les ^ sont des anneaux locaux (commutatifs) noethérienSy
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dire qu'ils sont de dimension cohomologique ^ n signifie qu'ils sont réguliers et de
dimension (de Krull) ^ n (O^y ,17 .3 .1) . Avec la terminologie de la théorie de la dimension que
nous introduirons au chap. IV, il revient au même de dire qu'un préschéma localement
noethérien T est de dimension cohomologique ^ n, ou de dire qu'il est régulier (Oj, 4.1.4)
et de dimension ^/z; cela signifie que pour tout ouvert affine U de T, l'anneau F(U, 6^)
est de dimension cohomologique ^ n (0^5 17.2.6). Cela étant, cette dernière remarque, jointe
à (6.3.2)3 prouve que si S est localement noethérien et de dimension cohomologique finie, les
suites spectrales '^(^.,^.) et " ê ^ ^ S l ^ ) sont birégulières.

Il est clair que %orf(^.,^.) se transforme en ^rf(^.,^.) (à un isomorphisme
près) par l'isomorphisme canonique de XXgY sur YXgX.

Proposition (6.5.6). — Soit (^oc) un système inductiffiltrant de complexes de Qy Modules
quasi-cohérents ; il existe alors un isomorphisme canonique

(6.5.6.1) lim (̂ r.8 ,̂,̂ .)) ̂  ̂ (Imi ̂ ,, J2.).

La question étant locale sur S, X et Y, on peut supposer S, X, Y affines et la
proposition se réduit alors à (6.3.6).

Remarques (6.5.7). — (i) Considérons en particulier le cas où S=X=Y, ^,
et J?. étant donc deux complexes de é^-Modules quasi-cohérents; alors les ^r^(^., eâ.)
sont des fi^-Modules quasi-cohérents; en outre, pour tout point ^:eS, il résulte de (6.5.6)
que l'on a un isomorphisme canonique

(6-5.7.i) M(̂ ., J?.)), ̂  Tor̂ .),, (J?.)J

car la question est locale et on est ramené au cas des modules, en vertu de (6.4.1.1).
(ii) On peut généraliser la définition des hypertor au cas de deux complexes de

Qy Modules ^., =â. sur un même espace annelé (X, Q^) ; pour tout ouvert U de X, posons
en effet A(U)=F(U, ̂  P.(U)=r(U, ̂ .), Q.(U)=r(U, j2.) ; les A(U)-modules
Tor^^P.CU), Q,.(U)) forment alors Mm préfaisceau sur X, et l'on désigne par W^(^., ^.)
le ^"Module associé à ce préfaisceau. Lorsque X est un préschéma, il résulte de (6.3.12)
que ce (P^-M.od\ûe est canoniquement isomorphe à l'hypertor défini ci-dessus. Nous ne
développerons pas davantage cette généralisation.

Proposition (6.5.8). — Soient X, Y deux S-préschémas, ^ (resp. ^) un O^-Module
(resp. un G^-Module) quasi-cohérent. Si ^ ou ^ est S-plat, on a yor^[^', ^) ==o pour 724=0.

La question étant locale sur X et Y, on peut supposer X, Y et S affines, d'anneaux
respectifs B, C, A, et J^^M, ^==N, M (resp. N) étant un B-module (resp. un C-
module). Supposons par exemple que y soit S-plat, ce qui signifie que pour tout seS,
M, est un Ag-module plat (Oi, 6 .7.1); par suite M est un A-module plat (Oj, 6.3.3),
et Pon sait que Toi^(M, N) ==o pour n>o et pour tout C-module N (Oj, 6. i . i), d'où
la conclusion par (6.4.1.1).

Corollaire (6.5.9). — Soient X, Y deux S-préschémas, .̂ (resp. .̂) un complexe de
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^Modules (resp. de (9^-Modules) quasi-cohérents limité inférieur ement. Supposons que tous
les ̂  soient S-plats. Alors il existe un isomorphisme canonique de ë-foncteurs en J?,

(6.5-9.1) ^(^.^J ^ ^.(^W.).

Ce n'est autre que (6.3.7) lorsque S, X, Y sont affines; on passe de là au cas général
par les raisonnements de (6.5.2) et (6.5.3).

Corollaire (6.5.10). — Supposons que X soit plat sur S (Oj, 6 .7 .1 ) , queS^^ et J?. soient
limités inférieurement et que tous les ̂  soient des Q^-Modules localement libres (non nécessairement
de type fini). Alors U homomorphisme (6 .5 .9 .1) est bijectif.

En effet, l'hypothèse de (6.5.9) est remplie, la platitude étant une propriété
ponctuelle sur X par définition et toute somme directe de modules plats étant un module
plat (Oi, 6.1.2).

Proposition (6.5.11). — Soient X', Y' deux S-préschémas, /:X->X', g : Y->Y'
deux S-morphismes affines. Soit ̂ . (resp. .̂) un complexe de Q^-Modules (resp. de (Py-Modules)
quasi-cohérents ; on a alors un isomorphisme canonique fonctoriel

(6 .5 .11.1) (/Xs^^r?^.,^.))^^^^.),^^.)).

Gomme/et g sont affines, /^.) et ^(eâ.) sont des complexes de Modules quasi-cohé-
rents (II, i. 2.6), et si l'on pose Z' == X' X g Y', les deux membres de (6.5.11. i ) sont des
^/-Modules quasi-cohérents (6.5. i ) ; on se ramène aisément au cas où S, X' et Y' sont
affines; mais alors il en est de même par hypothèse de X et Y et la vérification résulte
aussitôt de (6.4.1.1) et (I, 1.6.3).

Remarque (6.5.12). — Soient X', Y' deux S-préschémas et supposons que X'
soit S-plat', soient X un sous-préschéma fermé de X', i : X->X' l'injection canonique,
.̂ (resp. J?J un complexe de é^-Modules (resp. de ^'-Modules) quasi-cohérents, limité

inférieurement. Soit enfin J?^ une résolution de i (^.) formé de ^x'-Modules localement
libres, telle que tout point de X' ait un voisinage ouvert affine U pour lequel JSf'. | U
soit une résolution libre de ^(^-) |U pour toutj. On a alors un isomorphisme canonique

(6.5.12.1) (^XsiUrwf^.,^))^^.^:^^).

Si S, X', Y' sont affines et si oS^J. est une résolution libre de i^-) pour tout 7,
on est ramené, en vertu de (6.5.11), au cas où X'==X est S-plat, et il suffit d'appli-
quer (6.3.4). Dans le cas général, on définit localement l'isomorphisme (6.5.12.1),
et il s'agit de vérifier que cette définition donne bien un isomorphisme global. Pour cela,
il faut se reporter à la définition du premier isomorphisme (6.3.4.1) qui provient d'un
isomorphisme de suites spectrales (0,11.6.5 et 11.5.3), obtenu lui-même à partir
d'un morphisme de bicomplexes L..—^L^, où L.. est la résolution donnée de P.,
L^ une résolution projective de P. dans la catégorie des complexes de A-modules limités
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