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CHAPITRE IIT (suite)

ETUDE COHOMOLOGIQUE
DES FAISCEAUX COHERENTS

§ 6. FONCTEURS « TOR » LOCAUX ET GLOBAUX; FORMULE DE
KUNNETH

6.1. Introduction.

(6.x.1) Soient f:X —Y un morphisme de préschémas, # un Oy-Module quasi-
cohérent. Dans I’étude des « images directes supérieures » R"f, (), on est amené a
considérer le probléme général suivant : étant donné un morphisme « changement de
base » g:Y' =Y, on pose X'=Xy,=XXyY', F'=F@y0y, f'=fy): X' =Y, et
Pon se propose d’avoir des renseignements sur les images directes supérieures R"f’(F")
(en supposant connus les R"f (#)). On voit aisément (cf. par exemple (7.7.2)) que
Pon est ramené a étudier les variations de R'f (#®, %) pour un Oy-Module quasi-
cohérent variable &, autrement dit le foncteur ¥~R'f (F®, ¥). Si F est plat sur Y,
le foncteur ¥~>F @0 ¥ est exact (0,6.7.4) et par suite le foncteur composé
G~>R'f (F®,9) est encore un foncteur cohomologique. Mais il n’en est plus de méme

dans le cas général; pour pouvoir appliquer les méthodes cohomologiques, on est

conduit a substituer & ¥~>R'f (F®, ¥) d’autres foncteurs, qui cette fois sont toujours

des foncteurs cohomologiques. Ces foncteurs, qui généralisent les foncteurs « Tor » de
la théorie des modules, sont définis aux n* 6.3 a 6.7; il y a d’ailleurs deux
telles généralisations, I'une « locale » et I’autre « globale », reliées par des suites spec-
trales qui seront discutées au n°® 6.7; comme application de ces suites spectrales, on
obtient en particulier, sous certaines conditions, une « formule de Kiinneth » exprimant
RY(fixfe) (F1©yF,) & Paide des images directes supérieures R?f1.(F;) et Rifpu(F5).
D’autres suites spectrales (6.8) généralisent les suites spectrales d’associativité du
foncteur « Tor » de modules; enfin, le probléme du changement de base conduit lui aussi
a des suites spectrales (6.9).

(6.x.2) En outre, on constate (6.10) que les foncteurs cohomologiques %~ (%)
ainsi définis sont localement (sur Y) du type “~#,(L.®y¥), ou £ est un complexe
de Oy-Modules localement libres (défini & une homotopie pres) et 7, ’homologie. Il y a alors
intérét a oublier la situation particuliére qui a donné naissance a 7, et a étudier de
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6 A. GROTHENDIECK Chap. III

fagon générale les foncteurs de la forme précédente ¥~ #,(L.®y¥) (ou lon fait en
outre le cas échéant des hypotheses de finitude appropriées sur les %, ou les (%)) : c’est
ce qui est Pobjet du § 7, dont la lecture, pour I’essentiel, est indépendante du § 6. Les
propriétés les plus importantes de ces foncteurs concernent les propriétés d’exactitude
d’une composante J; de 7,; on donnera divers critéres permettant d’établir de telles
propriétés; comme application, on obtiendra des conditions permettant d’affirmer
(avec les notations de (6.1.1)) que le foncteur %—>R"f (F ®o ¥) est exact (ce qu’on

exprimera en disant que & est cohomologiquement plat sur Y en dimension n). Une autre
propriété importante pour les composantes 7, de Z,(9)=#.(%L.®y¥) est une
propriété de semi-continuité de la fonction y~>dim,,(T;(k(»))); lorsque J; est exact,
cette propriété est remplacée par une propriété de continuité, la réciproque étant d’ailleurs
vraie d’aprés Grauert lorsque Y est réduit (7.8.4).

(6.1.3) Dans les §§ 6 et 7, nous avons systématiquement fait usage de 1’Ayper-
cohomologie, en prenant partout comme arguments des complexes de faisceaux au lieu de
faisceaux, bien que la nécessité de ce point de vue n’apparaitra que dans des chapitres
ultérieurs. Le formalisme cohomologique développé a cette occasion deviendra d’ailleurs
plus transparent dans le chapitre de ce Traité qui sera consacré a la mise au point d’une
algébre des foncteurs cohomologiques de faisceaux cohérents, incluant le formalisme
de la dualité. Mais cela demandera des développements qui sortent du cadre du présent
chapitre.

(6.1.4) Pour abréger, étant donnés deux complexes K’, K’* dans une catégorie
abélienne C, nous dirons qu’un morphisme de complexes f:K*'—=K’ est un homo-
topisme §’il existe un morphisme g:K’*—K* tel que les morphismes composés fog
et gof soient tous deux homotopes & U’identité (par abus de langage, lorsqu’il existe un tel
homotopisme, on dira aussi que K* et K'* sont komotopes). Lorsqu’on peut définir I’hyper-
cohomologie d’un foncteur covariant additif T de € dans une catégorie abélienne C’,
par rapport a un complexe de € (0, 11.4.3), il est immédiat qu’un homotopisme
K* K’ de complexes de € définit canoniquement un isomorphisme R*T(K*)—-RT(K")
pour I’hypercohomologie (loc. cit.).

6.2. Hypercohomologie des complexes de modules sur un préschéma.

(6.2.1) Soient X un préschéma, #~ = (A");c; un complexe de Og-Modules
dont Yopérateur de dérivation est de degré -+ 1. Rappelons que pour tout morphisme
f:X—>Y de préschémas, on a défini (0, 12.4.1) les Oy-Modules d’hypercohomo-
logie IC"(f, A*) (aussinotés IC}(A™) ou R"f (A#™)) pourtout neZ; I’hypercohomologie
IC(f, A") est Paboutissement des deux foncteurs spectraux '&(f, A) et "&E(f, A7),
dont les termes &, sont donnés par

(6.2.1.1) ET = VAL, H))
(6.2.1.2) " EW = AP f, HU(H)) =REL (A(A))
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§6 ETUDE COHOMOLOGIQUE DES FAISCEAUX COHERENTS 7

ol H'(f, A") estle complexe dont le composant de degré i est #7(f, A7) =R (A"
(loc. cit.). Rappelons aussi que lorsque Y est réduit & un point, on note I’hypercohomo-
logie correspondante H' (X, ™) (qui est formée de modules sur I'(X, 0x) indépendants du
préschéma ponctuel Y considéré) ; lorsque Y=X et f=1y, ona I"(f, ") =H#"(A")
(cohomologie du complexe #™); lorsque X#*=o0, sauf pour i=i,, on a

deN(f, A7) =R"Uf (A7),

La suite spectrale '&(f, #) est toujours réguliére; les deux suites spectrales sont
biréguliéres lorsque K® est limité inférieurement (0, 12.4.1). »

Tout homotopisme h:A"—H" de complexes de Ox-Modules (6.1.4) donne un
isomorphisme  IC°(f, A7) X IC(f, #*) pour I'hypercohomologie. Il en est de méme
lorsqu’on suppose seulement que (k) : H#°(H") — H"(H"") est un isomorphisme et
que X et A sont limités inférieurement, comme il résulte aussitot de (0, 11.1.5) appliqué
a la suite spectrale (6.2.1.2) et a ’analogue pour ™. Enfin, pour tout recouvrement
ouvert U= (U,) de X, on a aussi défini (0, 12.4.5) I’hypercohomologie H'(U, ")
comme la cohomologie du bicomplexe C*(U, ) (dont le composant d’indices (3, j)
est par définition C'(U, #7)); les H"(U, ) sont encore des modules sur T'(X, 0O).

Proposition (6.2.2). — Soient X un schéma, W= (U,) un recouvrement de X par des
ouverts affines. Pour tout complexe A de Oy-Modules quasi-cohérents, les modules d’hypercohomo-
logie H' (X, ™) et H'(U, A™") sont canoniquement isomorphes.

En effet, toute intersection finie V d’ouverts du recouvrement 2 est affine (I, 5.5.6),
donc HY(V, #")=o0 pour tout i et tout ¢>o0 (1.3.1); la proposition est donc un cas
particulier de (0, 12.4.7%).

Proposition (6.2.3). — Soit f : X—~Y un morphisme quasi-compact et séparé de pré-
schémas. Pour tout complexe A de Ox-Modules quasi-cohérents, les Oy-Modules IC"(f, A™) sont
quasti-cohérents.

Comme les #(f, #*) =Rif (&) sont des Oy-Modules quasi-cohérents (1.4.10),
il en est de méme de '&%, qui, d’aprés (6.2.1.1), est quotient d’'un noyau d’homomor-
phisme de Modules quasi-cohérents par une image d’un tel homomorphisme (I, 4.1.1),
Pour la méme raison, tous les Oy-Modules ‘&%, B, ("67), Z,('6%) de la premiére suite
spectrale sont quasi-cohérents. La régularité de la suite spectrale '&(f, ) entraine
que Z (" &Y est égal a un des Z,(’ 6%7), donc est quasi-cohérent, et il en est de méme de
Bw('é"g’q)z_l_il)n B.('6%) (0,11.2.4 etI 4.1.1); les ‘&% sont donc aussi quasi-cohérents.

k

La suite spectrale précédente étant réguliére, la filtration des F?(JC"( f, ™)) est discréte
et exhaustive; autrement dit, le Oy-Module ¢C"(f, #™*) est réunion d’une suite crois-
sante (¥,);>, de Oy-Modules telle que %,=o et que chaque %,/%,_; soit égal a un
des Oy-Modules ‘&%, donc soit quasi-cohérent. Par récurrence sur £, on en déduit que
les ¢, sont quasi-cohérents (1.4.17), et comme JC*(f, %’):h__n)l 9., la proposition
est démontrée (I, 4.1.1).
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8 A. GROTHENDIECK Chap. III

Corollaire (6.2.4). — Sous les hypothéses de (6.2.3), pour tout ouvert affine V de Y

b
U’homomorphisme canonique

(6.2.4.1) H'(f~\(V), 2") — D(V, J¢"(f, &™)

est byjectif pour tout neZ.

La démonstration est la méme que celle de (1.4.11), en utilisant (6.2.2), rem-
plagant & par X, A" par f (€ (U, A")), H#°(A") par I(f, X"), et notant que ce
dernier est un 0y-Module quasi-cohérent par (6.2.3).

Proposition (6.2.5). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un
morphisme propre, A" un complexe de Ox-Modules tel que les Ox-Modules S#(A"") sotent cohérents.
Alors les Oy-Modules IC"( f, A™") sont cohérents.

La question étant locale sur Y, on peut se borner au cas ol Y est noethérien et
affine, et il s’agit donc, en vertu de (6.2.4), de prouver que les H*(X, /) sont des
I'(Y, 0y)-modules de type fini. On a alors H'(X, ™) =H"(U, ") (6.2.2), ou ’on peut
supposer que U est fini, puisque X est quasi-compact. Les cochaines de chaque
complexe C°(U, #7) étant alternées par définition, il y a un entier >0 tel que
Ci(U, A7) =0 pour i<o et i>r; onenconclut (0, 11.3.3) que les deux suites spectrales
du bicomplexe C°(U, ™) sont biréguliéres. Comme les intersections des ensembles de U
sont des ouverts affines (I, 5.5.6), chaque foncteur F->Ci (U, F) est exact dans la
catégorie des Ox-Modules quasi-cohérents; donc HI(CH(U, #™)) = C'(U, #(A™)), et les
termes E, de la seconde suite spectrale de C°(U, ) sont donnés (0, 11.3.2) par

VER =HP(C' (U, #7(A7))) =B, #°(A7)) =H'(X, A#(A7))

en vertu de (1.4.1); puisque f est propre, ce sont des I'(Y, Oy)-modules de type fini (3.2.1).
La suite spectrale "E(C*(U, ")) étant biréguli¢re, on en déduit bien que les H"(X, ™)
sont des I'(Y, Oy)-modules de type fini (0, 11.1.8).

A fortiori, si A" est un complexe de Ox-Modules cohérents, les Oy-Modules JC"( f, HA™*)
sont cohérents sous les hypothéses de (6.2.5) relatives a Y et f (0, 5.3.4).

(6.2.6) L’hypercohomologie J€°(f, #") est un foncteur cohomologique dans la
catégorie des complexes de Ox-Modules lmités inférieurement (0, 12.4.4). C’est un foncteur
cohomologique dans la catégorie de fous les complexes de Ox-Modules lorsque le mor-
phisme f est quasi-compact et I'espace sous-jacent a X localement noethérien : en effet, il
résulte alors de (G, II, g.10.1) que f, permute aux limites inductives (la question étant
locale sur Y), et ’on peut appliquer (0, 11.5.2).

Enfin, si f est séparé, IC°( f, A") est un foncteur cohomologique dans la catégorie
des complexes de Ox-Modules quasi-cohérents. C’est immédiat lorsque Y est affine, car
alors X est un schéma, donc, en vertu de 'isomorphisme canonique (6.2.2), on est ramené
avoir que 2"~ H' (U, ) est un foncteur cohomologique dans la catégorie des complexes
de Ox-Modules quasi-cohérents, ce qui est immédiat puisque le foncteur #* -~ C* (U, A™)
est exact dans cette catégorie (I, 1.3.7). Dans le cas général, pour tout ouvert affine V
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§6 ETUDE COHOMOLOGIQUE DES FAISCEAUX COHERENTS 9

de Y, f~'(Y) est unschéma, et pour appliquer ce qui précéde, il suffit de vérifier que
pour une suite exacte o0—>X"" A" —>A""—>o0 de complexes de Oyx-Modules quasi-
cohérents, ’homomorphisme 0 : I"(f, A4"*)|V > "1(f, #")|V ne dépend pas du
recouvrement ouvert affine W de f~(V) utilisé pour le définir. Mais cela résulte de ce
que, si U’ est un recouvrement ouvert affine plus fin que U, le diagramme

H (M, 27)
2 H'(f~1(V), #7)
~
H W, A7)

d’isomorphismes canoniques est commutatif, ainsi que le diagramme

H (W, ) 5> H U, o)

| |
o

Hn(u/’ %/:-) _a) Hn+ l(u/, f")

Lorsque I'une des conditions précédentes est remplie et que X -4 est un
homotopisme (6.1.4), 'isomorphisme correspondant JC'(f, A#™) 3 I (f, #") est alors
un isomorphisme de o-foncteurs (0, 11.4.4).

(6.2.7) Tout ce qui précede s’applique naturellement sans changement (sinon
de notations) & un complexe ¢, de Ox-Modules quasi-cohérents dont ’opérateur de
dérivation est de degré —1; il suffit de considérer le complexe X~ =(A#") ot A*=H,
pour tout ieZ.

6.3. Hypertor de deux complexes de modules.

(6.3.1) Soient A un anneau commutatif, P,, Q& deux complexes de A-modules
dont les opérateurs de dérivation sont de degré —1; soit L, (resp. M,,) une résolution
projective de Cartan-Eilenberg de P, (resp. Q) (0, 11.6.1); L _®,M_ est alors (pour
la somme des premiers degrés et la somme des seconds degrés) un bicomplexe (& opéra-
teurs de dérivation de degré —1), dont I’homologie H, (L,®,M,)) ne dépend pas
des résolutions de Cartan-Eilenberg L,,, M,, choisies, et est par définition I’hyperhomo-
logie du bifoncteur P,®,Q_  en P, et Q, (0, 11.6.5). Nous poserons par définition

(6.3.1.1) Tor,(P,, Q.)=H,(L.®,M,,)

141



10 A. GROTHENDIECK Chap. III

et nous dirons que cet A-module est I’kypertor d’indice n des deux complexes P,, Q ..
On sait que dans la catégorie des complexes de A-modules limités inférieurement, les
Tor}(P,, Q) forment un bifoncteur homologique en P,, Q, (0, 11.6.5). En outre :

Proposition (6.3.2). — Le bifoncteur Tor*(P,, Q) . est I'aboutissement commun de deux
bifoncteurs spectraux 'E(P,, Q ), "E(P,, Q.), dont les termes E, sont

(6.3.2.1) 'Ep, =H,(Tor,\(P,, Q)
(6.3.2.2) "By =, ® _ Tory(H,(P,), H;(Q.))

ou, dans (6.3.2.1), Tor)(P,, Q) désigne le bicomplexe formé des A-modules Tor}(P;, Q).
La suite spectrale (6.3.2.2) est toujours réguliére ; si P, et Q , sont limités inférieurement, ou si A
est de dimension cohomologique finie, les deux suites spectrales (6.3.2.1) et (6.3.2.2) sont
biréguliéres.

Cela résulte de (0, 11.6.5), car lorsque A est de dimension cohomologique
finie n, tout A-module admet une résolution projective de longueur n (M, VI, 2.1).

Corollaire (6.3.3). — Sotent P!, Q' deux complexes de A-modules, u:P,—P!,
v:Q, Q! deux homomorphismes de complexes. St les homomorphismes H (u) : H, (P,) — H,(P)),
H,(v) : H,(Q.) > H,(Q,) déduits respectivement de u et v sont bijectifs, alors I’homomorphisme
Tor*(P,, Q) — Tor* (P, Q') déduit de u et v est bijectif.

En effet, Phomomorphisme de suites spectrales “E(P,, Q) — "E(P., Q’)) déduit
de u et v est alors un isomorphisme pour les termes E, et la conclusion résulte de ce que
ces suites sont régulieres en vertu de (6.3.2) (0, 11.1.5).

Proposition (6.3.4). — Soient P, Q . deux complexes de A-modules, limités inférieurement.
Soit L,, (resp. M,,) un bicomplexe formé de A-modules plats, tel que pour tout 1, L, , (resp. M; )
soit une résolution de P; (resp. Q). On a alors des isomorphismes canoniques.

(6.3.4.1) Tor!(P,Q,)3H/(L.®,Q)3H,(P&M,)FH(L.®M,)

Cela résulte de (0, 11.6.5, (ii) et (iii)) et de la définition des A-modules plats.

Remarques (6.3.5). — (i) Avec les notations de (6.3.1), les bicomplexes L ®, M,
et M, ®,L, sont canoniquement isomorphes, d’oi un isomorphisme canonique
TorX(P,, Q.) 3 Tor’(Q., P,).

(ii) Si F et G sont deux A-modules, P, et Q) , les complexes de A-modules réduits
a F et G respectivement en degré o et nuls dans les autres degrés, alors deux résolutions
projectives L, M, de F et G respectivement peuvent étre considérées comme des réso-
lutions de Cartan-Eilenberg de P, et Q , en les complétant par des zéros. On a par suite
dans ce cas Tor?*(P,, Q) =Tor*(F, G).

Proposition (6.3.6). — Soient (PY), (Q%) deux systémes inductifs filtrants de complexes
de A-modules ; on a un isomorphisme canonique

3 A/pr ~ Ar1: A 13 w
(6.3.6.1) I%?Tor.(P.,Q“.)»Tor.(l_llr_glP.,Lli_r;Q.)

Posons P, =lim P, Q.= lim Q; par fonctorialité, il est clair que les Tor (P}, Q“)

forment un systéme inductif et que les applications Tor (P}, Q*) — Tor(P,, Q) déduites
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§ 6 ETUDE COHOMOLOGIQUE DES FAISCEAUX COHERENTS Ir

des applications canoniques P*—P,, Q*—Q , forment un systtme inductif d’homo-
morphismes, d’oit un homomorphisme canonique (6.3.6.1), et plus généralement un
homomorphisme canonique h_r)n "E(PY, Q*) —"E(P,,Q.) dont (6.3.6.1) est ’homo-
morphisme des aboutissements. En outre, la suite spectrale “E(P,, Q) est réguliére
(6.3.2), etil en est de méme de la suite spectrale }E)n "E(P*, Q“), comme il résulte des
définitions (0, 11.1.7) et de la démonstration de (0, 11.3.3); pour démontrer que
(6.3.6.1) est bijectif, il suffit donc (0, 11.1.5) de prouver que ’homomorphisme

(6.3.6.2) lim “E(P}, Q%) - "E(P,, Q)

est bijectif pour les termes E%. Comme le foncteur H, commute 2 la limite inductive des
complexes de modules, on est finalement ramené a prouver que pour deux systémes
inductifs filtrants (F?), (G*) de A-modules, ’homomorphisme canonique

lim (Tor* (F*, G*)) — Tor* (lim F*, lim G*)

-—> —> —_—>

A A w
est bijectif. Pour cela, considérons pour chaque F* la résolution libre canonique

L}: ...»L} —»L}'s...5>LLk—>o

ott Ly est le A-module des combinaisons linéaires formelles d’éléments de F* et L},
le A-module des combinaisons linéaires formelles d’éléments de Ker (L}—L}_,); on
vérifie immédiatement que les L forment un systéme inductif de complexes, et si ’on pose

F=Ilim F*, L,=1im L}, les L, forment une résolution L, de F, le foncteur lim étant exact;
Y Y —

en outre, les L;, limites inductives de A-modules libres, sont plats (0;, 6.1.2). On considére

de méme pour chaque p la résolution libre canonique M* de G*, et M, = ll_rf)l M" est une

résolution plate de G =lim G*. Onaalors Tor? (lim F, lim G*) =H, (L,®, M,) envertu
— — —

de (6.3.5) et (6.3.4); mais H, (L,®,M,) =lim H, (L?®, M*) puisque H, commute aux

A
limites inductives de complexes de modules; comme H, (L*®, M*) =Tor* (F*, G*), cela

termine la démonstration.

Lorsqu’on suppose qu’il existe 7, tel que P} =Q% =0 pour i<i, quels que soientr
et p, on démontre de la méme maniére que I’homomorphisme canonique
(6.3.6.3) lim 'E(P}, Q%) - 'E(P,, Q)
est bijectif.

Proposition (6.3.7). — Supposons P, et Q , limités inférieurement. St le complexe P, est
Jormé de A-modules plats, on a un A-isomorphisme canonique de o-foncteurs en Q ,

(6.3.7.1) Tor; (P, Q.) I H (P.®,Q.).

En effet, la suite spectrale (6.3.2.1) est biréguliere et dégénérée, et I’existence de
Pisomorphisme (6.3.7.1) résulte de (0, 11.1.6). En outre, en calculant ’hypertor a
partir d’une résolution projective de Cartan-Eilenberg de P, (6.3.4), on voit aussitot
que P’isomorphisme ainsi défini est un isomorphisme de o-foncteurs en Q ,.
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12 A. GROTHENDIECK Chap. III

(6.3.8) Soit p : A—>A’ un homomorphisme d’anneaux. Nous nous proposons
de définir un A-homomorphisme fonctoriel de degré o canoniquement associé a p :

(6.3.8.1) p.q, : TorA(P,, Q) - Tor¥ (P8, A, Q. 8, A).

Pour cela, considérons une résolution de Cartan-Eilenberg projective L,, de P,;
considérons d’autre part une résolution de Cartan-Eilenberg projective L., de P ,®,A’.
Nous allons voir qu’on peut définir un A’-homomorphisme de complexes L, ®,A’'—>L! ,
déterminé & homotopie prés. En effet, la construction de L, est entiérement déterminée
lorsqu’on se donne (arbitrairement) pour chaque 7, une résolution projective (X});-,
de B,(P,) et une résolution projective (X});5, de H;(P,), qui sont respectivement égales
a Bi(L.) et HI(L,)); on en déduit successivement Z!(L,)=H!(L,)®B!(L,), puis
L,.=Z{(L,)®B!_,(L,). Cela étant, X? ®, A’ n’est plus en général une résolution
de P,®, A’, mais est encore un complexe formé de A’-modules projectifs, et il y a donc
un A’-homomorphisme X? ®, A’ — B(L!,) compatible avec les augmentations, et
déterminé a homotopie prés (M, V, 1.1). On a de méme un A’-homomorphisme
X¥ ®, A’ > Hj(L.,) déterminé a homotopie pres, d’ott 'on déduit, par la construction
rappelée plus haut, un A’-homomorphisme L; ®,A’—L;, pour tout ¢; ces homo-
morphismes (pour i:€Z) sont compatibles avec les opérateurs de dérivation L, ,—L;_,,
et les analogues pour L/,, en vertu de la méme construction, et ils constituent donc
le A’-homomorphisme L, ®, A’—L., cherché.

Pour définir (6.3.8.1), il suffit alors de considérer de méme une résolution de
Cartan-Eilenberg projective M,, (resp. M.) de Q_ (resp. Q ®,A’), et un A’-homo-
morphisme M, ®, A’>M] . On déduit de ces homomorphismes un A’-homomor-
phisme (L, ®,A")®, (M, ®,A") - L, ®, M., puis par composition un A-homomor-
phisme de bicomplexes L, ®, M, — L, ®, M/ , et en passant 4 ’homologie on obtient
(6.3.8.1), qui est bien défini puisqu’il provient d’un morphisme de complexes défini
2 homotopie preés.

Si p’: A’—>A"" est un second homomorphisme d’anneaux, et p”’ : A—~A’"" I’homo-
morphisme composé p’op, il est clair que gy o =pp,q.%0p, 0.5 OU

PI=P®,A, Q[=Q.®,A"

Notons encore que le morphisme de bicomplexes L, ®, M,, — L. ®, M/, considéré

ci-dessus définit des morphismes fonctoriels (en P, et Q) de suites spectrales

‘B, (P, QL) — "B (P.OA, Q®A) et "EL(P,,Q,)—"E,(P.OA, Q.®,A),

indépendants des résolutions de Cartan-Eilenberg considérées, et ayant aussi la propriété
de transitivité précédente.

Proposition (6.3.9). — Soit o : A—A’ un homomorphisme d’anneaux tel que A’ soit
un A-module plat. On a alors des isomorphismes canoniques fonctoriels
(6.3.9.1) Tor, (P,,A", Q.0,A") S Tor (P,, Q,)®,A’
| ‘E(P.@,A, Qe,A) T 'E(P, Q)@,A
(6.3.9.2)

["E(P.@,A, Q@A) T "E(P,, Q) @A,
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En effet, vu ’exactitude du foncteur M®,A’ en M, L, ®,A’ et M, ®,A’ sont
alors des résolutions projectives de Cartan-Eilenberg de P,®,A’ et Q ®,A’ respec-
tivement, d’ou la conclusion.

(6.3.10) Soit p : A—>A’ un homomorphisme d’anneaux; pour tout complexe P’
de A’-modules, P[, est un complexe de A-modules; en outre, I'application identique
P, ,—P, peut étre considérée comme composée des applications canoniques

’ ’ ’ w ’
Py = P®,A" — P,

ol u est le A’-homomorphisme p(¥®a’)=a’x. Si Q! est un second complexe de A’-
modules, on a donc des homomorphismes canoniques fonctoriels de degré o

(6.3.10.1) Tor’( o Qi) = TorY (P ®, A", QL ®,A") - TorX (P, Q)

ou la premiere fleche est le A-homomorphisme défini dans (6.3.8) et la seconde se
déduit des A’-homomorphismes P ;®,A’—-P, et Q[ ,®,A’>Q  par fonctorialité.
On a des homomorphismes analogues pour les suites spectrales de (6.g.2), et des pro-
priétés évidentes de transitivité, que nous laissons au lecteur le soin d’énoncer.

Proposition (6.3.1x). — Soit o : A—>A’ un homomorphisme d’anneaux faisant de A’
un A-module plat. Pour tout complexe P, de A’-modules et tout complexe Q , de A-modules limités
inférieurement, on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(6.3.1x.1) Tor (P, Q.) 3 Tor'(P/, Q ®,A").

En effet, si M,, est une résolution projective de Cartan-Eilenberg de Q ., M, ®,A’
est une résolution projective de Cartan-Eilenberg de Q ®,A’, et 'on a, & un isomor-
phisme canonique pres, P/ ,©,M, =P.®, (M, ®,A’); la conclusion résulte de (6.3.4).

Remarque (6.3.12). — Soit (A*) un systéme inductif filtrant d’anneaux, et soient
(PY), (Q2) deux systémes inductifs de complexes de (A*)-modules; on a alors un isomor-
phisme canonique généralisant (6.3.6.1)

(6.3.12.1) lim Tor¥’ (P?, Q1) = Tor(P,, Q)
ot A=limA* P ,=lim P}, Q,=lim Q* Une fois définis les homomorphismes
— — —
Tor!'(P, Q1) — Torl"(P%, Q%)

pour A<y, a laide de (6.3.10), la démonstration est celle de (6.3.6).

Proposition (6.3.13). — Sotent S une partie multiplicative de A, P, et Q , deux complexes
de A-modules, dans lesquels les homothéties définies par les éléments de S soient bijectives, de sorte
que, si A'=S"'A, P, et Q sont formés de A’-modules. Alors on a un isomorphisme canonique
Tor*(P., Q)Y Tor* (P, Q).

En effet, ’hypothése entraine que les homomorphismes canoniques P,—P ®,A’,
Q.—»Q .®,A’ sont bijectifs. D’autre part, la fonctorialité de I’hypertor montre que tout
seS définit une homothétie bijective dans Tor*(P,, Q ), et par suite

Tor!(P,, Q.) — Tor;(P, Q,)®,A’
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est aussi un homomorphisme bijectif. Comme A’ est un A-module plat, la conclusion
résulte de (6.3.9), et on a de méme des isomorphismes canoniques pour les suites
spectrales.

6.4. Foncteurs hypertor locaux de complexes de Modules quasi-cohérents :
cas des schémas affines.

(6.4.1) Soient S un schéma affine d’anneau A, X, Y deux S-schémas affines
d’anneaux B, C respectivement, de sorte que B et C sont des algébres sur A. Tout
complexe 2, (resp. 2,) de Ox-Modules (resp. Oy-Modules) quasi-cohérents est de la

forme APJ (resp. a), ou P, (resp. Q) est un complexe de B-modules (resp. C-modules)
(I, 1.8.7 et 1.3.8). On peut évidemment considérer P, et Q, comme des complexes
de A-modules et former les Tor(P,, Q); en outre, en vertu du caractére bifonctoriel
de Tor(P,, Q.), les A-algebres B et C opérent dans ce A-module, et ces opérations en
font un (B, C)-bimodule, ou, ce qui revient au méme, un module sur B® ,C=A(X x Y).
On a donc défini de la sorte un 0y, y-Module quasi-cohérent

(6.4.1.1) %oris(gz. » 2,) = (Tor, (P, Q)™

que ’on appelle I'Aypertor local d’indice n des complexes &, et 2, et que ’on note aussi
Bory (2., 2,).

Lemme (6.4.2). — Avec les notations de (6.4.1), supposons que 'anneau A soit de la
forme R™YA’, ot A’ est un anneau et R une partie multiplicative de A’. Soit S’ = Spec (A’),
de sorte que X et 'Y peuvent étre considérés comme des S'-préschémas et que Pon a X X Y=X X Y
(I, 1.6.2 et 3.2.4). On a alors Bori (2,, 2,) =Tori (2., 2,).

Cela résulte de la formule (6.4.1.1) et de (6.3.13).

(6.4.3) Avec les notations et hypotheses de (6.4.1), soient % =T un 0O -Module
quasi-cohérent, %=G un 0y-Module quasi-cohérent; considérant # et % comme
des complexes de Modules, on notera Jorls(F, %) ou Jori(F, %) leur hypertor
d’indice 7; il résulte de (6.9.5 (i1)) que 'on a
(6.4.3.1) Tors(F, 4) = (Tor)(F, G))™.

Revenons alors au cas général de deux complexes de Modules quasi-cohérents Z_,
2.. Les formules (6.4.1.1) et (6.4.3.1) montrent, compte tenu de la prop. (6.3.2),
que Gor’ (2., 2,) est I'aboutissement de deux suites spectrales '&(Z,, 2,), " &(2,, 2.),
dont les termes E, sont donnés par

(6.4.3.2) 8= A, (T (2., 2.))
(6.4.3.3) "=, B Tk (A (P), Hy(2)

ou Jor) (P,,2,) est le bicomplexe de 0. y-Modules quasi-cohérents Tor (#;, 2,).
(6.4.4) Considérons maintenant deux autres schémas affines X" = Spec(B"),

Y" =Spec(C"), ou B" et CY sont des A-algébres, et supposons donnés deux
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S-morphismes  u : XV—+X, v : YY Y, correspondant 4 des A-homomorphismes
¢ : B>B"Y, { : C>C". Considérons les complexes u'(2,) = (2.®;BY)~ de Oxn-Mo-
dules, v'(2,) =(Q.®:;C")™ de 0 ,-Modules. Les A-homomorphismes canoniques

P, -~ P ®, B, Q.- Q.®, cw
donnent par fonctorialité un A-homomorphisme
Tor (P, Q) - Tor*(P,®;BY, Q .®.C"Y);

en outre, toujours par fonctorialité, cet homomorphisme est en fait un homomorphisme
de (B®, C)-modules. D’oil 'on conclut que I'on a défini ainsi un (z X gv)-morphisme

(6.4.4.1) 61 Bors (2., 2.) > Bort (4 (2.), 7'(2.))
et par suite, un homomorphisme de Ox@ , y(-Modules
(6.4.4.2) 0% 1 (u X g0) (Borl (2., 2.)) — Torl (' (2.), v'(2.))

qui est évidemment un morphisme de bi-0-foncteurs dans les catégories de Modules quasi-
cohérents limités inférieurement. :
L’homomorphisme (6.4.4.2) n’est pas nécessairement bijectif; toutefois :
Lemme (6.4.5). — Avec les notations de (6.4.4), supposons que u et v soient des immersions
ouvertes ; alors I’homomorphisme (6.4.4.2) est bijectif.

* Identifions X" (resp. Y") & un ouvert de X (resp. Y); X (resp. Y") est alors
réunion d’ouverts de la forme D(f) (resp. D(g)), ou feB (resp. geC), et les préschémas
induits D(¢(f)) et D(f) (resp. D(¢(g)) et D(g)) sont isomorphes. Il suffira de prouver
le lemme lorsque X (resp. Y") est de la forme D(f) (resp. D(g)); en effet, si ce point
est établi, et si I’'on revient au cas général, il suffira de prouver que la restriction de 6% a
chaque ouvert D(f) x ¢D(g) est un isomorphisme; or,si %, : D(f) — X", »;: D(g) — Y%
sont les injections canoniques, la restriction précédente n’est autre que (u; X gv,)"(6%);
mais il est immédiat, en vertu des définitions (6.4.4) et de (0;, 4.4.8), qu’en la compo-
sant avec I’homomorphisme canonique

(6.4.5.1) (s X 501)" (Borl (W'(2.), v'(2.)) — Borl(u"(2.), v"(2.))
ou u' =uou, et v’ =voy,;, on obtient ’homomorphisme canonique
(6.4.5.2) (' X g0') (Bori(2., 2.)) = Torl(u"(2.), v"(2.)
et si 'on sait que (6.4.5.1) et (6.4.5.2) sont des isomorphismes, il en résultera qu’il
en est de méme de (i X gv;) (6%).

Supposons donc que XW=D(f) et Y"=D(g), de sorte que BY=B, et
CY=C,; u'(2,) (resp. v'(2,)) s’identifie alors a (P,)7” (resp. (Q,);”); d’autre part,

X¥ x Y® s’identifie au sous-schéma ouvert D(f®g) de X x Y =Spec(B®,C) (I,
4.3.2.4); il s’agit de prouver que ’homomorphisme

(6.4.5.3) (Tor:(P., Q.));g, = Tori((P.);, (Q.),)
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déduit par fonctorialité des homomorphismes canoniques P,—(P,);, Q.—(Q),, est
bijectif. Or (0;, 1.6.1), on peut écrire (P.)fzg_r;l P, ol les P™ sont tous des complexes
de B-modules identiques 4 P , I'application P"™—P" pour m<n étant la multipli-

cation par f"~™; on a un résultat analogue pour Q) , en remplagant f par g; d’autre part,
il est clair que I’homomorphisme

Tor? (P!, Q) — Tor?} (P, Q)

correspondant aux homomorphismes P™-—P" et Q™ Q" est par définition la
multiplication par (f®g)"™™. La conclusion résulte alors de (0;, 1.6.1) appliqué au
premier membre de (6.4.5.3) et de (6.3.6).

(6.4.6) Avec les notations de (6.4.4), on définit de méme des homomorphismes
canoniques de foncteurs spectraux
6.4.6.1) | (xs0) (E(2., 2)) 62, 7(2.)
[ (uxs0)'("6(2.,2)) > "EW(2.),v(2)
et le raisonnement de (6.4.5) montre que lorsque u et v sont des immersions ouvertes, les
homomorphismes (6.4.6.1) sont bjectifs : en effet, compte tenude (6.3.6.2) et (6.3.6.3),
il prouve que c’est un isomorphisme pour les termes E?, et (6.4.5) montre que c’est un
isomorphisme pour les aboutissements; on conclut donc a l'aide de (0, 11.1.2) et
(0, 11.2.4).

6.5. Foncteurs hypertor locaux de complexes de Modules quasi-cohérents :
cas général,

(6.5.1) Considérons maintenant un préschéma S quelconque et deux S-préschémas
quelconques X, Y; soit &, (resp. £2,) un complexe de Oy-Modules (resp. Oy-Modules)
quasi-cohérents. Posons Z =X X Y; nous allons définir des ;-Modules quasi-cohérents
Bori (2., 2.) dits hypertor locaux de 2, et 2, qui se réduiront & ceux déja définis dans (6.4)
lorsque S, X et Y sont affines.

Lorsque 2, et 2, se réduisent respectivement a leurs termes de degré o, # et ¥,
(les autres étant nuls), on écrira Jor's(F, ) au lieu de Gory(2,, 2.).

(6.5.2) Supposons d’abord S affine, et soient (X,), (Y,) des recouvrements de X
et Y respectivement par des ouverts affines; alors les Z,, =X, XgY, forment un recou-
vrement ouvert affine de Z. Posons Z, =2 |X,, Qu.:a@,‘Y‘L; nous avons donc pour
tout couple (2, p) un 0ZM-Module quasi-cohérent Z,, =®or}(#,., 2,.), etil faut montrer
que les &, vérifient la condition de recollement (0;, 3.3.1). Pour cela, il suffit de vérifier
que pour tout ouvert affine UcX,nX,, (resp. VcY,nY,), les restrictions de &#,, et
de &, a4 UxgV sont canoniquement isomorphes; mais cela découle aussitot de Iexis-
tence d’isomorphismes canoniques de ces restrictions sur ®ors(Z,|U, 2,|V) (6.4.5). En
outre, il résulte aussitdt de cette définition et de (6.4.5) que le 0;-Module ainsi défini
ne dépend pas (2 un isomorphisme prés) des recouvrements ouverts (X,), (Y,

,) consi-
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dérés; nous le noterons donc Tori(Z,, 2,); il résulte enfin de (6.4.5) que pour foute
partie ouverte U (resp. V) de X (resp. Y), la restriction de ®orS(Z,, 2,) a U X4V est
canoniquement isomorphe & ®ory(Z.|U, 2,|V).

(6.5.3) Passons maintenant au cas général ou S est quelconque, et soit (S,)
un recouvrement de S formé d’ouverts affines; désignons par X, (resp. Y,) I'image
réciproque de S, dans X (resp. Y); il faut encore prouver que les faisceaux
Bord«(2,|X,, 2.|Y,) =9, vérifient la condition de recollement. Il suffit de définir,
pour tout ouvert affine T contenu dans S,nS;, des isomorphismes canoniques des
restrictions de &, et %3 2 U XV (en désignant par U et V les images réciproques de T
dans X et Y respectivement) sur Gory(#.|U, 2,|V); on peut, en outre, se borner au
cas ou T s’écrit a la fois D(f,) et D(fy), f, (resp. f3) étant une section de g au-dessus
de S, (resp. Sg); mais alors Bor(2,|U, 2,|V) est canoniquement isomorphe 2a
Boryx(2.|U, 2,|V) dune part, & Tort®(#,|U, 2,|V) dautre part, en vertu
de (6.4.2); comme on vient de définir des isomorphismes canoniques de ¥, sur
Borg*(2,|U, 2,|V) et de ¥, sur Borit(2,|U, 2,|V) (6.5.2), cela achéve de définir
le 0,-Module Gorf (2., 2.). En outre, pour toute partie ouverte U (resp. V) de X (resp. Y),
Bors (2.|U, 2,|V) est canoniquement isomorphe & la restriction de Gori(Z,, 2.)
a UxgV.

I1 est immédiat que ’on a ainsi défini (dans les catégories de complexes de Modules
quasi-cohérents limités inférieurement) un bi-d-foncteur GorS(2,, 2,) a valeurs dans la
catégorie des 0,-Modules, car il est clair que la question est locale sur X, Y et S, en
vertu de (6.4.5) et de la remarque que (6.4.4.2) est un morphisme de bi-d-foncteurs.
On notera que si Z, et 2, sont réduits respectivement a leurs termes de degré o, # et 9,
Tor3(F, 9) n’est autre, en vertu de (6.4.1.1), que le produit tensoriel externe F®,%
défini dans (I, 9. 1.2); cela résulte en effet de (I, 9.1.3).

(6.5.4) Il résulte de la construction précédente et des remarques faites dans (6.4.6)
que Bor’(2,, 2,) estl’aboutissement de deux foncteurs spectraux, '&(2,, 2.)," &(2,, 2.),
de termes E, égaux a

(6.5.4.1) 8= H(Tord( 2., 2.)
(6.5.4.2) = D Tk (Hy(P.), Hy(2.))

q +

La suite spectrale (6.5.4.2) est toujours régulieére; les deux suites spectrales sont
birégulieres si &, et 2, sont lLimités inférieurement. Un autre cas ou les deux suites précé-
dentes sont birégulieres est le suivant :

(6.5.5) Nous dirons que sur un espace topologique T un faisceau d’anneaux .o/
est de dimension cohomologique <n si, pour tout t€T I’anneau .7, est de dimension
cohomologique < 7; on dira alors aussi que Vespace annelé (T, o) est de dimension coho-
mologique <n. On dira qu’un faisceau d’anneaux (resp. un espace annelé) est de
dimension cohomologique finie s’il existe un entier 7 tel qu’il soit de dimension cohomo-
logique <z. On notera que si les &7, sont des anneaux locaux (commutatifs) noethériens,
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18 A. GROTHENDIECK Chap. IIT

dire qu’ils sont de dimension cohomologique <7 signifie qu’ils sont réguliers et de
dimension (de Krull) <7 (0,y, 17.3.1). Avec la terminologie dela théorie de la dimension que
nous introduirons au chap. IV, il revient au méme de dire qu’un préschéma localement
noethérien 'I' est de dimension cohomologique <n, ou de dire qu’il est régulier (0}, 4.1.4)
et de dimension <n; cela signifie que pour tout ouvert affine U de T, ’anneau I'(U, 0;)
est de dimension cohomologique < n (0ry, 17.2.6). Cela étant, cette derniére remarque, jointe
a (6.3.2), prouve que si S est localement noethérien et de dimension cohomologique finie, les
suites spectrales '&(Z,, 2,) et "&(P,, 2,) sont birégulieres.

11 est clair que Bor’(Z,, 2,) se transforme en TorS(2,,7,) (a un isomorphisme
prées) par I'isomorphisme canonique de X XgY sur Y X X.

Proposition (6.5.6). — Soit (2,.) un systéme inductif filtrant de complexes de Ox-Modules
quasi-cohérents ; il existe alors un isomorphisme canonique

(6.5.6.1) im (Gorl(Z,., 2.)) 3 Gorl(im Z,., 2.).

La question étant locale sur S, X et Y, on peut supposer S, X, Y affines et la
proposition se réduit alors & (6.3.6).

Remarques (6.5.7). — (i) Considérons en particulier le cas ot S=X=Y, £,
et 2, étant donc deux complexes de Og-Modules quasi-cohérents; alors les Tor: (2, , 2.)
sont des Og-Modules quasi-cohérents; en outre, pour tout point z€S, il résulte de (6.5.6)
que 'on a un isomorphisme canonique

(6.5.7.1) (Bor (2., 2.)). 3 Tor,*((2.)., (2.).)

car la question est locale et on est ramené au cas des modules, en vertu de (6.4.1.1).

(ii) On peut généraliser la définition des hypertor au cas de deux complexes de
Ox-Modules &, , 2, sur un méme espace annelé (X, Ox); pour tout ouvert U de X, posons
en effet A(U)=I'(U, 0), P (U)=0I(U,2,), Q. (U)=I'(U, 2,); les A(U)-modules
TorY(P (U), Q.(U)) forment alors un préfaisceau sur X, et ’on désigne par Gor. (2, , 2.)
le Ox-Module associé & ce préfaisceau. Lorsque X est un préschéma, il résulte de (6.3.12)
que ce Ox-Module est canoniquement isomorphe a I’hypertor défini ci-dessus. Nous ne
développerons pas davantage cette généralisation.

Proposition (6.5.8). — Soient X, Y deux S-préschémas, F (resp. ¥) un Ox-Module
(resp. un Oy-Module) quasi-cohérent. Si F ou 9 est S-plat, on a Tory(F, 9) =0 pour n=+o.

La question étant locale sur X et Y, on peut supposer X, Y et S affines, d’anneaux
respectifs B, C, A, et F =M, g:ﬁ, M (resp. N) étant un B-module (resp. un C-
module). Supposons par exemple que & soit S-plat, ce qui signifie que pour tout seS,
M, est un A,-module plat (0;, 6.7.1); par suite M est un A-module plat (0;, 6.3.3),
et on sait que Tor*(M, N) =0 pour n>o0 et pour tout C-module N (0;, 6.1.1), d’ou
la conclusion par (6.4.1.1).

Corollaire (6.5.9). — Soient X, Y deux S-préschémas, P, (resp. 2.) un complexe de
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Ox-Modules (resp. de Oy-Modules) quasi-cohérents limité inférieurement. Supposons que tous
les 2; soient S-plats. Alors 1l existe un isomorphisme canonique de o-foncteurs en 2,

(6.5.9.1) Tori(2.,2.) T H(P.0:2.).

Ce n’est autre que (6.3.7) lorsque S, X, Y sont affines; on passe de 12 au cas général
par les raisonnements de (6.5.2) et (6.5.3).

Corollaire (6.5.10). — Supposons que X soit plat sur S (0;, 6.7.1), que P, et 2, soient
limités inférieurement et que tous les P; soient des Ox-Modules localement libres (non nécessairement
de type fini). Alors I’homomorphisme (6.5.9.1) est bijectif.

En effet, ’hypothése de (6.5.9) est remplie, la platitude étant une propriété
ponctuelle sur X par définition et toute somme directe de modules plats étant un module
plat (0;, 6.1.2).

Proposition (6.5.x1). — Sotent X', Y’ deux S-préschémas, f:X->X', g:Y-=>Y’

deux S-morphismes affines. Soit P, (resp. 2,) un complexe de Ox-Modules (resp. de Oy-Modules)
quasi-cohérents ; on a alors un isomorphisme canonique fonctoriel
(6.5.11.1) (fx58),(Bori(2., 2.)) = Borl(f,(2.), .(2.)
Comme f et g sont affines, f (Z,) et g (2,) sont des complexes de Modules quasi-cohé-
rents (IL, 1.2.6), et si’'on pose Z'=X'X Y’, les deux membres de (6.5.11.1) sont des
0,-Modules quasi-cohérents (6.5.1); on se raméne aisément au cas ou S; X’ et Y’ sont
affines; mais alors il en est de méme par hypothese de X et Y et la vérification résulte
aussitét de (6.4.1.1) et (I, 1.6.3).

Remarque (6.5.12). — Soient X', Y’ deux S-préschémas et supposons que X’
soit S-plat; soient X un sous-préschéma fermé de X', ¢ : X —-X’ Dinjection canonique,
2, (resp. 2,) un complexe de Ox-Modules (resp. de Oy.-Modules) quasi-cohérents, limité
inférieurement. Soit enfin £/, une résolution de i (#,) formé de Ox.-Modules localement
libres, telle que tout point de X’ ait un voisinage ouvert affine U pour lequel .Z;  |U

“soit une résolution libre de 7 (#;)|U pour tout j. On a alors un isomorphisme canonique

(6.5.12.1) (ix 1), (BorS(P., 2.)) X H.(L1.0:2.).

Si S, X', Y’ sont affines et si %], est une résolution libre de i (#;) pour tout j,
on est ramené, en vertu de (6.5.11), au cas ou X'=X est S-plat, et il suffit d’appli-
quer (6.3.4). Dans le cas général, on définit localement I'isomorphisme (6.5.12.1),
et il s’agit de vérifier que cette définition donne bien un isomorphisme global. Pour cela,
il faut se reporter a la définition du premier isomorphisme (6.3.4.1) qui provient d’un
isomorphisme de suites spectrales (0, 11.6.5 et 11.5.3), obtenu lui-méme a partir
d’un morphisme de bicomplexes L. —L!/, ou L, est la résolution donnée de P,,

L!! une résolution projective de P, dans la catégorie des complexes de A-modules limités
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