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CHAPITRE II

ETUDE GLOBALE ELEMENTAIRE
DE QUELQUES CLASSES DE MORPHISMES

Sommaire

Morphismes affines.

Spectres premiers homogénes.

Spectre homogene d’un faisceau d’algebres graduées.

Fibrés projectifs. Faisceaux amples.

Morphismes quasi-affines; morphismes quasi-projectifs; morphismes propres;
morphismes projectifs.

. Morphismes entiers et morphismes finis.

. Criteres valuatifs.

. Schémas éclatés; cbnes projetants; fermeture projective.
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Les diverses classes de morphismes étudiées dans ce chapitre le sont sans faire
grand usage des méthodes cohomologiques; une étude plus poussée, utilisant ces
derniéres méthodes, en sera faite au chapitre I1I, ot on utilisera surtout les §§ 2, 4 et 5
du chapitre II. Le § 8 peut étre omis en premié¢re lecture : il donne quelques complé-
ments au formalisme développé dans les §§ 1 a 3, se réduisant a des applications faciles
de ce formalisme, et nous en ferons un usage moins constant que des autres résultats
de ce chapitre.

§ 1. MORPHISMES AFFINES

La plupart des résultats de ce paragraphe sont les contreparties « globales » de
ceux du chapitre I, § 1; ils ne sont donc pas essentiellement nouveaux et fournissent
simplement un langage commode pour la suite.

1.1. S-préschémas et (O -Algébres.

(x.x.x) Soient S un préschéma, X un S-préschéma, f:X-—+S son morphisme
structural. On sait (0, 4.2.4) que I'image directe f,(0x) est une Og-Algébre, que nous
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6 A. GROTHENDIECK Chap. II

noterons &7 (X) lorsqu’il n’en résultera pas de confusion; si U est un ouvert de S, on a

A (fHU)) = (X)|U.

De méme, pour tout Ox-Module F (resp. toute Ox-Algébre %), nous écrirons 7 (F)
(resp. /(%)) limage directe f,(#) (resp. f,(%#)) qui est un &Z(X)-Module (resp. une
o (X)-Algebre), et non seulement un @g¢-Module (resp. Og-Algebre).

(r.x.2) Soient Y un second S-préschéma, g:Y-—>S son morphisme structural,
h: X—Y un S-morphisme; on a donc le diagramme commutatif

X5y
(r.1.2.1) ™N o
S

On a par définition h= (¢, 0), ou 0 : Oy—h (Ox) =¢ (Ox) est un homomorphisme
de faisceaux d’anneaux; on en déduit (0, 4.2.2) un homomorphisme de OgAlgebres
£.0) : g.(0y)—>g (h(0x)) =f(0x), autrement dit, un homomorphisme de @y Algebres
o (Y) -/ (X), que nous noterons aussi 27 (h). Si &' : Y—>Z est un second S-morphisme,
il est immédiat que 7 (h'oh) =/ (h)of(k'). Nous avons donc défini un foncteur contra-
variant o/ (X) sur la catégorie des S-préschémas, & valeurs dans la catégorie des Og-
Algebres.

Soient maintenant & un Ox-Module, 4 un O0y-Module, et % : ¥—% un h-mor-
phisme, c’est-a-dire (0, 4.4.1) un homomorphisme de 0y-Modules ¥ —h (F). Alors
&) : g(9)—>g (h(F))=f,(F) est un homomorphisme /(%) - (F) de Oy-Modules,
que nous noterons &7 (u); en outre, le couple (&Z(h), &7 (u)) constitue un di-homomorphisme
du Z(Y)-Module #7(¥) dans le &/(X)-Module &/ (%).

(x.x.3) Le préschéma S étant fixé, on peut considérer les couples (X, &), ot X
est un S-préschéma et & un Ox-Module, comme formant une catégorie, en définissant
un morphisme (X, #)—(Y, %) comme un couple (%, u), ot %:X-—-Y est un S-mor-
phisme et u: ¥->% un h-morphisme. On peut alors dire que (&7 (X), &(F)) est un
Jfoncteur contravariant a valeurs dans la catégorie dont les objets sont les couples formés
d’une OgAlgebre et d’un Module sur cette Algebre, et les morphismes sont les
di-homomorphismes.

1.2. Préschémas affines sur un préschéma.

Définition (x.2.x). — Soient X un S-préschéma, f:X-—>S son morphisme structural.
On dit que X est affine au-dessus de S s’il existe un recouvrement (S,) de S par des ouverts affines
tels que, pour tout «, le préschéma induit par X sur Uensemble ouvert f~1(S,) soit affine.

Exemple (1.2.2). — Tout sous-préschéma fermé de S est un S-préschéma affine
au-dessus de S (I, 4.2.3 et 4.2.4).
Remarque (x.2.3). — Un préschéma X affine au-dessus de S n’est pas nécessaire-

ment un schéma affine, comme le montre exemple X =S (1.2.2). D’autre part, si
un schéma affine X est un S-préschéma, X n’est pas nécessairement affine au-dessus
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§1 ETUDE GLOBALE ELEMENTAIRE DE QUELQUES CLASSES DE MORPHISMES 7

de S (voir (1.3.3)). Toutefois, rappelons que si S est un sckéma, tout S-préschéma qui
est un schéma affine est affine au-dessus de S (I, 5.5.10).

Proposition (x.2.4). — Tout S-préschéma qui est affine au-dessus de S est séparé au-dessus
de S (autrement dit, est un S-schéma).

Cela résulte aussitét de (I, 5.5.5) et (I, 5.5.8).

Proposition (x.2.5). — Soient X un S-schéma affine au-dessus de S, f: X—S le morphisme
structural. Pour tout ouvert UcCS, f~*(U) est affine au-dessus de U.

En vertu de la déf. (1.2.1), on est ramené au cas o S=Spec(A) et X =Spec(B)
sont affines et alors f= (9, ¢), ou ¢ : A—>B est un homomorphisme. Comme les D(g),
ol geA, forment une base de S, on est ramené au cas ou U =D(g); mais on sait alors
que f~(U)=D(9(g)) (I, 1.2.2.2), d’otr la proposition.

Proposition (x.2.6). — Soient X un S-schéma affine au-dessus de S, f:X—>S le mor-
phisme structural. Pour tout Ox-Module quasi-cohérent F, f (F) est un Og-Module quasi-cohérent.

Compte tenu de (1.2.4), cela résulte de (I, 9.2.2, a)).

En particulier, la Og-Algebre o/(X)=f (0Ox) est quasi-cohérente.

Proposition (x.2.7). — Sotent X un S-schéma affine au-dessus de S. Pour tout S-préschéma Y,
Papplication h—Z (k) de I’ensemble Homg(Y, X) dans Uensemble Hom (o (X), o7 (Y)) (1.1.2)
est bijective.

Soient f:X-—>S, g:Y—>S les morphismes structuraux. Supposons d’abord
S=Spec(A) et X=Spec(B) affines; il faut prouver que pour tout homomorphisme
o : f(0x)—>g,(0y) de Og-Algebres, il existe un S-morphisme %:Y-—->X et un seul tel
que Z(h) =w. Par définition, pour tout ouvert UcS, o définit un homomorphisme
wy=T(U, o) : T(f~4U), 05) =T (g (U), 0y) de I'(U, 0)-algtbres. En particulier,
pour U=S, cela donne un homomorphisme ¢ : I'(X, O0x) >T'(Y, Oy) de I'(S, 0O)-
algebres, auquel correspond un S-morphisme 4 :Y—X bien déterminé, puisque X est
affine (I, 2.2.4). Reste a prouver que /() ==0, autrement dit, que pour tout ouvert U
d’une base de S, wy coincide avec I’homomorphisme d’algébres ¢y correspondant au
S-morphisme g~ *(U)—f~!(U) restriction de 4. On peut se borner au cas o U=D(}),
avec AeS; alors, si f=(%,?), ou p:A—B estun homomorphisme d’anneaux, on a
f~YU)=D(u), ou wp=p(n), et I'(f~}U),0O) est Panneau de fractions B
le diagramme

w3 OT,

?

B 3T(Y, 0y)
|
B, —>T'(¢g7'(U), 0y)

Py

est commutatif] et il en est de méme du diagramme analogue ol ¢y est remplacé par wy;
Iégalité ¢@y=wy résulte alors de la propriété universelle des anneaux de fractions
(0, 1.2.4).

Passons au cas général, et soit (S,) un recouvrement de S par des ouverts affines
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8 A, GROTHENDIECK Chap. II

tels que les f~*(S,) soient affines. Alors tout homomorphisme o : &/(X)—2/(Y) de
OgAlgebres donne par restriction une famille d’homomorphismes

gt (fTHS,)) > (g7(S,))

de 0 -Algebres, donc une famille de S,-morphismes 4, : g YS,) ~f~Y(S,) d’apreés ce
qui précede. Tout revient & voir que pour tout ouvert affine U d’une base de S,nS,,
les restrictions de &, et de h; & g7(U) coincident, ce qui est évident, puisque, en vertu
de ce qui précede, ces restrictions correspondent toutes deux a I’homomorphisme
H(X)| U (Y)|U restriction de .

Corollaire (x.2.8). — Sotent X, Y deux S-schémas qui sont affines au-dessus de S. Pour
qu’'un S-morphisme h : Y —>X soit un isomorphisme, il faut et il suffit que (k) : o (X)—>Z(Y)
soit un isomorphisme.

Cela résulte aussitot de (1.2.7) et du caractére fonctoriel de o/(X).

1.3. Préschéma affine au-dessus de S associé a une OgAlgébre.

Proposition (x.3.1). — Soit S un préschéma. Pour toute OsAlgébre quasi-cohérente A,
il existe un préschéma X affine au-dessus de S, défini @ un S-isomorphisme unique pres, tel que
A (X)=24.

L’unicité résulte de (1.2.8); démontrons l'existence de X. Pour tout ouvert
affine UcS, soit Xy le préschéma Spec(I'(U, #)); comme I'(U, #) est une I'(U, 0Oy)-
algebre, Xy est un S-préschéma (I, 1.6.1). En outre, comme # est quasi-cohérente,
la OgAlgebre o/(Xy) s’identifie canoniquement & #|U (I, 1.3.7, 1.3.13 et 1.6.3).
Soit V un second ouvert affine de S, et soit Xy le préschéma induit par Xy sar
¢ (UnV), en désignant par f; le morphisme structural Xy—S; Xy et Xy sont
affines sur UnV (1.2.5), et par définition &/ (Xy y) et &/(Xyy) s’identifient canonique-
ment & #|(UnV). Ilyadonc (1.2.8) un S-isomorphisme canonique 6y y : Xy y—>Xy v;
en outre, si W est un troisitme ouvert affine de S, et si 0y v, 0y w, 0y y sont les restrictions
de Oy y, Oy w, Oy w aux images réciproques de UnVnW dans Xy, Xy, et Xy respective-
ment par les morphismes structuraux, on a 0y yofy w =0y w. Il existe par suite un pré-
schéma X, un recouvrement (Ty) de X par des ouverts affines, et pour chaque U un
isomorphisme ¢y : Xy—Ty, de sorte que gy applique f7(UnV) sur TynTy et que
Pon ait Oy y=¢g opy (I,2.3.1). Le morphisme gy=/fyopy® fait de Ty un S-préschéma,
et les morphismes gy et gy coincident dans TynTy, donc X est un S-préschéma. En
outre, il est clair par définition que X est affine au-dessus de S et que &/ (Ty)=%|U,
donc & (X)=24.

On dit que le S-schéma X ainsi défini est associé @ la Og-Algébre & ou est le spectre
de %, et on le note Spec(%).

Corollaire (x.3.2). — Sotent X un préschéma affine au-dessus de S, f: X—S le morphisme
structural. Pour tout ouvert affine UCS, le préschéma induit sur f~(U) est un schéma affine
d’anneau T'(U, oZ(X)).
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§1 ETUDE GLOBALE ELEMENTAIRE DE QUELQUES CLASSES DE MORPHISMES 9

Comme on peut supposer X associé a une 0g-Algébre en vertude (1.2.6) et (1.3.1),
le corollaire résulte de la construction de X décrite dans (1.3.1).

Exemple (1.3.3). — Soit S le plan affine sur un corps K, ou le point o a été dédoublé
(I, 5.5.11); avec les notations de (I, 5.5.11), S est réunion de deux ouverts affines Y;, Y,;
si f est Pimmersion ouverte Y,—S, 7 (Y,) =Y,nY, n’est pas un ouvert affine dans Y,
(loc. cit.), donc on a un exemple d’un schéma affine qui n’est pas affine au-dessus de S.

Corollaire (1.3.4). — Soit S un schéma affine ; pour qu'un S-préschéma X soit affine
au~dessus de S, il faut et il suffit que X soit un schéma affine.

Corollaire (1.3.5). — Sotent X un préschéma affine au-dessus d’un préschéma S, Y un
X-préschéma. Pour que Y soit affine au-dessus de S, il faut et il suffit que Y soit affine au-dessus
de X.

On est aussitot ramené au cas ou S est un schéma affine, et il en est alors de méme
de X (1.3.4); les deux conditions de I’énoncé expriment alors que Y est un schéma
affine (1.3.4).

(x.3.6) Soit X un préschéma affine au-dessus de S. Pour définir un préschéma Y
affine au-dessus de X, il revient au méme, en vertu de (1.3.5), de se donner un pré-
schéma Y affine au-dessus de S, et un S-morphisme g:Y->X; en d’autres termes (1.3.1
et 1.2.7), cela revient 4 se donner une OgAlgébre quasi-cohérente & et un homo-
morphisme &7 (X)—>% de O4Algebres (que l'on peut envisager comme définissant
sur # une structure de o7(X)-Algebre). Si f: X—S est le morphisme structural, on a
alors #=f (g (0y)).

Corollaire (1.3.7). — Soit X un préschéma affine au-dessus de S; pour que X soit de type
fini sur S, il faut et il suffit que la Oy Algébre quasi-cohérente o (X) soit de type fini (I, 9.6.2).

Par définition (I, 9.6.2), on est ramené au cas ou S est affine; alors X est un
schéma affine (1.3.4), et si S=Spec(A), X =_Spec(B), &#(X) est la Oy Algebre ﬁ;
comme I'(U, E) =B, le corollaire résulte de (I, 9.6.2) et (I, 6.3.3).

Corollaire (x.3.8). — Soit X un préschéma affine au-dessus de S; pour que X soit réduit,
il faut et il suffit que la Oy-Algebre quasi-cohérente o (X) soit réduite (0, 4.1.4).

En effet, la question est évidemment locale sur S; en vertu de (1.3.2), le corollaire
résulte de (I, 5.1.1) et (I, 5.1.4).

1.4. Faisceaux quasi-cohérents sur un préschéma affine au-dessus de S.

Proposition (x.4.1). — Soient X un préschéma affine au-dessus de S, Y un S-préschéma,
F (resp. 9) un Ox-Module (resp. un Oy-Module) quasi-cohérent. Alors I application
(h, u)— (A (h), of (u)) de Censemble des morphismes (Y, 9)— (X, F) dans Uensemble des
di-homomorphismes (L (X), L (F))—> (L (Y), L (%)) (1.1.2 et 1.1.3) est bijective.

La démonstration suit exactement la méme marche que celle de (1.2.7) en
utilisant (I, 2.2.5) et (I, 2.2.4), et les détails en sont laissés au lecteur.

Corollaire (x.4.2). — Si, en outre des hypothéses de (1.4.1), on suppose Y affine au-dessus
de S, alors, pour que (h, u) soit un isomorphisme, il faut et il suffit que (2 (k), o (u)) soit un
di-isomorphisme.



10 A. GROTHENDIECK Chap. 1I

Proposition (x.4.3). — Pour tout couple (B, M) formé d’une Oy-Algébre quasi-cohérente
et d’un B-Module M quasi-cohérent (en tant que Og-Module ou en tant que #-Module, ce
qui revient au méme (I, 9.6.1)), ol existe un couple (X, F) formé d’un préschéma X affine
au-dessus de S et d’un Ox-Module quasi-cohérent F, tels que oA (X) =B et A(F)=M; en
outre ce couple est déterminé & un isomorphisme unique prés.

L’unicité résulte de (1.4.1) et (1.4.2); Pexistence se démontre comme dans

(1.3.1), et nous laissons encore les détails au lecteur. On note # le Ox-Module Z, et
on dit qu’il est associé au #-Module quasi-cohérent .#; pour tout ouvert affine UcS,

A [p7%(U) (ot p est le morphisme structural X->S) est canoniquement isomorphe
a (I'(U, #4))™.

Corollaire (x.4.4). — Dans la catégorie des B-Modules quasi-cohérents, A est un Soncteur
covariant additif exact en M, qui commute aux limites inductives et aux sommes directes.

On est en effet aussit6t ramené au cas ou S est affine, et le corollaire résulte alors
de (I, 1.3.5, 1.3.9 et 1.8.11).

Corollaire (1.4.5). — Sous les hypothéses de (1.4.3), pour que M soit un Ox-Module
de type fini, il faut et 1l suffit que M soit un B-Module de type fini.

On est aussitét ramené au cas ot S =Spec(A) est un schéma affine. Alors % =§,
ou B est une A-algebre de type fini (I, 9.6.2), et A4 =M, ott M est un B-module
(I, 1.9.13); sur le préschéma X, O est associé a4 ’anneau B et A au B-module M;

pour que A soit de type fini, il faut et il suffit donc que M soit de type fini (I, 1.4.13),
d’oll notre assertion.

Proposition (1.4.6). — Sotent Y un préschéma affine au-dessus de S, X, X' deux préschémas
affines au-dessus de Y (donc aussi au-dessus de S (1.3.5)). Sotent B =A(Y), o = A (X),
A = (X"). Alors XXX’ est affine au-dessus de Y (donc aussi au-dessus de S) ez
A (X xyX') s'identifie canoniquement & o D gzd'.

En effet (I, 9.6.1) A ®4o est une #-Algebre quasi-cohérente, donc aussi une
O«Algebre quasi-cohérente (I, 9.6.1); soit Z le spectre de X4/’ (1.3.1). Les
#-homomorphismes canoniques & — Qg et ' —>A X zof' correspondent (1.2.7)
a des Y-morphismes p: Z—>X et p': Z—>X'. Pour voir que le triplet (Z, p, p') est un
produit X X X', on peut se borner au cas o S est un schéma affine d’anneau C
(I, 3.2.6.4). Mais alors Y, X, X’ sont des schémas affines (1.3.4) dont les anneaux B,
A, A’ sont des C-algébres telles que @:rﬁ, X4 =X, o' =A’. On sait alors (I,1.3.13)
que o ® 45/" s'identifie canoniquement 4 la Og-Algebre (A®pA’)™, doncl’anneau A(Z)
s’identifie & A®gzA’ et les morphismes p, p’ correspondent aux homomorphismes cano-
niques A—->A®pA’, A'->A®,A’. La proposition résulte alors de (I, 3.2.2).

Corollaire (x.4.7). — Soit F (resp. F') un Ox-Module (resp. un Ox.-Module) quasi-
cohérent; alors A (F @y F') s'identifie canoniquement & oA (F )yl (F').

On sait que F ®yF ' est quasi-cohérent sur X X X’ (I, 9.1.2). Soient g: Y-S,
f:X->Y, f': X'>Y les morphismes structuraux, de sorte que le morphisme structural
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h:Z—S est égal & gofop et & gof'op’. On définit un homomorphisme canonique

A (F)® iyl (F') > A (F Ry F)

de la facon suivante : pour tout ouvert UcS, on a des homomorphismes canoniques
L(f~Y¢™(U)), F)=>T (" HU), p'(F)) et T(f~Hg H(U)), F)>T (" U), p"(F))
(0, 4.4.3), d’olt on déduit un homomorphisme canonique

L(f~ g ' (U)), F)Ory-yuyon T (S Hg™HU)), F')—
T(R™Y(U), p7(F)) Opp-suy eyl (A7H(U), p(F)).

Pour voir qu’on a bien la un isomorphisme de 27 (Z)-Modules, on peut se borner au
cas ou S (et par suite X, X', Y, X X ¢X') sont des schémas affines, et (avec les notations
de (1.4.6)), 97:1\7[, F' =l\~/I’, M (resp. M’) étant un A-module (resp. un A’-module).
Alors F®yF" gidentifie au faisceau sur X X yX' associé au (A®zA’)-module M &, M’
(I, 9.1.3) etle corollaire résulte de I'identification canonique des Og-Modules (M&®yM’)~

et I\N/I®]~31\7I’ (ot M, M’ et B sont considérés comme des C-modules) (I, 1.3.13 et 1.6.3).
Si on applique en particulier (1.4.7) aucasou X=Y et &' =0y, on voit que
le o7’-Module o/ (f"(F)) s’identifie & o (F )X 4",
(x.4.8) En particulier, lorsque X=X'=Y (X étant affine au-dessus de S),
on voit que si F, ¥ sont deux Oyx-Modules quasi-cohérents, on a

(1.4.8.1) A(F B 9) = A (F)® 4 (%)

a un isomorphisme canonique fonctoriel prés. Si de plus # admet une présentation
finie, il résulte de (I, 1.6.9 et 1.3.12) que

(1.4.8.2) A (Hoomg(F, G)) = Homegx A (F), A (D))

a un isomorphisme canonique pres.

Remarque (1.4.9). — Si X, X’ sont deux préschémas affines au-dessus de S, la
somme X1uX' est aussi affine au-dessus de S, la somme de deux schémas affines étant
un schéma affine.

Proposition (x.4.10). — Soient S un préschéma, # une Oy Algébre quasi-cohérente,
X =Spec(%B). Pour tout faisceau quasi-cohérent d’idéaux ¢ de %, }J est un faisceau quasi-

cohérent d’idéaux de O, et le sous-préschéma fermé Y de X défini par}l est canoniquement isomorphe
a Spec(Z#] #).

En effet, il résulte aussitét de (I, 4.2.3) que Y est affine au-dessus de S; en vertu
de (1.3.1), on est donc ramené au cas ou S est affine, et la proposition résulte alors
aussitot de (I, 4.1.2).

On peut encore exprimer le résultat de (1.4.10) en disant que si 2 : #—%#' est un
homomorphisme surjectif de Og-Algébres quasi-cohérentes, (k) : Spec(#’)— Spec(%)
est une immersion fermée.

11



12 A. GROTHENDIECK Chap. II

Proposition (x.4.1x). — Sotent S un préschéma, B une OgAlgébre quasi-cohérente,
X =S8pec(#). Pour tout Idéal quasi-cohérent A" de Oy, on a (en désignant par f le morphisme
structural X—S), f7(H)Ox = (X B)™ & un isomorphisme canonique prés.

La question étant locale sur S, on est ramené au cas o S =Spec(A) est affine,
et dans ce cas la proposition n’est autre que (I, 1.6.9).

1.5. Changement du préschéma de base.

Proposition (x.5.x). — Soit X un préschéma affine au-dessus de S. Pour toute extension
g+ S'=>S du préschéma de base, X' =Xgy=X XS" est affine au-dessus de S'.

Si f est la projection X'—S’, il suffit de prouver que f' ~*(U’) est un ouvert affine
pour tout ouvert affine U’ de S’ tel que g(U’) soit contenu dans un ouvert affine U
de S (1.2.1); on peut donc se limiter au cas ou S et S’ sont affines, et il suffit de prouver
que X’ est alors un schéma affine (1.3.4). Mais alors (1.3.4) X est un schéma affine,
et si A, A’ et B sont les anneaux de S, S’ et X respectivement, on sait que X' est un
schéma affine d’anneau A’'®,B (I, 3.2.2).

Corollaire (x.5.2). — Sous les hypothéses de (1.5.1), sotent f : X—>S le morphisme
structural, f':X'—>S', g’ : X'—=X les projections, de sorte que le diagramme

x L x

\ V

S <« §
g

est commutatif. Pour tout Ox-Module quasi-cohérent F, il existe un isomorphisme canonique de
O~ Modules

(x.5.2.1) u:g (f(FNZL((F)).

En particulier, il existe un isomorphisme canonique de o (X') sur g (£ (X)).
Pour définir 4, il suffit de définir un homomorphisme

v f(F)>g,(f(&"(F)) =£(g.(g"(F)))

et de prendre u=uv* (0, 4.4.3). Nous prendrons v=Ff(p), ol p est 'homomorphisme
canonique F—>g'(g" (%)) (0, 4.4.3). Pour prouver que u est un isomorphisme, on peut
se borner au cas ou S et S, donc X et X', sont affines; avec les notations de (1.5.1),

on a alors & :1\71, ot M est un B-module. On constate alors aussitot que g'(f,(F))
et f/(g"(F)) sont tous deux égaux au Oy-Module associé au A’-module A’®, M (ot M
est considéré comme A-module), et que u est 'homomorphisme associé a l'identité
(I, 1.6.3, 1.6.5 et 1.6.7).

Remarque (1.5.3). — On se gardera de croire que (1.5.2) reste valable lorsque X
n’est plus supposé affine au-dessus de S, méme lorsque S’=Spec(k(s)) (seS) et que
S’—S est le morphisme canonique (I, 2.4.5) — auquel cas X’ n’est autre que la fibre
f7Ys) (I, 3.6.2). En d’autres termes, lorsque X n’est pas affine au-dessus de S, opération

12
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« image directe de faisceaux quasi-cohérents » ne permute pas a ’opération de « passage
aux fibres ». Nous verrons cependant au chapitre III (III, 4.2.4) un résultat dans ce
sens, de nature « asymptotique », valable pour les faisceaux cohérents sur X lorsque f est
propre (5.4) et S noethérien.

Corollaire (x.5.4). — Pour tout préschéma X affine au-dessus de S et tout seS, la fibre
SF7Hs) (on f désigne le morphisme structural X—S) est un schéma affine.

Il suffit d’appliquer (1.5.1) & S’=Spec(k(s)) et d’utiliser (1.3.4).

Corollaire (1.5.5). — Sotent X un S-préschéma, S’ un préschéma affine au-dessus de S
alors X'= Xy, est un préschéma affine au-dessus de X. En outre, st f: X—S est le morphisme
structural, il y a un isomorphisme canonique de Ox-Algébres o (X')Zf (L (S")), et pour tout
o/ (S")-Module quasi-cohérent M , un di-isomorphisme canonique [~ (M) A ( f ’*(./7 }), en désignant
par f'=f le morphisme structural X'—S'.

Il suffit d’intervertir les réles de X et de S’ dans (1.5.1) et (1.5.2).

(x.5.6) Soient maintenant S, S’ deux préschémas, ¢ :S’—>S un morphisme,
# (resp. #’) une OgAlgebre (resp. une Og-Algebre) quasi-cohérente, u:%—>%’
un g¢-morphisme (cC’est-a-dire un homomorphisme %-—g¢ (#’') de OgAlgebres). Si
X =Spec(#), X'=0Spec(#'), on en déduit canoniquement un morphisme

v=_Spec(u) : X'>X
tel que le diagramme
X' 3X
(r.5.6.1) ¥ ¥
S’ e S

soit commutatif (les fléches verticales étant les morphismes structuraux). En effet, la
donnée de u équivaut a celle d’un homomorphisme de @g-Algebres quasi-cohérentes
ut g (B)—>B (0, 4.4.3); elle définit donc canoniquement un S’-morphisme

q 4-4-3 q P

w : Spec(#’) —Spec(q’(%#))

tel que o/ (w)=u¥ (1.2.7). D’autre part, il résulte de (1.5.2) que Spec(q’(#)) s’iden-
tifie canoniquement & X X ¢S’; le morphisme v est le composé X' 5 X % SS'gX de w
avec la premiére projection, et la commutativité de (1.5.6.1) résulte des définitions.
Soient U (resp. U’) un ouvert affine de S (resp. ') tels que ¢(U’)cU, A=TI'(U, 0),
A'=T(U’, Og) leurs anneaux, B=1'(U, &), B'=T'(U’, #’); la restriction de u en un
(¢]U’)-morphisme : #|U—>%'|U’ correspond & un di-homomorphisme - d’algébres
B-—>B’; si V, V' sont les images réciproques de U, U’ dans X, X' respectivement, par
les morphismes structuraux, le morphisme V’—V, restriction de , correspond (I, 1.7.3)
au di-homomorphisme précédent.

(x.5.7) Sous les mémes hypotheses que dans (1.5.6), soit # un #-Module quasi-
cohérent; il y a alors un isomorphisme canonique de 0.-Modules

(x.5.7.1) 0 (M) 3G (M) ® i) B)™

13



14 A. GROTHENDIECK Chap. II

En effet, I'isomorphisme canonique (1.5.2.1) fournit un isomorphisme canonique

de pi(A) sur le faisceau sur Spec(q' (%)) associé au ¢'(%)-Module g'(#), et il suffit
ensuite d’appliquer (1.4.7%).

1.6. Morphismes affines.

(x.6.1) Nous dirons qu’un morphisme f:X-—Y de préschémas est affine s’il
définit X comme un préschéma affine au-dessus de Y. Les propriétés des préschémas
affines au-dessus d’un autre se traduisent comme suit dans ce langage :

Proposition (x.6.2). — (i) Une immersion fermée est affine.

(ii) Le composé de deux morphismes affines est affine.

(iii) 87 f: XY est un S-morphisme affine, fs): Xgy—>Y gy est affine pour toute
extension S'—S de la base.

(iv) 8t f: XY et f:X'>Y' sont deux S-morphismes affines,

SXef 1 X x¢X' =Y XY’
est affine.

(v) 8 f: XY et g:Y—>Z sont deux morphismes tels que gof soit affine et g séparé,
alors f est affine.

(vi) 8t f est affine, il en est de méme de f,q.

En vertu de (I, 5.5.12), il suffit de démontrer (i), (ii) et (iii). Or (i) n’est autre
que 'exemple (1.2.2), et (ii) n’est autre que (1.3.5); enfin, (iii) découle de (1.5.1)
puisque Xgy s’identifie au produit X XYy (I, 3.3.11).

Corollaire (x.6.3). — St X est un schéma affine et Y un schéma, tout morphisme X—Y
est affine.

Proposition (1.6.4). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un
morphisme de type fini. Pour que f soit affine, il faut et il suffit que f,.q le sot.

Vu (1.6.2, (vi)), nous n’avons & démontrer que la suffisance de la condition.
Il suffit de prouver que si Y est affine et noethérien, X est affine; or Y 4 est alors affine,

donc il en est de méme de X,,; par hypothése. Or, X est noethérien, donc la conclusion
résulte de (I, 6.1.7).

1.7. Fibré vectoriel associé a un faisceau de modules.

(x.7.1) Soient A un anneau, E un A-module. Rappelons qu’on appelle algebre
symétrigue sur E et qu’'on note S(E) (ou S,(E)) l’algebre quotient de I’algébre tenso-
rielle T(E) par I'idéal bilatére engendré par les éléments x®y—y®x, ou x, y parcourent E.
L’algebre S(E) est caractérisée par la propriété universelle suivante : si ¢ est Papplication
canonique E—S(E) (obtenue par compositionde E—T(E) et de ’application canonique
T(E)—S(E)), toute application A-linéaire E—B, ou B est une A-algébre commutative,
se factorise de facon unique en E—iS(E)iB, ou g est un A-homomorphisme d’algébres.
On déduit aussitét de cette caractérisation que pour deux A-modules E, F, on a

S(E®F) =S(E) ®S(F)

14



§1 ETUDE GLOBALE ELEMENTAIRE DE QUELQUES CLASSES DE MORPHISMES 15

a un isomorphisme canonique prés; en outre, S(E) est un foncteur covariant en E,
de la catégorie des A-modules dans celle des A-algébres commutatives; enfin, la carac-
térisation précédente montre aussi que si E=li_r>nEA, on a S(E)= 1_i§S(El) a un
isomorphisme canonique pres. Par abus de langage, un produit o(x))o(x,)...a(x,),

ot les x;€E, se note souvent x%,...x

, Sl aucune confusion n’en résulte. L’algebre S(E)

est graduée, S,(E) étant ’ensemble des combinaisons linéaires des produits de n éléments
de E (n>0); l’algébre S(A) est canoniquement isomorphe & I’algeébre des polynémes A[T]
a une indéterminée et P’algébre S(A") a l’algebre des polynémes a n indéterminées
A[T,, ..., T,].

(r.7.2) Soit ¢ un homomorphisme d’anneaux A-—>B. Si F est un B-module,
'application canonique F—S(F) donne une application canonique F,—8(F)y;, qui
se factorise donc en Fp;—S(F,;)—S(F)y,;; ’homomorphisme canonique S(F;)—S(F);
est surjectif, mais non nécessairement bijectif. Si E est un A-module, tout di-homo-
morphisme E—F (c’est-a-dire tout A-homomorphisme E—F;) donne donc canoni-
quement un A-homomorphisme d’algebres S(E)—S(F;)—S(F)
di-homomorphisme d’algébres S(E)—S(F).

Avec les mémes notations, pour tout A-module E, S(E®,B) s’identifie canonique-

op Cest-a-dire un

ment 4 lalgébre S(E)®,B; cela résulte aussitdt de la propriété universelle de S(E)
(1.7.1).

(x.7.3) Soit R une partie multiplicative de I’anneau A; appliquant (1.7.2)
a 'anneau B=R7!A, et se rappelant quee R"')E=E®,R"'A, on voit que l'on a
S(R™!E)=R™'S(E) 2 un isomorphisme canonique prés. En outre, si R’DR est une
seconde partie multiplicative de A, le diagramme

R™E - R'7'E

]

¥ ¥
S(R—E) — S(R''E)

est commutatif.

(x.7.4) Soit maintenant (S, /) un espace annelé, et soit & un 2/-Module sur S.
Si, & tout ouvert UcS on associe le I'(U, &7)-module S(I'(U, &)), on définit (vu le
caractére fonctoriel de S(E) (1.7.2)) un préfaisceau d’algébres; on dit que le faisceau
associé, que l’on note S$(&) ou S,(&) est la o/-Algebre symétrique du of/-Module &. 11
résulte aussitot de (1.7.1) que S(&) est solution d’un probléme universel : tout homo-
morphisme de &/-Modules &%, ou # est une /-Algébre, se factorise d’une seule
maniére en &—>S(&)—>%A, la seconde fleche étant un homomorphisme de .7-Algebres.
Il y a donc correspondance biunivoque entre homomorphismes &—% de «/-Modules
et homomorphismes S(&)—>%# de «/-Algebres. En particulier, tout homomorphisme
u: &—>F de o/-Modules définit un homomorphisme S(u) : (&) —S(F) de o/-Algebres
et $(&) est donc un foncteur covariant en &.

15



16 A. GROTHENDIECK Chap. II

En vertu de (1.7.2) et de la permutabilité de § avec les limites inductives, on a
(8(&)),=8(&,) pour tout point seS. Si &, F sont deux .&/-Modules, S(&DF)
s'identifie canoniquement & S(&)®,S8(F), comme on le voit sur les préfaisceaux
correspondants.

Notons aussi que S8(&) est une &7/-Algébre graduée, somme directe infinie des
S,(&), ou le &/-Module 8,(&) est le faisceau associé au préfaisceau U—S,(I'(U, &)).
Si on prend en particulier &=/, on voit que S, (/) s'identifie 3 /[T] =4 X,Z[T]
(T indéterminée, Z étant considéré comme faisceau simple).

(x.7.5) Soient (T, #) un second espace annelé, f un morphisme (S, &)—(T, #).
Si Z est un #-Module, S(f(F)) s’identifie canoniquement a f(S(F)); en effet, si
f=1($,0), on a par définition (0, 4.3.1)

S(f(F)) =8(4"(F) Oy ) =8({'(F)) Ope 4

(1.7.2); pour tout ouvert U de S et toute section £ de S(¢*(F)) au-dessus de U, % coincide,
dans un voisinage V de chaque point seU, avec un élément de S(I'(V, {'(F))); si
on se reporte a la définition de ¢*(F) (0, 3.7.1) et qu’on tient compte de ce que tout
élément de S(E) pour un module E est combinaison linéaire d’un nombre fini de produits
d’éléments de E, on voit qu’il y a un voisinage W de {(s) dans T, une section 4’ de 8(F)
au-dessus de W et un voisinage V'cVna{¢ = (W) de s tels que % coincide avec {—h'({(2))
au-dessus de V’; d’oli notre assertion.

Proposition (x.7.6). — Soient A un anneau, S =Spec(A) son spectre premier, & =M
le Og-Module associé a un A-module M ; alors la Oy-Algébre S( &) est associée d la A-algebre S(M).

En effet, pour tout feA, S(M;) = (S(M)); (1.7.3) et la proposition résulte donc
des définitions (I, 1.3.4).

Corollaire (x.7.7). — 8t S est un préschéma, & un OgModule quasi-cohérent, la
Oy Algebre S(&) est quasi-cohérente. St en outre & est de type fini, chacun des Og-Modules S, (&)
est de type fini.

La premiére assertion est conséquence immédiate de (1.7.6) et de (I, 1.4.1);
la seconde résulte de ce que, si E est un A-module de type fini, §,(E) est un A-module
de type fini; on applique alors (I, 1.3.13).

Définition (1.7.8). — Soit & un OyModule quasi-cohérent. On appelle fibré vectoriel
sur S défini par & et on note V(&) le spectre (1.3.1) de la Oy -Algébre quasi-cohérente S(&).

En vertu de (1.2.7), pour tout S-préschéma X, il y a correspondance biunivoque
canonique entre les S-morphismes X—>V(&) et les homomorphismes de Og-Algeébres
S(&)—/(X), donc aussi entre ces S-morphismes et les homomorphismes de Og-Modules
-4 (X)=f(0x) (ou f est le morphisme structural X-—S). En particulier :

(x.7.9) Prenons pour X un sous-préschéma induit par S sur un ouvert U cS. Alors,
les S-morphismes U—V(&) ne sont autres que les U-sections (I, 2.5.5) du U-pré-
schéma induit par V(&) sur Pouvert p~*(U) (ol p est le morphisme structural V(&) —S).
D’aprés ce qu’on vient de voir, ces U-sections correspondent biunivoquement aux homo-
morphismes de @-Modules &->j (05| U) (ol j est I'injection canonique U-—S), ou,

16
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ce qui revient au méme (0, 4.4.3) aux (Og|U)-homomorphismes ;' (&) = &|U—0g4|U.
En outre, il est immédiat qu’a la restriction 4 un ouvert U’cU d’un S-mor-
phisme U-—>V(¢&) correspond la restriction & U’ de I’homomorphisme correspondant
&|U—0g|U. On en conclut que le faisceau des germes de S-sections de V(&) s’identifie
canoniquement au dual & de &.

En particulier, si on prend X =U =S, a I’homomorphisme nul &—>0g correspond
une S-section canonique de V(&), dite S-section nulle (cf. (8.3.3)).

(x.7.10) Prenons maintenant pour X le spectre {£} d’un corps K; le morphisme
structural f: X—S correspond donc 4 un monomorphisme k(s)—>K, ou s=f(§)
(I, 2.4.6); les S-morphismes {£}—>V(&) ne sont donc autres que les points géométriques
de V(&) a valeurs dans Pextension K de k(s) (I, 3.4.5), points qui sont localisés aux points
de p~*(s). L’ensemble de ces points, qu’on peut encore appeler la fibre géoméirique rationnelle
sur K de V(&) au-dessus du point s, s’identifie d’aprés (1.7.8) a Iensemble des homo-
morphismes de @g-Modules &—f (0x), ou, ce qui revient au méme (0, 4.4.3) a
I’ensemble des homomorphismes de Oyx-Modules f*(&)->0x =K. Mais on a par défi-
nition (0, 4.3.1) f7(&) = &,®y K= &6°®, K, en posant &= &,/m,&,; la fibre géomé-
trique de V(&) rationnelle sur K au-dessus de s s’identifie donc au dual du K-espace
vectoriel 6°®,, K; si €° ou K est de dimension finie sur k(s), ce dual s’identifie aussi
a (&) ®yyK, en désignant par (%) le dual du k(s)-espace vectoriel &°.

Proposition (x.7.x1). — (1) V(&) est un foncteur contravariant en & de la catégorie des
Os-Modules quasi-cohérents dans la catégorie des S-schémas affines.

(ii) St & est un Og-Module de type fini, V(&) est de type fini sur S.

(iii) Si & et F sont deux Og-Modules quasi-cohérents, V(EDF) s’identifie canoniquement
a V(&) xXgV(F).

(iv) Soit g : S'—S un morphisme; pour tout Og-Module quasi-cohérent &, V(g (&))
sidentifie canoniquement @ V(&)g,= V(&) XS'.

(v) A un homomorphisme surjectif &—F de Og-Modules quasi-cohérents correspond une
immersion fermée V(F)—->V(&).

(i) est conséquence immédiate de (1.2.%), compte tenu de ce que tout homo-
morphisme de OgModules &—>% définit canoniquement un homomorphisme de
Og-Algebres S(&)—>S(#F). (ii) découle immédiatement des définitions (I, 6.3.1) et
du fait que si E est un A-module de type fini, S(E) est une A-algébre de type fini. Pour
démontrer (iii), il suffit de partir de I'isomorphisme canonique S$(&®F)38(&) ®o S(F)
(1.7.4) et d’appliquer (1.4.6). De méme, pour démontrer (iv), il suffit de partir de
'isomorphisme canonique S(g(&))3g’(S(&)) (1.7.5) et d’appliquer (1.5.2). Enfin,
pour établir (v), il suffit de remarquer que si ’homomorphisme &—>% est surjectif,
il en est de méme de ’homomorphisme correspondant $(&)—S(F) de OgAlgéebres,
et la conclusion résulte de (1.4.10).

(x.7.12) Prenons en particulier &=0g; le préschéma V(0Og) est le S-schéma
affine, spectre de la Og-Algébre S(0g) qui s’identifie 4 la Og-Algébre 0Og[T] = 0s@,Z[T]
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18 A. GROTHENDIECK Chap. II

(T indéterminée); c’est évident lorsque S ==Spec(Z), en vertu de (1.7.6), et on passe
de la au cas général en considérant le morphisme structural S—Spec(Z) et utilisant
(r.7.11, (iv)). En raison de ce résultat, on pose encore V(0g)=S[T], et on a donc
la formule

(1.7.12.1) S[T]=S®,Z[T].

L’identification du faisceau des germes de S-sections de S[T] avec 04, déja vue
dans (I, 3.3.15), se retrouve ici dans un contexte plus général, comme cas particulier
de (1.7.9).

(x.7.13) Pour tout S-préschéma X, on a vu (1.7.8) que Homg(X, S[T]) s’identifie
canoniquement 2 Hom, (0, &/ (X)), lequel est canoniquement isomorphe a I'(S, (X)),

et est par suite muni d’une structure d’anneau; en outre, a tout S-morphisme 4 : X—Y
correspond un morphisme I'(&Z(h)) : T'(S, &Z(Y))—>T'(S, &(X)) pour les structures
d’anneau (1.1.2). Quand on munit Homg(X, S[T]) de la structure d’anneau ainsi
définie, on voit donc qu’on peut considérer Homg(X, S[T]) comme un foncleur contra-
variant en X, de la catégorie des S-préschémas dans celle des anneaux. D’autre part,
Homy(X, V(&)) s’identifie de méme & Homy (&, #/(X)) (o0 /(X) est considéré
comme un OgModule); on peut par suite le munir canoniquement d’une structure de
module sur anneau Homg(X, S[T]), et on voit comme ci-dessus que le couple

(Homg(X, S[T]), Homy(X, V(&)))

est un foncteur contravariant en X, 4 valeurs dans la catégorie dont les éléments sont
les couples (A, M) formés d’un anneau A et d’un A-module M, les morphismes étant
les di-homomorphismes.

Nous interpréterons ces faits en disant que S[T] est un S-schéma d’anneaux et
que V(&) est un S-schéma de modules sur le S-schéma d’anneaux S[T] (cf. chap. 0, § 8).

(x.7.14) Nous allons voir que la structure de S-schéma de modules définie sur le
S-schéma V(&) permet de reconstituer le 0-Module & a un isomorphisme unique
pres : pour cela, nous allons montrer que & est canoniquement isomorphe a un sous-Og-
Module de 8(&) = (V(&)), défini au moyen de cette structure. En effet (1.7.4)
Pensemble Hom, (8(¢&), «/(X)) des homomorphismes de Og-Algébres s’identifie canoni-

quement 2 Hom, (&, o/(X)), ensemble d’homomorphismes de Og-Modules : si h, &’

sont deux éléments de ce dernier ensemble, s5; (1<i<n) des sections de & au-dessus d’un
ouvert UcCS, ¢ une section de o/ (X) au-dessus de U, on a par définition

() (5 - 5,) = IT (h(s) +1'(5)
et (t.R) (585 - . - s,) =" T A(s,).

Cela étant, si z est une section de 8(&) au-dessus de U, h->A(z) est une appli-
cation de Homg(X, V(¢&)) =Hom, (8(¢), (X)) dans I'(U, &/(X)). Nous allons
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montrer que & s’identifie au sous-Module de S(&) tel que, pour tout ouvert UcCS, toute
section z de ce sous-Og-Module au-dessus de U et tout S-préschéma X, Uapplication h—>h(z) de
Hom, y(8(&)|U, o (X)|U) dans T'(U, (X)) soit un homomorphisme de T'(U, o (X))-
modules.

Il est immédiat en effet que & posséde cette propriété; pour démontrer la réciproque,

on peut se borner & prouver que lorsque S =Spec(A), (f:lVI, une section z de S(&)
au-dessus de S qui (pour U=S) possede la propriété énoncée ci-dessus, est néces-

@
sairement une section de &’; on a alors 2= X z,, ou £,€S,(M), etil s’agit de prouver
n=0

que z,=o0 pour n#1. Posons B=8(M) et prenons pour X le préschéma Spec(B[T]),
ou T est une indéterminée. L’ensemble Home (8(¢), #/(X)) s’identifie & 'ensemble

des homomorphismes d’anneaux % :B—B[T] (I, 1.3.13), et d’aprés ce qu’'on a vu
plus haut, on a (T.A)(z)= 5 T"h(z,) : T'’hypothése sur z implique que l'on a
® @® n=0

2 T'h(z,)=T. Z h(z,) pour tout homomorphisme 4. Si on prend en particulier pour £
n=0 n=0

I'injection canonique, il vient 5 Tz, =T. 5 Z, ce qui entraine bien la conclusion
z,=0 pour n=#I. n=0 n=0

Proposition (x.7.15). — Soit Y un préschéma dont Uespace sous-jacent est noethérien, ou un
schéma quasi-compact. Tout Y-schéma affine X de type fini sur Y est Y-isomorphe & un sous-Y-
schéma fermé d’un Y-schéma de la forme V(&), o & est un Oy-Module quasi-cohérent de type fini.

En effet, la Oy-Algebre quasi-cohérente o7(X) est de type fini (1.3.7). Les hypo-
theses faites entrainent que ./(X) est engendrée par un sous-Oy-Module quasi-cohérent
de type fini & (I, 9.6.5); par définition, cela entraine que I’homomorphisme canonique

S(&)—«Z(X) prolongeant canoniquement I'injection & —.o7(X) est surjectif; la conclusion
résulte alors de (1.4.10).

§ 2. SPECTRES PREMIERS HOMOGENES

2.1. Généralités sur les anneaux et modules gradués.

Notations (2.1.1). — Etant donné un anneau S gradué en degrés positifs, nous
désignerons par S, la partie de S formée des éléments homogenes de degré n (n>o0),
par S, la somme (directe) des S, tels que n>0; ona 1€S), S, est un sous-anneau de S,
S, un idéal gradué de S et S est somme directe de Sy et de S, . Si M est un module gradué
sur S (& degrés positifs ou négatifs), on désignera de méme par M, le Si-module formé
des éléments homogenes de degré n de M (avec neZ). .

Pour tout entier d>o0, on désigne par S la somme directe des S,;; en considérant
les éléments de S,, comme homogenes de degré n, les S,; définissent sur S® une structure
d’anneau gradué.

Pour tout entier £ tel que o<k<d—1, on désignera par M** la somme directe

19



20 A. GROTHENDIECK Chap. 11

des Mz, (n€Z); cest un S¥-module gradué, quand on considére les éléments de
M, . comme homogénes de degré n. On écrira M au lieu de M9,

Avec les notations précédentes, pour tout entier n (positif ou négatif), nous dési-
gnerons par M(n) le S-module gradué défini par (M(n)),=M, ., pour tout keZ.
En particulier, S(z) sera un S-module gradué tel que (S(n)),=S,,,, en convenant de
poser S,=o0 pour n<o. On dit qu’un S-module gradué M est libre il est isomorphe,
en tant que module gradué, 3 une somme directe de modules de la forme S(n); comme
S(n) est un S-module monogéne, engendré par 1’élément 1 de S considéré comme
élément de degré —mn, il revient au méme de dire que M admet une base sur S formée
d’éléments homogeénes.

On dit qu'un S-module gradué M admet une présentation finie s’il existe une suite
exacte P>Q-—>M-0, ou P et Q) sont des sommes directes finies de modules de la
forme S(n) et les homomorphismes sont de degré o (cf. (2.1.2)).

(2.1.2) Soient M, N deux S-modules gradués; on définitsur M® N une structure
de S-module gradué de la facon suivante. Sur le produit tensoriel M®,N, on peut définir
une structure de Z-module gradué (ou Z est gradué par Z,=Z, Z,=o0 pour n+0) en
posant (M®,N), =m+€:)=qu®an (comme M et N sont respectivement sommes directes
des M,, et des N,, on sait que I'on peut identifier canoniquement M®,N & la somme
directe de tous les M,,®,N,). Cela étant, on a M N = (M®,N)/P, ou P est le sous-
Z-module de M®,N engendré par les éléments (xs5)®y—x®(sp) pour xeM, yeN, seS;
il est clair que P est un sous-Z-module gradué de M®;N, et on voit aussitét qu’on obtient
bien en passant au quotient une structure de S-module gradué sur M®¢N. v

Pour deux S-modules gradués M, N, rappelons qu’un homomorphisme u : M—N
de S-modules est dit de degré k si u(M;) CN;,, pour tout jeZ. SiH, désigne 'ensemble
de tous les homomorphismes de degré n de M dans N, on désigne par Homg(M, N) la
somme (directe) des H, (rneZ) dans le S-module H de tous les homomorphismes (de
S-module) de M dans N; en général Homg(M, N) n’est pas égal a ce dernier. Toutefois,
on a H=Homy(M, N) lorsque M est de type fini; on peut en effet supposer alors M
engendré par un nombre fini d’éléments homogénes x; (1 <¢<n), et tout homomorphisme

ucH s’écrit d’une seule maniére X u,, ol pour chaque %, u(x;) est égal au composant
kEZ

homogéne de degré k-4 deg(x;) de u(x;) (1<i<n), ce qui entraine u,=o0 sauf pour un
nombre fini d’indices; on a par définition u,.ecH,, d’ou la conclusion.

On dit que les éléments de degré o de Homg(M, N) sont des homomorphismes
de S-modules gradués. Il est clair que S, H,cH
Homg(M, N) une structure de S-module gradué.

Il résulte aussit6t de ces définitions que 'on a

(2.1.2.1) M(m) ®gN(n) = (M®¢N) (m + n)

mins donc les H ~ définissent sur

(2.1.2.2) Homg(M(m), N(n)) = (Homg(M, N))(n—m)
pour deux S-modules gradués M, N.
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