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CHAPITRE II

ÉTUDE GLOBALE ÉLÉMENTAIRE
DE QUELQUES CLASSES DE MORPHISMES

Sommaire

§ i. Morphismes affines.
§ 2. Spectres premiers homogènes.
§ 3. Spectre homogène d'un faisceau d'algèbres graduées.
§ 4. Fibres projectifs. Faisceaux amples.
§ 5. Morphismes quasi-affines; morphismes quasi-projectifs; morphismes propres;

morphismes projectifs.
§ 6. Morphismes entiers et morphismes finis.
§ 7. Critères valuatifs.
§ 8. Schémas éclatés; cônes projetants; fermeture projective.

Les diverses classes de morphismes étudiées dans ce chapitre le sont sans faire
grand usage des méthodes cohomologiques ; une étude plus poussée, utilisant ces
dernières méthodes, en sera faite au chapitre III, où on utilisera surtout les §§ 2, 4 et 5
du chapitre II. Le § 8 peut être omis en première lecture : il donne quelques complé-
ments au formalisme développé dans les §§ i à 3, se réduisant à des applications faciles
de ce formalisme, et nous en ferons un usage moins constant que des autres résultats
de ce chapitre.

§ i. MORPHISMES AFFINES

La plupart des résultats de ce paragraphe sont les contreparties « globales » de
ceux du chapitre Ier, § i ; ils ne sont donc pas essentiellement nouveaux et fournissent
simplement un langage commode pour la suite.

i • i. S-préschémas et (^g-Algèbres.

(1.1.1) Soient S un préschéma, X un S-préschéma, /: X->S son morphisme
structural. On sait (0, 4.2.4) que l'image directe /^(^x) est une ^s-^gèbre, que nous
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noterons e^(X) lorsqu'il n'en résultera pas de confusion; si U est un ouvert de S, on a
^(f-\v))==^W\v.

De même, pour tout ^x-Module ^ (resp. toute 0^-Algèbre gS\ nous écrirons j^(^')
(resp. ^(â?)) l'image directe j^(^) (resp./^(â?)) qui est un e^(X)-Module (resp. une
ja^(X) -Algèbre), et non seulement un ^g-Module (resp. (Pg-Algèbre).

(1.1.2) Soient Y un second S-préschéma, g : Y->S son morphisme structural,
h : X~>Y un S-morphisme; on a donc le diagramme commutatif

X^Y
(l . I . 2 . I ) /\ / g

S

On a par définition h =• (^, 6), où 6 : ̂ Y'^^*(^x)=== ̂ (^x) est un homomorphisme
de faisceaux d'anneaux; on en déduit (0, 4 .2 .2) un homomorphisme de ^g-Algèbres
S W : ê (^y)""^? (^ (^x)) ^/(^x)? autrement dit, un homomorphisme de (Pg-Algèbres
J^(Y)-^J^(X), que nous noterons aussi s / ( K ) . Si A7 : Y->Z est un second S-morphisme,
il est immédiat que ^/(h'oh) ==^/Çh)o^/[h'). Nous avons donc défini un fondeur contra-
variant ja^(X) sur la catégorie des S-préschémas, à valeurs dans la catégorie des 0^-
Algèbres.

Soient maintenant y un (P^-M.odule, ^ un (P^-M.od\ile, et u : ̂ —^y un A-mor-
phisme, c'est-à-dire (0, 4.4.1) un homomorphisme de ^y-Modules ^->A^(J^'). Alors
g W : g (^-^(^W) ==/*(^:') est un homomorphisme e^(^)->^(^) de ^g-Modules,
que nous noterons ^{u)\ en outre, le couple (^(A), ^/(u)) constitue un di-homomorphisme
du ^(Y)-Module ^(^) dans le ^(X)-Module ^(^).

(1.1.3) Le préschéma S étant fixé, on peut considérer les couples (X, J^), où X
est un S-préschéma et 3F un ^"Module, comme formant une catégorie, en définissant
un morphisme (X, ̂ -^(Y, ^) comme un couple (À, u\ où A : X->Y est un S-mor-
phisme et u : ̂ -^^ un A-morphisme. On peut alors dire que (J^(X), ^(^r)) est un
fondeur contr avariant à valeurs dans la catégorie dont les objets sont les couples formés
d'une ^g-Algèbre et d'un Module sur cette Algèbre, et les morphismes sont les
di-homomorphismes.

i . 2. Préschémas affines sur un préschéma.

Définition ( 1 . 2 . 1 ) . — Soient X un S-préschéma, f: X->S son morphisme structural.
On dit que X est affine au-dessus de S s^il existe un recouvrement (SJ de S par des ouverts affines
tels que, pour tout a, le préschéma induit par X sur l'ensemble ouvert ./"^SJ soit affine.

Exemple (1.2.2). — Tout sous-préschéma fermé de S est un S-préschéma affine
au-dessus de S (I, 4.2.3 et 4.2.4).

Remarque (1.2.3). — Un préschéma X affine au-dessus de S n'est pas nécessaire-
ment un schéma affine, comme le montre l'exemple X=S (1 .2 .2) . D'autre part, si
un schéma affine X est un S-préschéma, X n'est pas nécessairement affine au-dessus
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de S (voir (1.3.3)). Toutefois, rappelons que si S est un schéma, tout S-préschéma qui
est un schéma affine est affine au-dessus de S (I, 5.5.10).

Proposition (1.2.4). — Tout S-préschéma qui est affine au-dessus de S est séparé au-dessus
de S (autrement dit, est un S-schéma).

Gela résulte aussitôt de (I, 5.5.5) et (I, 5.5.8).
Proposition (1.2.5). — Soient X un S-schéma affine au-dessus de S, f : X-^S le morphisme

structural. Pour tout ouvert UcS,y-l(U) est affine au-dessus de U.
En vertu de la déf. ( i . 2. i), on est ramené au cas où S = Spec(A) et X == Spec(B)

sont affines et alors f== ^cp, r^)^ où ç : A->B est un homomorphisme. Comme les D(^),
où g^A, forment une base de S, on est ramené au cas où U==D(^)$ mais on sait alors
que y^CU) =D(cp(^)) (I, 1 .2 .2 .2) , d'où la proposition.

Proposition (1.2.6) . — Soient X un S-schéma affine au-dessus de S, f\ X->S le mor-
phisme structural. Pour tout 0^-Module quasi-cohérent ^^f(^) est un 0 ̂ -Module quasi-cohérent.

Compte tenu de (1 .2 .4 )5 cela résulte de (I, 9 . 2 . 2 , a)}.
En particulier, la ^g-Algèbre j^(X)==y(^x) est quasi-cohérente.
Proposition (1.2.7). — Soient X un S-schéma affine au-dessus de S. Pour tout S-préschéma Y,

l'application h->^/(h) de l'ensemble Homg(Y, X) dans l'ensemble Hom(^(X), ̂ (Y)) ( 1 . 1 . 2 )
est bijective.

Soient y: X-^S, g : Y->S les morphismes structuraux. Supposons d'abord
S==Spec(A) et X=Spec(B) affines; il faut prouver que pour tout homomorphisme
0) '-/{^x^^S (^y) de ^g-Algèbres, il existe un S-morphisme h : Y-^X et un seul tel
que ^/(h) ==CL). Par définition, pour tout ouvert UcS, co définit un homomorphisme
û)u=r(U,co) :r(f-\V), ^-^r^-^U),^) de r(U, 6?s)-algèbres. En particulier,
pour U==S, cela donne un homomorphisme 9 : r(X, ̂ x)-^^ ^y) de ^^ ^s)-
algèbres, auquel correspond un S-morphisme h : Y—^X bien déterminé, puisque X est
affine (I, 2.2.4) . Reste à prouver que ^ / ( h ) == co, autrement dit, que pour tout ouvert U
d'une base de S, (Oy coïncide avec l'homomorphisme d'algèbres (pu correspondant au
S-morphisme g~l(V)->•f~l(U) restriction de h. On peut se borner au cas où U==D(X),
avec XeS; alors, si f== ("p, ^), où p : A->B est un homomorphisme d'anneaux, on a
/-^(U^D^), où pi=pM, et IV-^U),^) est l'anneau de fractions B^ or,
le diagramme

B -̂  F(Y, ^y)

B^rQr^u),^)

est commutatif, et il en est de même du diagramme analogue où cpp est remplacé par M(J;
l'égalité <pp=cû(j résulte alors de la propriété universelle des anneaux de fractions
(0,1.2.4).

Passons au cas général, et soit (SJ un recouvrement de S par des ouverts affines
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tels que les /"^(SJ soient affines. Alors tout homomorphisme <o : J^(X)-^J^(Y) de
^g-Algèbres donne par restriction une famille d'homomorphismes

^:^{f-\S^^{g-\S^

de fi^-Algèbres, donc une famille de S^morphismes h^ : ̂ (SJ-V-^SJ d'après ce
qui précède. Tout revient à voir que pour tout ouvert affine U d'une base de S^nSo,
les restrictions de h^ et de h^ à ^"^(U) coïncident, ce qui est évident, puisque, en vertu
de ce qui précède, ces restrictions correspondent toutes deux à l'homomorphisme
^(X)[U->J^(Y)|U restriction de œ.

Corollaire (1.2.8). — Soient X, Y deux S-schémas qui sont affines au-dessus de S. Pour
qu'un ^-morphisme h : Y->X soit un isomorphisme, il faut et il suffit que ^/(h) : J^(X)-^(Y)
soit un isomorphisme.

Cela résulte aussitôt de (1.2.7) et du caractère fonctoriel de j^(X).

1.3. Préschéma affine au-dessus de S associé à une ^g-Algèbre.

Proposition (1.3.1). — Soit S un préschéma. Pour toute (S^-Algèbre quasi-cohérente 88,
il existe un préschéma X affine au-dessus de S, défini à un S-isomorphisme unique près, tel que
J^(X)=^.

L'unicité résulte de (1.2.8); démontrons l'existence de X. Pour tout ouvert
affine UcS, soit Xy le préschéma Spec(F(U, ^)); comme F(U, âê) est une F(U, ^g)-
algèbre, Xy est un S-préschéma (I, 1.6.1). En outre, comme âS est quasi-cohérente,
la ^g-Algèbre ^(Xy) s'identifie canoniquement à â?|U (I, 1.3.7, 1.3.13 et 1.6.3).
Soit V un second ouvert affine de S, et soit X^y le préschéma induit par Xy sur
/u'^UnV), en désignant par/y le morphisme structural Xy-^S; X^y et Xyu sont
affines sur UnV (1.2.5), et par définition ^(X^) et j^(Xyjj) s'identifient canonique-
ment à SS\ (UnV). Il y a donc (1.2.8) un S-isomorphisme canonique 6y y '- Xyu-^Xy y;
en outre, si W est un troisième ouvert affine de S, et si 6y y, 6y ^y, 6y ̂  sont les restrictions
de 6^y, 6y^, 6^^ aux images réciproques de UnVnW dans Xy, X^ et X^ respective-
ment par les morphismes structuraux, on a 6^yo6y^ == 6 .̂ Il existe par suite un pré-
schéma X, un recouvrement (TJ de X par des ouverts affines, et pour chaque U un
isomorphisme 9u : Xy-^Ty, de sorte que <pu applique /u'^UnV) sur T^nTy et que
l'on ait Ouy^^cxpy (I, 2.3. i). Le morphisme gv=fv°<?v1 fait ̂  Ty un S-préschéma,
et les morphismes g^ et gy coïncident dans T^nTy, donc X est un S-préschéma. En
outre, il est clair par définition que X est affine au-dessus de S et que ^(TJ =^|U,
donc j^(X)==^.

On dit que le S-schéma X ainsi défini est associé à la 0 ̂ -Algèbre 38 ou est le spectre
de 88, et on le note Spec(^).

Corollaire (1.3.2). — Soient X un préschéma affine au-dessus de S, / : X->S le morphisme
structural. Pour tout ouvert affine UcS, le préschéma induit sur /"^(U) est un schéma affine
d'anneau F(U, ^(X)).
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Gomme on peut supposer X associé à une ^g-Algèbre en vertu de ( i. 2.6) et ( i . 3. i ),
le corollaire résulte de la construction de X décrite dans (1.3.1).

Exemple (1.3.3). — Soit S le plan affine sur un corps K, où le point o a été dédoublé
(^ 5 • 5 • T 1 ) ; ̂ ec les notations de (I, 5.5.11 ), S est réunion de deux ouverts affines Y,, Yg ;
si/est l'immersion ouverte Y^S,/-^) ==Y^Y^ n'est pas un ouvert affine dans Y^
(loc. cit.), donc on a un exemple d'un schéma affine qui n'est pas affine au-dessus de S.

Corollaire (1.3.4). — Soit S un schéma affine; pour qu'un S-préschéma X soit affine
au-dessus de S, il faut et il suffit que X soit un schéma affine.

Corollaire (1.3.5). — Soient X un préschéma affine au-dessus d'un préschéma S, Y un
X-préschéma. Pour que Y soit affine au-dessus de S, il faut et il suffit que Y soit affine au-dessus
de X.

On est aussitôt ramené au cas où S est un schéma affine, et il en est alors de même
de X (1.3.4); les deux conditions de l'énoncé expriment alors que Y est un schéma
affine (1.3.4).

(1.3.6) Soit X un préschéma affine au-dessus de S. Pour définir un préschéma Y
affine au-dessus de X, il revient au même, en vertu de (1.3.5), de se donner un pré-
schéma Y affine au-dessus de S, et un S-morphisme g : Y-^X; en d'autres termes (1.3.1
et 1.2.7) , cela revient à se donner une ^g-Algèbre quasi-cohérente SS et un homo-
morphisme j^(X)->^ de ^g-Algèbres (que l'on peut envisager comme définissant
sur S9 une structure de ^(X)-Algèbre). Si /: X—S est le morphisme structural on a
alors âS==f^gW).

Corollaire (1.3.7). — Soit X un préschéma affine au-dessus de S; pour que X soit de type
fini sur S, il faut et il suffit que la (!) ̂ -Algèbre quasi-cohérente e^(X) soit de type fini (I, 9.6.2).

Par définition (I, 9.6.2), on est ramené au cas où S est affine; alors X est un
schéma affine (1.3.4), et si S=Spec(A), X-Spec(B), j^(X) est la ^-Algèbre "B;
comme F(U, Ï ) ==B, le corollaire résulte de (I, 9.6.2) et (I, 6.3.3).

Corollaire (1.3.8). — Soit X un préschéma affine au-dessus de S; pour que X soit réduite
il faut et il suffit que la G^-Algèbre quasi-cohérente e^(X) soit réduite (0, 4.1.4).

En effet, la question est évidemment locale sur S; en vertu de (i .3.2), le corollaire
résulte de (I, 5. i . i) et (I, 5.1.4).

1.4. Faisceaux quasi-cohérents sur un préschéma affine au-dessus de S.
Proposition (1.4.1). — Soient X un préschéma affine au-dessus de S, Y un S-préschéma,

y (resp. ^) un QyModule (resp. un ^y-Module) quasi-cohérent. Alors l'application
[h,ù)-^{^{h),^(u)} de l'ensemble des morphismes (Y, ^) -. (X, ^r) dans l'ensemble des
di-homomorphismes (^(X), ^(^))->(^(Y), j^(^)) (1 .1 .2 et 1.1.3) est bijective.

La démonstration suit exactement la même marche que celle de (1 .2 .7) en
utilisant (I, 2.2.5) et (I, 2.2.4), et les détails en sont laissés au lecteur.

Corollaire (1.4.2). — Si^ en outre des hypothèses de ( i . 4.1), on suppose Y affine au-dessus
de S, alors, pour que (A, u) soit un isomorphisme, il faut et il suffit que (J^(À), s/{u)) soit un
di-isomorphisme.
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Proposition (1.4.3). — Pour tout couple (^?, JK) formé d'une 6g-Algèbre quasi-cohérente â9
et d'un Sâ-Module JK quasi-cohérent (en tant que ^g-Module ou en tant que ^-Module, ce
qui revient au même (I, 9.6.1)), il existe un couple (X, e^) formé d'un préschéma X affine
au-dessus de S et d'un 0^-Module quasi-cohérent y, tels que e^(X) ==^? et j^(^) =J(\ en
outre ce couple est déterminé à un isomorphisme unique près,

L'unicité résulte de (1.4.1) et (1 .4 .2) ; l'existence se démontre comme dans
(i .3. i), et nous laissons encore les détails au lecteur. On note J( le (9^- Module y, et
on dit qu'il est associé au ^-Module quasi-cohérent ^f; pour tout ouvert affine UcS,
/^^
^\P'~ (U) (où p est le morphisme structural X—^S) est canoniquement isomorphe
à(r(u,^))-.

Corollaire (1.4.4) . — Dans la catégorie des SS-Modules quasi-cohérents^ ^( est un fondeur
covariant additif exact en < ,̂ qui commute aux limites inductives et aux sommes directes.

On est en effet aussitôt ramené au cas où S est affine, et le corollaire résulte alors
de (I, 1.3.5. l • î ' 9 et 1.3.11). ^

Corollaire (1.4.5). — Sous les hypothèses de (1.4.3), pour que J( soit un Oy Module
de type fini, il faut et il suffit que J( soit un Sa-Module de type fini.

On est aussitôt ramené au cas où S = Spec(A) est un schéma affine. Alors ^?== B,
où B est une A-algèbre de type fini (I, 9.6.2), et ^=M, où M est un B-module
(I, 1.3.13); sur le préschéma X, 0^ est associé à l'anneau B et J( au B-module M;

/—s./

pour que ̂  soit de type fini, il faut et il suffit donc que M soit de type fini (I, 1.3.13),
d'où notre assertion.

Proposition (1.4.6). — Soient Y un préschéma affine au-dessus de S, X, X' deux préschémas
affines au-dessus de Y (donc aussi au-dessus de S (1.3.5)). Soient ^==e^(Y), j^=^(X),
^f=^{X.f). Alors XXyX' est affine au-dessus de Y (donc aussi au-dessus de S) et
^(XXyX') s'identifie canoniquement à ^/®^^\

En effet (I, 9.6.1) ^ ® ^ ^ / ' est une .^-Algèbre quasi-cohérente, donc aussi une
^g-Algèbre quasi-cohérente (I, 9.6.1); soit Z le spectre de s^®^^' (1.3.1). Les
^-homomorphismes canoniques ^->^®^^/' et ^'->^®^^1 correspondent (i .2 .7)
à des Y-morphismes p : Z->X et p ' : Z—X'. Pour voir que le triplet (Z, p, p ' ) est un
produit X X yX', on peut se borner au cas où S est un schéma affine d'anneau G
(I, 3.2.6.4). Mais alors Y, X, X' sont des schémas affines (1.3.4) dont les anneaux B,
A, A' sont des C-algèbres telles que SS= B, e0^= A, s e ' = A'. On sait alors (I, 1.3.13)
que j^®^j^' s'identifie canoniquement à la ^g-Algèbre (A®BA')^, donc l'anneau A(Z)
s'identifie à A®^' et les morphismes p, p1 correspondent aux homomorphismes cano-
niques A—^A®jgA'3 A'->A®gA'. La proposition résulte alors de (I, 3.2.2).

Corollaire (1.4.7). — Soit ^ (resp. y} un (9^- Module (resp. un 0^,-Module} quasi-
cohérent, alors ^(^^y^'') s'identifie canoniquement à ^(e^)®^)^^)-

On sait que y®^' est quasi-cohérent sur X XyX' (I, 9. i .2). Soient g : Y->S,
f : X->Y,y : X'->Y les morphismes structuraux, de sorte que le morphisme structural

10
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h : Z-^S est égal à gofop et à g o f ' o p ' . On définit un homomorphisme canonique

^W^Y^W^^G^Y^)

de la façon suivante : pour tout ouvert UcS, on a des homomorphismes canoniques
F^-^-^U)), ̂ )^r(h-\v),p\^)) et ^(ff-l{g-\v)^ ̂ -^r^-^u),^^))
(0, 4.4.3), d'où on déduit un homomorphisme canonique

IV-1^-1^)), ̂ ^-wW-^g-^^ ^)->
r^-^u),/^))®^^^^^"1^)^"^)).

Pour voir qu'on a bien là un isomorphisme de s/(Z] -Modules, on peut se borner au
cas où S (et par suite X, X', Y, X X yX') sont des schémas affines, et (avec les notations

de (i .4.6)), y=M, ̂ =M', M (resp. M') étant un A-module (resp. un A'-module).
Alors y®^' s'identifie au faisceau sur X X y X ' associé au (A ®g A7)-module M®BM'
(^ 9 • ï ' 3) et ̂  corollaire résulte de l'identification canonique des Oc,- Modules (M®^')^^-/ /-^ ±» /
et M®^' (où M, M' et B sont considérés comme des C-modules) (I, ï .3.13 et ï .6.3).

Si on applique en particulier (1.4.7) au cas où X==Y et ^'=G^', on voit que
le ^'-Module ^(/'*(^')) s'identifie à j^^)®^'.

(1.4.8) En particulier, lorsque X=X'=Y (X étant affine au-dessus de S),
on voit que si ^, ^ sont deux 6^-Modules quasi-cohérents, on a

( 1 . 4 .8 .1 ) ^(^®c^)=^(^)®^(X)^(^)

à un isomorphisme canonique fonctoriel près. Si de plus ^ admet une présentation
finie, il résulte de (I, 1.6.3 et 1.3.12) que

(1.4.8.2) ^(^om^y, ^)) =^^x)(^(^), ̂ W)

à un isomorphisme canonique près.
Remarque (1.4.9). — Si X, X' sont deux préschémas affines au-dessus de S, la

somme XuX' est aussi affine au-dessus de S, la somme de deux schémas affines étant
un schéma affine.

Proposition (1.4.10). — Soient S un préschéma. Se une Q ̂ Algèbre quasi-cohérente,

X=Spec(^). Pour tout faisceau quasi-cohérent à'idéaux / de SS,/' est un faisceau quasi-

cohérent d'idéaux de (9^, et le sous-préschéma fermé Y de X défini par1/ est canoniquement isomorphe
à SpecW^).

En effet, il résulte aussitôt de (I, 4.2.3) que Y est affine au-dessus de S; en vertu
de ( 1.3.1), on est donc ramené au cas où S est affine, et la proposition résulte alors
aussitôt de (I, 4. ï .2).

On peut encore exprimer le résultat de (1.4.10) en disant que si h : ^->SS' est un
homomorphisme surjectif de ^g-Algèbres quasi-cohérentes, sé{h} : Spec(^)^Spec(^)
est une immersion fermée.

11
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Proposition ( 1 . 4 . 1 1 ) . — Soient S un préschéma, 38 une 0^-Algèbre quasi-cohérente^
X=Spec(^). Pour tout Idéal quasi-cohérent ̂  de ég, on a [en désignant par f le morphisme
structural ^K->S),f*{J^)(P^= {^Sê}^ à un isomorphisme canonique près.

La question étant locale sur S, on est ramené au cas où S=Spec(A) est affine,
et dans ce cas la proposition n'est autre que (I, 1.6.9).

i . 5. Changement du préschéma de base»

Proposition (1.5.1). — Soit X un préschéma affine au-dessus de S. Pour toute extension
g : S'—^S du préschéma de base, X'==X(g.)=X X gS' est affine au-dessus de S'.

Si y est la projection X'-^-S', il suffit de prouver quey-l(U /) est un ouvert affine
pour tout ouvert affine U' de S' tel que g(V) soit contenu dans un ouvert affine U
de S ( i . 2. i) ; on peut donc se limiter au cas où S et S' sont affines, et il suffit de prouver
que X' est alors un schéma affine (1.3.4). Mais alors (1.3.4) X est un schéma affine,
et si A, A' et B sont les anneaux de S, S' et X respectivement, on sait que X' est un
schéma affine d'anneau A'®^B (I, 3.2.2) .

Corollaire (1.5.2). — Sous les hypothèses de ( 1 . 5 . 1 ) 3 soient f : X->S le morphisme
structurale f : X'—^S',^' : X'->X les projections, de sorte que le diagramme

x4- x'
[ [ r
S <- S'

g

est commutatif. Pour tout G^-Module quasi-cohérent J ,̂ il existe un isomorphisme canonique de
0^-Modules

(i.5.2.1) ^XWW:(^W).

En particulier^ il existe un isomorphisme canonique de j^(X') sur ^*(^(X)).
Pour définir u, il suffit de définir un homomorphisme

^ :./.(^)^.(/:(5'*W)) =/X^'W))
et de prendre u==v^ (0, 4.4.3). Nous prendrons y=y(p), où p est l'homomorphisme
canonique ^->^(<?'*(^)) (0, 4.4.3). Pour prouver que u est un isomorphisme, on peut
se borner au cas où S et S', donc X et X', sont affines; avec les notations de (1.5.1),

^»-/
on a alors e^'==M, où M est un B-module. On constate alors aussitôt que g*(f{^))
etf'Çg^Ç^)) sont tous deux égaux au ^g.-Module associé au A'-module A'®^M (où M
est considéré comme A-module), et que u est l'homomorphisme associé à l'identité
(I, 1.6.3, 1.6.5 et 1.6.7).

Remarque (1.5.3). — On se gardera de croire que (1.5.2) reste valable lorsque X
n'est plus supposé affine au-dessus de S, même lorsque S'=Spec(/e(j)) {seS) et que
S'->S est le morphisme canonique (I, 2.4.5) — auquel cas X' n'est autre que la fibre
f~l{s) (I, 3.6.2). En d'autres termes, lorsque X n'est pas affine au-dessus de S, l'opération

12
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« image directe de faisceaux quasi-cohérents » ne permute pas à l'opération de « passage
aux fibres ». Nous verrons cependant au chapitre III (III, 4.2.4) un résultat dans ce
sens, de nature « asymptotique », valable pour les faisceaux cohérents sur X lorsque / est
propre (5.4) et S noethérien.

Corollaire (1.5.4). — Pour tout préschéma X affine au-dessus de S et tout seS, la fibre
y"1^) {où/désigne le morphisme structural X->S) est un schéma affine.

Il suffit d'appliquer (1.5.1) à S'=Spec(fe(.y)) et d'utiliser (1.3.4).
Corollaire (1.5.5). — Soient X un S-préschéma, S' un préschéma affine au-dessus de S;

alors X'=X(g^ est un préschéma affine au-dessus de X. En outre, si f: X-^S est le morphisme
structural, il y a un isomorphisme canonique de Q^-Algèbres ^(X'^/^^S')), et pour tout
^ ( S ' ) -Module quasi-cohérent Ji, un di-isomorphisme canonique f* (e )̂ ̂  ̂  (//ilc (J^) ), en désignant
par f'=f^ le morphisme structural X'-^S'.

Il suffit d'intervertir les rôles de X et de S' dans (1.5.1) et (1.5.2).
(i.5.6) Soient maintenant S, S' deux préschémas, q : S'->S un morphisme,

SS (resp. S S ' } une ^g-Algèbre (resp. une É^-Algèbre) quasi-cohérente, u : g8->SS'
un y-morphisme (c'est-à-dire un homomorphisme SS->q^3S'} de ^g-Algèbres). Si
X=Spec(^?), X'^Spec^'), on en déduit canoniquement un morphisme

v==Spec{u) : X'->X
tel que le diagramme

X'-^X
(1.5.6.1) ^ ^

S' -> S
q

soit commutatif (les flèches verticales étant les morphismes structuraux). En effet, la
donnée de u équivaut à celle d'un homomorphisme de 6^-Algèbres quasi-cohérentes
u^ : q\^)->^ (0, 4.4.3); elle définit donc canoniquement un S'-morphisme

w : Spec^-^Spec^*^))

tel que s/(w)=u^ (1 .2 .7) . D'autre part, il résulte de (1.5.2) que Spec(/(^)) s'iden-
tifie canoniquement à X X gS'; le morphisme v est le composé X'-^X x gS'^X de w
avec la première projection, et la commutativité de (1.5.6.1) résulte des définitions.
Soient U (resp. U') an ouvert affine de S (resp. S') tels que ^(U')cU, A==F(U, ^g),
A' = r(U', 0^ leurs anneaux, B == F(U, S8\ B' = I^U', Sa'} ; la restriction de u en un
(?[U')-morphisme : ^[U-^^'IU' correspond à un di-homomorphisme d'algèbres
B->B'; si V, V sont les images réciproques de U, U' dans X, X7 respectivement, par
les morphismes structuraux, le morphisme V'->V, restriction de y, correspond (I, 1.7.3)
au di-homomorphisme précédent.

î1^-?) Sous les mêmes hypothèses que dans (i .5.6)3 soit JK un ^-Module quasi-
cohérent; il y a alors un isomorphisme canonique de ^'"Modules

(I.5.7.I) ^)^(^(^)®^)^')^

12
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En effet, l'isomorphisme canonique (1 .5 .2 .1) fournit un isomorphisme canonique
/•̂ •o^

de p\(^) sur le faisceau sur Spec(y*(^)) associé au q (^)- Module q(^\ et il suffit
ensuite d'appliquer (1.4.7).

i.6. Morphismes affines»

(1.6.1) Nous dirons qu'un morphisme y:X->Y de préschémas est affine s'il
définit X comme un préschéma affine au-dessus de Y. Les propriétés des préschémas
affines au-dessus d'un autre se traduisent comme suit dans ce langage :

Proposition (1.6.2). — (i) Une immersion fermée est affine.
(ii) Le composé de deux morphismes affines est affine,
(iii) Si f : X—^Y est un S-morphisme affine, f^^ : X^g^-^Y^g^ est affine pour toute

extension S'->S de la base,
(iv) Si f: X->Y et f : X'-^Y' sont deux S-morphismes affines,

/Xs/ ' :XXsX' ->YXsY'
est affine.

(v) Si f : X->Y et g : Y->Z sont deux morphismes tels que gof soit affine et g séparé,
alors f est affine.

(vi) Si f est affine, il en est de même de f^.
En vertu de (I, 5.5.12), il suffit de démontrer (i), (ii) et (iii). Or (i) n'est autre

que l'exemple (1.2.2)5 et (ii) n'est autre que (1.3.5)5 enfin, (iii) découle de (1.5.1)
puisque X(g.) s'identifie au produit XXyY(s ' ) (^ 3 - 3 - 1 1 ) -

Corollaire (1.6.3). — Si X est un schéma affine et Y un schéma, tout morphisme X->Y
est affine.

Proposition (1.6.4). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f: X—^Y un
morphisme de type fini. Pour que f soit affine, il faut et il suffit que f^ le soit.

Vu (1.6.2, (vi)), nous n'avons à démontrer que la suffisance de la condition.
Il suffit de prouver que si Y est affine et noethérien, X est affine ; or Y^ est alors affine,
donc il en est de même de Xred par hypothèse. Or, X est noethérien, donc la conclusion
résulte de (I, 6.1.7).

1.7. Fibre vectoriel associé à un Faisceau de modules.

(1.7.1) Soient A un anneau, E un A-module. Rappelons qu'on appelle algèbre
symétrique sur E et qu'on note S(E) (ou S^(E)) l'algèbre quotient de l'algèbre tenso-
rielle T(E) par l'idéal bilatère engendré par les éléments x®y—y®x, où x,y parcourent E.
L'algèbre S(E) est caractérisée par la propriété universelle suivante : si G est l'application
canonique E—^ S (E) (obtenue par composition de E->T(E) et de l'application canonique
T(E)->S(E)), toute application A-linéaire E-^B, où B est une A-algèbre commutative,
se factorise de façon unique en E->S(E)—^B, où g est un A-homomorphisme d^algèbres.
On déduit aussitôt de cette caractérisation que pour deux A-modules E, F, on a

S(E©F)=S(E)®S(F)

H
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à un isomorphisme canonique près; en outre, S(E) est un foncteur covariant en E,
de la catégorie des A-modules dans celle des A-algèbres commutatives; enfin, la carac-
térisation précédente montre aussi que si E==limE^, on a S(E) ==limS(EJ à un
isomorphisme canonique près. Par abus de langage, un produit a{x^)(j{x^) . . . o-(^),
où les ^eE, se note souvent x^. . . x^ si aucune confusion n'en résulte. L'algèbre S(E)
est graduée, S^(E) étant l'ensemble des combinaisons linéaires des produits de n éléments
de E [n ̂  o) ; l'algèbre S(A) est canoniquement isomorphe à l'algèbre des polynômes A[T]
à une indéterminée et l'algèbre S(A7!) à l'algèbre des polynômes à n indéterminées
A[T,,.. . ,TJ.

(1.7.2) Soit y un homomorphisme d'anneaux A->B. Si F est un B-module,
l'application canonique F->S(F) donne une application canonique F^-^S(F)^, qui
se factorise donc en F^->S(F^)->S(F)(^; l'homomorphisme canonique S(F^)-^S(F)^
est surjectif, mais non nécessairement bijectif. Si E est un A-module, tout di-homo-
morphisme E->F (c'est-à-dire tout A-homomorphisme E->F^) donne donc canoni-
quement un A-homomorphisme d'algèbres S(E)->S(F^)->S(F)^, c'est-à-dire un
di-homomorphisme d'algèbres S(E)-^S(F).

Avec les mêmes notations, pour tout A-module E, S(E0^B) s'identifie canonique-
ment à l'algèbre S(E)®^B; cela résulte aussitôt de la propriété universelle de S(E)
( 1 . 7 . 1 ) .

(1.7.3) Soit R une partie multiplicative de l'anneau A; appliquant (1 .7 .2)
à l'anneau B^R^A, et se rappelant que R-1E=E®^R-1A, on voit que l'on a
S(R~1E) =R-1S(E) à un isomorphisme canonique près. En outre, si R'DR est une
seconde partie multiplicative de A, le diagramme

R-^E-^R^E

\ \
S(R-1E)—>S(R /-1E)

est commutatif.
(1.7.4) Soit maintenant (S, ̂ ) un espace annelé, et soit ê un e^-Module sur S.

Si, à tout ouvert UcS on associe le F(U, ^-module S(r(U, <?)), on définit (vu le
caractère fonctoriel de S(E) (1 .7 .2) ) un préfaisceau d'algèbres; on dit que le faisceau
associé, que l'on note S(<?) ou S^(<?) est la ^/-Algèbre symétrique du ^/- Module ê. Il
résulte aussitôt de (1 .7 .1) que S(<?) est solution d'un problème universel : tout homo-
morphisme de s^- Modules S->Sê^ où SS est une j^-Algèbre, se factorise d'une seule
manière en <?->S(<?)-^, la seconde flèche étant un homomorphisme de e^-Algèbres.
Il y a donc correspondance biunivoque entre homomorphismes ê—^SS de c^-Modules
et homomorphismes S(<^)->^? de e^-Algèbres. En particulier, tout homomorphisme
u : g->y de j^-Modules définit un homomorphisme S(^) : S(^)->S(^) dej^-Algèbres
et S((?') est donc un foncteur covariant en <?.

15
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En vertu de (1 .7 .2) et de la permutabilité de S avec les limites inductives, on a
(S((?)),=S(0 pour tout point seS. Si ë, 3F sont deux j^-Modules, S(<?®^)
s'identifie canoniquement à S^)®^^"), comme on le voit sur les préfaisceaux
correspondants.

Notons aussi que S(<?) est une j^-Algèbre graduée, somme directe infinie des
S^(<^), où le ^-Module S^(<?) est le faisceau associé au préfaisceau U->S^(r(U, <?)).
Si on prend en particulier ê-= ̂ / , on voit que S^(e^) s'identifie à e^[T] == ̂ ®^Z[T]
(T indéterminée, Z étant considéré comme faisceau simple).

(1.7.5) Soient (T, Sa} un second espace annelé,/un morphisme (S, e^)-^(T, ^).
Si y est un ^-Module, S(/*(^')) s'identifie canoniquement à/*(S(^)); en effet, si
f== (^, 6), on a par définition (0, 4.3.1)

s(/W) = s(f(^) ®^^) = s(^W) ®^^
(1 .7 .2) ; pour tout ouvert U de S et toute section A de S(^{^)) au-dessus de U, h coïncide,
dans un voisinage V de chaque point seU, avec un élément de S(F(V, ^(e^))); si
on se reporte à la définition de ^(e^) (0, 3 .7 . i ) et qu'on tient compte de ce que tout
élément de S(E) pour un module E est combinaison linéaire d'un nombre fini de produits
d'éléments de E, on voit qu'il y a un voisinage W de ^(s) dans T, une section A' de S(^)
au-dessus de W et un voisinage V7 cVn^'^W) de s tels que h coïncide avec t^h'^Çt))
au-dessus de V; d'où notre assertion.

Proposition (1.7.6). — Soient A un anneau, S==Spec(A) son spectre premier, <§'==M.
le 0 ̂ -Module associé à un A-module M; alors la 0 ̂ -Algèbre S(<f) est associée à la A-algèbre S(M).

En effet, pour tout /eA, S(My) == (S(M))^ (1.7.3) et la proposition résulte donc
des définitions (I, 1.3.4).

Corollaire (1.7.7). — Si S est un préschéma, ê un 0 ̂ -Module quasi-cohérent, la
Q ̂ -Algèbre S(<?) est quasi-cohérente. Si en outre ê est de type fini, chacun des 0 ̂ -Modules S^(^)
est de type fini.

La première assertion est conséquence immédiate de (1.7.6) et de (I, 1.4.1);
la seconde résulte de ce que, si E est un A-module de type fini, S^(E) est un A-module
de type fini; on applique alors (I, 1.3.13).

Définition (1.7.8). — Soit ê un Q ̂ -Module quasi-cohérent. On appelle fibre vectoriel
sur S défini par ê et on note V(<^) le spectre ( 1 . 3 . 1 ) de la 0 ̂ -Algèbre quasi-cohérente S(^).

En vertu de (1 .2 .7) , pour tout S-préschéma X, il y a correspondance biunivoque
canonique entre les S-morphismes X->V(<?) et les homomorphismes de Q^-Algèbres
S(<?)->j^(X), donc aussi entre ces S-morphismes et les homomorphismes de 0 ̂ -Modules
<?->e^(X) ==/J(Px) (où y est le morphisme structural X->S). En particulier :

(1.7.9) Prenons pour X un sous-préschéma induit par S sur un ouvert U cS. Alors,
les S-morphismes U-^V(<^) ne sont autres que les U-sections (I, 2.5.5) du U-pré-
schéma induit par V( ê} sur l'ouvert ̂ "^U) (où p est le morphisme structural V( <?) -^S).
D'après ce qu'on vient de voir, ces U-sections correspondent biunivoquement aux homo-
morphismes de ^s-Modules ê-^j (^s|U) (où j est l'injection canonique U-^S), ou,
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ce qui revient au même (0, 4.4.3) aux (^g|U)-homomorphismes f[^} == <^\V->(PQ\V.
En outre, il est immédiat qu'à la restriction à un ouvert U'cU d'un S-mor-
phisme U-^-V(^) correspond la restriction à U' de l'homomorphisme correspondant
(^[U-^^g[U. On en conclut que le faisceau des germes de ^-sections de V(<?) s'identifie

v
canoniquement au dual ê de ê\

En particulier, si on prend X==U==S, à l'homomorphisme nul ê->(9^ correspond
une S-section canonique de V(<^), dite S-section nulle (cf. (8.3.3)).

(i.7.io) Prenons maintenant pour X le spectre {Ç} d'un corps K; le morphisme
structural y:X->S correspond donc à un monomorphisme fe(^)->K, où s==f{^)
(I, 2.4.6); les S-morphismes {Ç}->-V((^) ne sont donc autres que les points géométriques
de V(<?) à valeurs dans ^extension K de k{s) (I, 3.4.5)5 points qui sont localisés aux points
de^""1^). L'ensemble de ces points, qu'on peut encore appeler la fibre géométrique rationnelle
sur K de V(<^) au-dessus du point s, s'identifie d'après (1.7.8) à l'ensemble des homo-
morphismes de (9 g- Modules ^-^(^x)? ^ ce l̂111 i^vient au même (0, 4.4.3) à
l'ensemble des homomorphismes de O^-ÎAodïiles f*{ë)—^(!)^=T^, Mais on a par défi-
nition (0, 4.3. i) /*(0 = <^®(y K= ^^(s)!^ en posant <T== <^/m,<; la fibre géomé-
trique de V(<^) rationnelle sur K au-dessus de s s'identifie donc au dual du K.-espace
vectoriel ^^j^R; si S3 ou K est de dimension finie sur k{s), ce dual s'identifie aussi
à .((î?8)"®^)!^, en désignant par (^s)" le dual du k{s) -espace vectoriel €\

Proposition ( 1 . 7 . 1 1 ) . — (i) V(<^) est un fondeur contr avariant en ê de la catégorie des
Q ̂ -Modules quasi-cohérents dans la catégorie des ^-schémas affines.

(ii) Si ê est un (9 ̂ -Module de type fini, V(<?) est de type fini sur S.
(iii) Si ê et y sont deux Q^-Modules quasi-cohérents^ V(<?©^) s'identifie canoniquement

à V(<?)XsVW.
(iv) Soit g : S'->S un morphisme; pour tout ff^-Module quasi-cohérent S, V(^*(<?))

S'identifie canoniquement à V(<^)(s.)==V((^) X gS'.
(v) A un homomorphisme surjectif ê—>y de 0 ̂ -Modules quasi-cohérents correspond une

immersion fermée V (< '̂) ->V(<^).
(i) est conséquence immédiate de (1 .2 .7)3 compte tenu de ce que tout homo-

morphisme de ^g-Modules §—>y définit canoniquement un homomorphisme de
^g-Algèbres S(<^)->S(<^). (ii) découle immédiatement des définitions (I, 6.3.1) et
du fait que si E est un A-module de type fini, S(E) est une A-algèbre de type fini. Pour
démontrer (iii), il suffit de partir de l'isomorphisme canonique S(^©e^)^S(^)®^S(^)
(1.7.4) et d'appliquer (1.4.6). De même, pour démontrer (iv), il suffit de partir de
Pisomorphisme canonique S^É?))^''^^)) (1.7.5) et d'appliquer (1.5.2). Enfin,
pour établir (v), il suffit de remarquer que si l'homomorphisme ë->y est surjectif,
il en est de même de l'homomorphisme correspondant S^—^S^) de ^g-Algèbres,
et la conclusion résulte de (1.4.10).

(i.7.i2) Prenons en particulier <?=^g; le préschéma V(^g) est le S-schéma
affine, spectre de la ^g-Algèbre S(^g) qui s'identifie à la ^g-Algèbre ^g[T] =^g®zZ[T]

17
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(T indéterminée); c'est évident lorsque S=Spec(Z), en vertu de (1.7.6), et on passe
de là au cas général en considérant le morphisme structural S-Spec(Z) et utilisant
(1.7.11, (iv)). En raison de ce résultat, on pose encore V(^s)=S[T], et on a donc
la formule

(i.7-i2.i) S[T]==S®zZ[T].

L'identification du faisceau des germes de S-sections de S[T] avec ^g, déjà vue
dans (I, 3.3.15), se retrouve ici dans un contexte plus général, comme cas particulier
de (1.7.9).

(1.7.13) Pour tout S-préschéma X, on a vu (i .7.8) que Homg(X, S[T]) s'identifie
canoniquement à Hom^((9g, ^(X)), lequel est canoniquement isomorphe à F (S, ^(X)),
et est par suite muni d'une structure d'anneau; en outre, à tout S-morphisme h : X-^Y
correspond un morphisme r(^(A)) : F(S, j^(Y))-^r(S, ^(X)) pour les structures
d'anneau (1 .1 .2 ) . Quand on munit Homg(X, S[T]) de la structure d'anneau ainsi
définie, on voit donc qu'on peut considérer Honig(X, S[T]) comme un fondeur contra-
variant en X, de la catégorie des S-préschémas dans celle des anneaux. D'autre part,
Homg(X,V(^)) s'identifie de même à Hom^(<?, j^(X)) (où j^(X) est considéré
comme un (9 ̂ -Module} ; on peut par suite le munir canoniquement d'une structure de
module sur l'anneau Homg(X, S[T]), et on voit comme ci-dessus que le couple

(Homg(X, S[T]), Homg(X, V(<?)))

est un foncteur contravariant en X, à valeurs dans la catégorie dont les éléments sont
les couples (A, M) formés d'un anneau A et d'un A-module M, les morphismes étant
les di-homomorphismes.

Nous interpréterons ces faits en disant que S[T] est un S-schéma d'anneaux et
que V(<?) est un S-schéma de modules sur le S-schéma d'anneaux S[T] (cf. chap. 0, § 8).

(1.7.14) Nous allons voir que la structure de S-schéma de modules définie sur le
S-schéma V(<f) permet de reconstituer le ^g-Module ë à un isomorphisme unique
près : pour cela, nous allons montrer que ê est canoniquement isomorphe à un sous-^g-
Module de S(<?) =j^(V(<?)), défini au moyen de cette structure. En effet (1.7.4)
l'ensemble Honi0g(S(<?), ^(X)) des homomorphismes de (P^-Algèbres s'identifie canoni-
quement à Hom^(<?, J^(X)), ensemble d'homomorphismes de G^-Modules : si A, h'
sont deux éléments de ce dernier ensemble, s, (i ^ ̂  n) des sections de ê au-dessus d'un
ouvert UcS, t une section de j^(X) au-dessus de U, on a par définition

(Â+Â' ) (^ . . . ^ ) = ^(A( . , )+A ' (^ ) )

et (^)(v,...^=rn^,).
î=l

Cela étant, si ^ est une section de S(^) au-dessus de U, h-^h(^) est une appli-
cation de Homg(X,V(^))=Hom^(S(^),j^(X)) dans F(U, ^(X)). Nous allons
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montrer que ë s'identifie au sous-Module de S(<?) tel que, pour tout ouvert UcS, toute
section ^ de ce sous-Q^-Module au-dessus de U et tout S-préschéma X, l'application h->h^) de
Hom^,u(S(<r)|U,^(X)|U) dans F(U, ^(X)) soit un homomorphisme de F(U, j^(X))-
modules.

Il est immédiat en effet que S possède cette propriété ; pour démontrer la réciproque,
on peut se borner à prouver que lorsque S==Spec(A), <^=M, une section ^ de S(<?)
au-dessus de S qui (pour U = S) possède la propriété énoncée ci-dessus, est néces-

00

sairement une section de ê\ on a alors ^== 2 ̂ , où ^eS^(M), et il s'agit de prouver
n=0

que ^ == o pour n 4= i. Posons B = S(M) et prenons pour X le préschéma Spec(B[T]),
où T est une indéterminée. L'ensemble Hom^ (S(<^), e^(X)) s'identifie à l'ensemble
des homomorphismes d'anneaux h : B->B[T] (I, 1.3.13), et d'après ce qu'on a vu

00

plus haut, on a (T.A)(^)== S TPA^J : l'hypothèse sur ^ implique que l'on a
00 00 ^=0

S T^A^J ==T. S Â(^J pour tout homomorphisme À. Si on prend en particulier pour h
n==0 n=0 oo oo

l'injection canonique, il vient S T^=T. S ̂ , ce qui entraîne bien la conclusion
n = 0 n = 0^ == o pour yz 4= i.

Proposition (1.7.15). — Soit Y un préschéma dont F espace sous-jacent est noethérien, ou un
schéma quasi-compact. Tout Y-schéma affine X de type fini sur Y est Y-isomorphe à un sous-Y-
schéma fermé d'un Y-schéma de la forme V^), où ^ est un 0^-Module quasi-cohérent de type fini.

En effet, la Sy-Algebre quasi-cohérente c^(X) est de type fini (1.3.7). Les hypo-
thèses faites entraînent que J^(X) est engendrée par un sous-^y-Module quasi-cohérent
de type fini ê (I, 9.6.5); par définition, cela entraîne que l'homomorphisme canonique
S(<?)->^(X) prolongeant canoniquement l'injection <^->j^(X) est surjectif\ la conclusion
résulte alors de (1.4.10).

§ 2. SPECTRES PREMIERS HOMOGÈNES

2.1. Généralités sur les anneaux et modules gradués*

Notations (2.1.1). — Étant donné un anneau S gradué en degrés positifs, nous
désignerons par S^ la partie de S formée des éléments homogènes de degré n (n^o),
par S^. la somme (directe) des S^ tels que n>o'y on a leSg, SQ est un sous-anneau de S,
S^_ un idéal gradué de S et S est somme directe de Sg et de S_^. Si M est un module gradué
sur S (à degrés positifs ou négatifs), on désignera de même par M^ le So-module formé
des éléments homogènes de degré n de M (avec neZ).

Pour tout entier û?>o, on désigne par S^ la somme directe des Sy^; en considérant
les éléments de S^ comme homogènes de degré n, les S^ définissent sur S^ une structure
d'anneau gradué.

Pour tout entier k tel que o ^ k ^ d — i , on désignera par M^ la somme directe
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des M^_^ (^sZ); c'est un S^-module gradué, quand on considère les éléments de
^-nd+k comme homogènes de degré n. On écrira M^ au lieu de M^.

Avec les notations précédentes, pour tout entier n (positif ou négatif), nous dési-
gnerons par M(n) le S-module gradué défini par (M(7z))^==M^.^ pour tout keZ.
En particulier, S(/z) sera un S-module gradué tel que (S(7î))^==S^_^, en convenant de
poser S^=o pour n<o. On dit qu'un S-module gradué M est libre s'il est isomorphe,
en tant que module gradué, à une somme directe de modules de la forme S{n); comme
S{n) est un S-module monogène, engendré par l'élément i de S considéré comme
élément de degré —n, il revient au même de dire que M admet une base sur S formée
d'éléments homogènes.

On dit qu'un S-module gradué M admet une présentation finie s'il existe une suite
exacte P->Q->M->-o, où P et Q^ sont des sommes directes finies de modules de la
forme S(n) et les homomorphismes sont de degré o (cf. (2 .1 .2 ) ) .

(a. 1.2) Soient M, N deux S-modules gradués ; on définit sur M®gN une structure
de S-module gradué de la façon suivante. Sur le produit tensoriel M®zN, on peut définir
une structure de Z-module gradué (où Z est gradué par Z^ = Z, Z^ = o pour n 4= o) en
posant (M®zN)g=^_©^ M^®zN^ (comme M et N sont respectivement sommes directes
des M^ et des N^, on sait que l'on peut identifier canoniquement M®^N à la somme
directe de tous les M^®zNJ. Cela étant, on a M®gN== (M®zN)/P, où P est le sous-
Z-modulede M®^N engendré par les éléments (xs)®y—x®(sy) pour ^eM,^eN, jeS;
il est clair que P est un sous-Z-module gradué de M®zN, et on voit aussitôt qu'on obtient
bien en passant au quotient une structure de S-module gradué sur M®gN.

Pour deux S-modules gradués M, N, rappelons qu'un homomorphisme u : M->N
de S-modules est dit de degré k si u(My) cN^ pour tout jeZ. Si H^ désigne l'ensemble
de tous les homomorphismes de degré n de M dans N, on désigne par Homg(M, N) la
somme (directe) des H^ (neZ.) dans le S-module H de tous les homomorphismes (de
S-module) de M dans N; en général Hom.g(M, N) n'est pas égal à ce dernier. Toutefois,
on a H=Homg(M, N) lorsque M est de type fini; on peut en effet supposer alors M
engendré par un nombre fini d'éléments homogènes A:, (i ^ ̂  72), et tout homomorphisme
ueïî s'écrit d'une seule manière 2 u^ où pour chaque A, ^(^) est égal au composant

feez
homogène de degré A+deg^) de u{x,) Çi^i^n), ce qui entraîne u^=o sauf pour un
nombre fini d'indices; on a par définition u^eïî^, d'où la conclusion.

On dit que les éléments de degré o de Homg(M, N) sont des homomorphismes
de ^-modules gradués. Il est clair que SJH^cH^^, donc les H^ définissent sur
Honig(M, N) une structure de S-module gradué.

Il résulte aussitôt de ces définitions que l'on a

(2.1.2.1) M(m)®gN(7z)==(M®gN)(m+^)

(2.1.2.2) Homg(M(m),N(n))=(Homs(M,N))(/z—m)

pour deux S-modules gradués M, N.
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