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EXPOSE XIX

GROUPES REDUCTIFS - GENERALITES
par M. DEMAZURE

La suite de ce Séminaire est consacrée a I’étude des groupes réductifs. Le but princi-
pal en est la généralisation des résultats classiques de Chevalley (Bible et Téhoku) (M)
aux schémas de base arbitraires, les deux résultats centraux étant le théoréme d’uni-
cité (Exp. XXIII, th.4.1 et cor.5.1 & 5.10) et le théoréme d’ezistence (Exp. XXV,
th. 1.1) des schémas en groupes réductifs « épinglés » correspondant & des « données
radicielles » prescrites. Les démonstrations employées sont inspirées de celles de Che-
valley, la technique des schémas permettant de leur donner une efficacité accrue.

Les résultats du premier volume de la Bible (Exp. 1 & 13) seront systématiquement
utilisés. En revanche, nous démontrerons directement sur un schéma quelconque les
résultats du second volume (théoréme d’isomorphisme en particulier) ; la connaissance
des démonstrations sur un corps algébriquement clos n’est donc pas absolument in-
dispensable.

Dans la démonstration de ces deux résultats fondamentaux, nous n’utiliserons que
les résultats les plus élémentaires de la théorie des groupes de type multiplicatif,
contenus pour l’essentiel dans Exp. VIII et IX; nous ferons d’autre part un usage
essentiel des résultats de I’Exposé XVIII (2). Le lecteur s’intéressant spécialement aux
théoremes d’existence et d’unicité pourra dans une premiere lecture sauter les Exposés
X a XVIIL

1. Rappels sur les groupes sur un corps algébriquement clos

1.1. Dans ce numéro, k désignera toujours un corps algébriquement clos. Comme
annoncé ci-dessus, les seuls résultats de Bible utilisés par la suite, se trouvent dans le
volume 1 (Exposés 1 & 13). Tous les résultats de Bible (loc. cit.) concernant les groupes

(UN.D.E. : voir les références bibliographiques & la fin de cet Exposé. En particulier, une réédition du
Séminaire Chevalley 1956-58, cité [Bible], révisée par P. Cartier, a été publiée en 2005, cf. [ChO5].
(2IN.D.E. : Plus précisément, la proposition XVIII 2.3 (extension d’un « homomorphisme générique »
entre groupes) est utilisée en XXII 4.1.11 puis dans ’Exp. XXIII (démonstration du théoréme d’uni-
cité), et aussi dans 'Exp. XXIV; le théoreme XVIII 3.7 (construction d’un groupe & partir d’un
germe de groupe) n’est utilisé que dans 'Exp. XXV.
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semi-simples sont valables plus généralement pour des groupes réductifs (définition
ci-dessous) et leur démonstration est identique, avec les modifications anodines ci-
apres :

- Exp. 9, §4, définition 3, voir 1.6.1 ci-dessous.

- Exp. 12, §4, théoréme 2, e), supprimer « fini ».

- Exp. 13, §3, théoreme 2, remplacer « rang » par « rang semi-simple ».

- Exp. 13, §4, corollaire 2 au théoreme 3, remplacer « rang » par « rang réductif ».

1.2. Soit G un k-groupe lisse affine et connexe. Le radical de G (Bible, §9.4, prop. 2)
(3) est le sous-groupe réduit associé & la composante neutre de I'intersection des sous-
groupes de Borel de G; c’est aussi le plus grand sous-groupe résoluble lisse connexe
distingué de G ; nous le noterons rad(G).

Le radical unipotent de G est la partie unipotente du radical de G; c’est aussi
le plus grand sous-groupe unipotent lisse connexe distingué de G; nous le noterons
rad"(G).

1.3. Soient G un k-groupe lisse affine et connexe, Q un tore de G. Alors le centrali-
sateur Centr (Q) de Q dans G est un sous-groupe fermé de G (Exp. VIII, 6.7), lisse
(Exp. XI, 2.4) et connexe (cf. Bible, §6.6, th. 6 a) ou [ChO05], §6.7, th. 7 a)).

On a la relation fondamentale :
(1.3.1) rad"(Centr(Q)) = rad”(G) N Centr,(Q).

(1) D’abord, U = rad“(G) N Centrg(Q) est un sous-groupe unipotent distingué
de Centr(Q); montrons qu'il est lisse et connexe. Si on fait opérer Q sur rad“(G)
par automorphismes intérieurs, U n’est autre que le schéma des invariants de cette
opération. Or, celui-ci est lisse et connexe, d’apres le lemme 1.4 plus bas.

Par conséquent, U est un sous-groupe fermé de rad"(Centr(Q)). D’autre part,
d’aprés Bible, Exp. 12, §3, cor. au th. 1, on a rad“(Centrs(Q))(k) C rad“(G)(k).
L’égalité (1.3.1) en résulte.

Signalons un cas particulier du résultat précédent : si G est un k-groupe lisse affine
et connexe et si T est un tore maximal de G,

(1.3.2) Centry(T) =T - (Centr (T) Nrad”(G)).

En effet (cf. Bible, §6.6, th. 6 ¢) ou [Ch05], §6.7, th. 7 ¢)), Centr(T) est un groupe
résoluble, donc produit semi-direct de son tore maximal T et de son radical unipotent.

D’apreés le théoréme de densité (cf. Bible, §6.5, th. 5 a) ou [ChO05], §6.6, th.6 a)),
la réunion des Centr(T), pour T parcourant I’ensemble des tores maximaux de G,
contient un ouvert dense de G il résulte donc de (1.3.2) :

(3)N.D.E. : On a remplacé la référence 9-06 (= Exp. 9, p. 6) par §9.4 (= Exp. 9, §4), qui s’applique
aussi bien a [Bible] qu’a [ChO05]. Lorsque la numérotation de [Ch05] differe de [Bible], ce qui est
le cas dans ’Exp. 6, on indiquera explicitement les deux références.

(ON.D.E. : On a détaillé ce qui suit.
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Corollaire 1.3.3. — Si G est un k-groupe lisse affine et connexe, la réunion des
T -rad“(G), ot T parcourt l’ensemble des tores marimauz de G, contient un ouvert
dense de G.

Notations 1.4.0. — ©) Nous utiliserons systématiquement la notation suivante : si S
est un schéma et s un point de S, on notera 3 le spectre d’une cléture algébrique (s)
de k(s).

Lemme 1.4. — ©®) Soient S un schéma, Q un S-tore opérant sur un S-schéma en
groupes H, séparé et lisse sur S.

(i) Le foncteur des invariants HQ est représentable par un sous-schéma fermé de
H, de présentation finie sur H et lisse sur S.

it) Si de plus H est affine sur S, et & fibres connezes, alors HQ est aussi.
(i) p , :

D’abord, d’apres VIII 6.5 (d), (©) puisque H est séparé sur S et Q essentiellement
libre sur S, alors H® est représentable par un sous-schéma fermé de H. En particulier,
si H est affine sur S, alors H? I’est aussi.

Considérons maintenant le produit semi-direct G = H - Q ; il est lisse et séparé sur
S. Alors, le centralisateur Centr(Q) est représentable par un sous-schéma fermé de
G, de présentation finie sur G, d’apres Exp. XI 6.11 (a),(® et il est lisse sur S d’apres
Exp. XI 2.4.

D’autre part, on a évidemment Centrg(Q) = H? - Q, d’ott un diagramme commu-
tatif de S-schémas :

p

Centr(Q) = H? - Q

e

S.

Comme 7, p sont localement de présentation finie et p fidelement plat, ¢ est de
présentation finie (EGA IVy, 17.7.5) ; puis, comme 7 est lisse et p fidelement plat, ¢
est lisse (loc. cit., 17.7.7). Ceci prouve la premiere assertion de 1.4.

Enfin, supposons H affine sur S et a fibres connexes. Alors, chaque fibre géométrique
Gz de G est un ®(s)-groupe lisse, affine et connexe, donc, d’apres la premiére assertion
de 1.3, il en est de méme de

Centrg_(Qs) = (Centrg(Q))s = (HY)s - Qs,

et ceci entraine que (HQ)g est connexe.

(®)N.D.E. : On a inséré ici ces notations, figurant dans 2.3 de l'original ; d’autre part, on a détaillé
I’énoncé et la démonstration de 1.4.
(®)N.D.E. : Voir aussi les ajouts faits dans VIg, 6.2.4 (d) et 6.5.5 (a).
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1.5. On rappelle que le rang réductif du k-groupe lisse et affine G est la dimension
commune des tores maximaux de G. Nous le noterons rgred(G/k) ou rgred(G). Pour
que rgred(G/k) = 0, il faut et il suffit que G soit unipotent (i.e. que G = rad“(G)),
par Bible, §6.4, cor. 1 au th.4 ou [ChO05], §6.5, cor. 1 au th. 5.

Si H est un sous-groupe invariant du k-groupe lisse et affine G, le quotient G/H
est affine et lisse (Exp. VIg, 11.17 et VIA, 3.3.2 (iii)). De plus (Bible, §7.3, th. 3, a)
et c)), on a

rgred(G) = rgred(G/H) + rgred(H).

Définition 1.6.1. — (7 On dit que le k-groupe G est réductif s’il est lisse, affine et
connexe, et si rad(G) est un tore, c’est-a-~dire si rad"(G) = {e}.
Lemme 1.6.2. — Soit G un k-groupe réductif.

(i) Si Q est un tore de G, alors Centr(Q) est réductif.

(ii) En particulier, si T est un tore mazimal de G, alors Centr(T) = T.

(iii) Le centre de G est contenu dans tout tore maximal, donc est diagonalisable.

(iv) Le radical de G est le tore mazimal (unique) de Centr(G).

En effet, (i) résulte de (1.3.1), (ii) de (1.3.2), et (iii) découle de (ii). Enfin, le tore
maximal de Centr(G) (c.-a-d., la composante neutre Centr(G)?) est un sous-groupe
lisse résoluble connexe, invariant dans G, donc contenu dans rad(G) ; réciproquement
rad(G) est un tore invariant dans G, donc central (Bible, §4.3, cor. & la prop. 2), d’ou

(iv).

Remarque 1.6.3. — Si G est réductif et si dim(G) # rgred(G), alors dim(G) —
rgred(G) > 2. En effet, cette différence est toujours paire (cf. 1.10 ci-dessous).

1.7. Soient G un k-groupe lisse affine et connexe et H un sous-groupe lisse et connexe
invariant. Alors

(1.7.1) rad(H) = (rad(G) N H)%, et rad“(H) = (rad"(G) N H)%,
comme on le voit aussitot. En particulier, si G est réductif, H ’est aussi.

Soit f : G — G’ un morphisme surjectif de k-groupes lisses affines et connexes.
Alors

(1.7.2) f(rad“(G)) = rad"(G’).
En particulier, si G est réductif, G’ ’est aussi.

Prouvons (1.7.2). D’abord, f envoie rad“(G) dans rad“(G’). Introduisant H =
(f~1(rad"(G")))%,, qui contient rad"(G), on a rad"(H) = rad"(G) et on est ramené
au cas ot G = H, i.e. o G’ est unipotent. Comme la réunion des T - rad"“(G) (T
parcourant l’ensemble des tores maximaux de G) est dense dans G, la réunion des
f(T)f(rad“(G)) est dense dans G’ ; mais f(T) est composé d’éléments semi-simples,

donc f(T) = {e}, G’ étant unipotent ; ceci montre que f(rad"(G)) est dense dans G’.

(MN.D.E. : On a transformé 1.6 en les numéros 1.6.1 & 1.6.3. Noter que dans ce Séminaire tout
k-groupe réductif (resp. semi-simple, cf. 1.8) est, par définition, connexe.
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Donc, d’apres Bible, §5.4, lemme 4 ou [Ch05], §6.1, lemme 1, ®) f(rad“(G)) est un
sous-groupe ouvert de G’; celui-ci étant connexe, il en résulte f(rad(G)) = G'.

(N.B. : on peut prouver sous les mémes hypothéses que f(rad(G)) = rad(G’)).

1.8. On dit que le k-groupe G est semi-simple s’il est lisse, affine et connexe et si
rad(G) = {e}, c’est-a-dire si G est réductif et Centr(G) fini. Si G est un k-groupe lisse
affine connexe quelconque, alors G/rad(G) est semi-simple (Bible, §9.4, prop. 2), et
G/rad"(G) est réductif. On appelle rang semi-simple de G et on note rgss(G/k) ou
rgss(G) le rang réductif de G/ rad(G).
Si G est réductif, on a donc
rgred(G) = rgss(G) 4+ dim(rad(G)).

Si G est un k-groupe lisse affine et connexe et si Q est un sous-tore central de G,
alors G/Q est semi-simple si et seulement si G est réductif et Q = rad(G). En effet,
si G/Q est semi-simple, Q D rad(G), donc rad(G) est un tore, donc G est réductif,

donc rad(G) est le tore maximal de Centr(G), donc rad(G) = Q. Si G est réductif et
si Q est un sous-groupe central alors (G/Q est réductif et) rgss(G) = rgss(G/Q).

1.9. Si K est une extension algébriquement close de k et si G est un k-groupe affine
lisse connexe, G est réductif (resp. semi-simple) si et seulement si Gk 'est et on a

rgred(G/k) = rgred(Gk /K),
rgss(G/k) = rgss(Gk /K).

1.10. Soit G un k-groupe lisse et connexe et soit T un tore de G. () On note g la
k-algebre de Lie de G, c.-a-d., g = Lie(G) = Lie(G/k)(k) ; on note de méme t = Lie(T).
Alors, g se décompose sous l'action de T (par T — G et l'opération adjointe de G) en

(1.10.1) g=0"@ [ o

acR
ol les & € R sont des caracteres non triviaux de T et ot les g sont # 0. Les caracteres
a € R sont dits les racines de G par rapport a T. Par Exp. II, 5.2.3, (i), on a

(1.10.2) g° = Lie(Centrq (T)).

En particulier, **) comme Centrg(T) est connexe (1.3 dans le cas ot G est affine,

et Exp. XII 6.6 b) dans le cas général), T est son propre centralisateur si et seulement
si g° = Lie(T).

Cette condition entraine que T est maximal et que Centr(G) C T, donc d’apres
Exp. XI1 8.8 d) on a :

(1.10.3) Centr(G) = Ker (T — GL(g)) = QR Ker(a);

(8)N.D.E. : On a détaillé ce qui suit.
(9N.D.E. : On a ajouté la phrase qui suit.
(1ON.D.E. : On a détaillé ce qui suit.
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de plus Centr(G) est alors affine, donc G — G/ Centr(G) affine; comme ce dernier
groupe est affine (Exp. XII 6.1), G l'est aussi.

Lorsque G est réductif et T maximal, les racines au sens précédent coincident avec
les racines au sens de Bible, §12.2, déf. 1; ces dernieéres sont en effet des racines au
sens de ce numéro (Bible, §13.2, th. 1, ¢)) et il y en a dim(G) — dim(T) (Bible,
§13.4, cor. 2 au th. 3). De plus, si « est une racine, —«a en est aussi une (Bible,
§12.2, cor. & la prop. 1). (Comme & I’habitude, on note indifféremment additivement
ou multiplicativement la structure de groupe de Homy g (T, Gy, 1)) 11 s’ensuit que,
pour G réductif,

(1.10.4) dim(G) — rgred(G) = Card(R)
est toujours pair.

Le rang semi-simple du groupe réductif G est le rang de la partie R du Q-espace
vectoriel Homy gy (T, Gy, 1) ® Q (Bible, §13.3, th. 2).

Lemme 1.11. — Soient k un corps algébriquement clos, G un k-groupe lisse affine
conneze, T un tore de G, W(T) = Normg(T)/ Centr (T) le groupe de Weyl de G
par rapport a T. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) G est réductif, T est mazimal, rgss(G) = 1.

(ii) G est réductif, T est mazimal, G # T ; il existe un sous-tore Q de T, de
codimension 1 dans T, central dans G.

(iii) G n’est pas résoluble et dim(G) — dim(T) < 2.

(iv) W(T) # {e} et dim(G) — dim(T) < 2.

(v) W(T) =(Z/2Z), et dim(G) — dim(T) = 2.
De plus, sous ces conditions, il y a exactement deux racines de G par rapport a T ;
elles sont opposées. Sous les conditions de (i), Q = rad(G).

On a évidemment (v) = (iv). On a (iv) = (iii) par Bible, §6.1, cor.3 au th. 1 ou
[ChO05], §6.2, cor. 3 au th. 2. Prouvons (iii) = (ii) : soit U le radical unipotent de G ;
on sait que G/U est réductif et n’est pas un tore (sinon G serait résoluble) ; on a donc,
d’apres (1.10.4)

dim(G/U) — rgred(G/U) = Card(R) > 2;
mais
rgred(G) = rgred(G/U) + rgred(U) = rgred(G/U),
d’olt
dim(G) — dim(U) — rgred(G) = dim(G/U) — rgred(G/U)
> 2 > dim(G) — dim(T) > dim(G) — rgred(G).

Cela donne dim(U) = 0, donc G est réductif, rgred(G) = dim(T), donc T est maxi-
mal, dim(G) — dim(T) = 2. Par Bible, §10.4, prop. 8, il existe un tore singulier Q
de codimension 1 dans T'; alors Centrs(Q) est réductif (1.6.2 (i)), non résoluble

(définition d’un tore singulier), donc dim(Centry(Q)) — rgred(G) > 2, ce qui prouve
que G = Centr(Q) et Q est central dans G.
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Prouvons (ii) = (i). On sait que G/Q est réductif (1.7) et que rgred(G/Q) = 1 donc
rgss(G/Q) = 0 ou 1. Le premier cas est impossible, car il entrainerait rgss(G) = 0,
donc G = T; on a donc rgred(G/Q) = rgss(G/Q) = 1, ce qui prouve que G/Q est
semi-simple ; donc Q est le radical de G et rgss(G) = 1.

Prouvons enfin (i) = (v). Si Q est le radical de G, on a dim(T) —dim(Q) =1 et Q
est central dans G, donc G = Centr(Q), ce qui prouve que Q est un tore singulier ;
par Bible, §11.3, th.2, on a Wq(T) = (Z/2Z)y; par Bible, §12.1, lemme 1, on a
dim(G) — dim(T) = 2. Il y a donc au plus deux racines de G par rapport & T, or il y
en a au moins deux, opposées (1.10).

Proposition 1.12. — Soient k un corps algébriquement clos, G un k-groupe lisse et
connexe, T un tore de G, R l’ensemble des racines de G par rapport a T et

o=0"@ [[ 0"  avecg® #0,
a€R
la décomposition de g sous Ad(T). Pour chaque o € R, soient Ty, le tore mazimal de
Ker(a) A et 7, = Centr (T, ). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) G est affine, réductif; T est maximal.

(i) g° =t, chaque Z, (a € R) est réductif.

(iii) g% =t, chaque g (o € R) est de dimension 1; et si o, 3 € R et ¢ € Q sont tels
que B = qa, alors ¢ = £1 ; pour chaque o € R, il existe un w,, € G(k) qui normalise
T, centralise T, mais ne centralise pas T.

De plus, sous ces conditions, chaque Z,, est de rang semi-simple 1 et on a Lie(Z,,) =
tog*dg .

Si G est affine et réductif et si T est maximal, chaque Z, est affine et réductif
(1.6.2 (i)), de tore maximal T; de plus, T est son propre centralisateur (1.6.2 (ii)),
donc g° = t, ce qui prouve (i) = (ii).

D’autre part g° = t entraine que T est maximal et G affine (cf. 1.10) donc chaque
Z, est affine, lisse et connexe, d’apres 1.3. De toutes facons, on a par Exp. II, 5.2.2

Lie(Zo) =g =a"@® [ o
BERNQa
On a donc
Lie(Zo) Dt® g ® g™,

ce qui entraine Z, # T. Comme T, est un sous-tore de codimension 1 dans T,
central dans Z,, on obtient par 1.11, appliqué a Z,, I’équivalence (ii) < (iii) et les
compléments.

11 reste & prouver (ii) = (i); on sait déja que (ii) entraine que T est maximal et
G affine. Soit U son radical unipotent ; il est distingué dans G, son algebre de Lie est
invariante sous Ad(T). On a donc

Lie(U) = (Lie(U) N g®) + [ (Lie(U) ng®).
a€cR

(IDN.D.E. : i.e., la composante connexe de Ker(a).

10
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Par (1.3.1), on a
UNT =UnNCentry(T) =rad”(Centr(T)) = rad“(T) = {e},

UNZ, =UnCentr,(Ty) =rad“(Centr (Ty)) = rad“(Z,) = {e}.

On a donc (12)

Lie(U) N g® = Lie(U) Nt = Lie(UNT) =0,
Lie(U) N g® C Lie(U) N Lie(Za) = Lie(U N Za) = 0
d’ott Lie(U) =0 et U = {e}, i.e. G est réductif.

Corollaire 1.13. — Soient k un corps algébriquement clos, G un k-groupe lisse et
conneze, T un tore de G, R l’ensemble des racines de G par rapport a T et

g=0"® [] o
acER
comme ci-dessus. Pour chaque o € R, soient Ty le tore mazimal de Ker(«) et Zy =
Centry(T,). Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) G est affine, semi-simple; T est mazimal.

(i) g" =t, chaque Z, est réductif et (), g Ker() est fini.

(13) Ceci résulte des égalités rad(G) = Centr(G)? et Centr(G) =
établies en 1.6.2 (iv) et (1.10.3).

o Ker(a),

2. Schémas en groupes réductifs. Définitions et premiéres propriétés

Scholie 2.1. — Si G est un schéma en groupes sur S, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) G est affine et lisse sur S, et & fibres connexes.

(ii) G est affine et plat sur S, de présentation finie sur S, et a fibres géométriques
integres.

Ces propriétés sont stables par changement de base et locales pour (fpqc).

(14) En effet, supposons (i) vérifié. Comme G est affine et lisse sur S, il est de

présentation finie sur S; et comme ses fibres sont lisses et connexes, elles sont géomé-
triquement integres, d’apres VIa, 2.4.
Réciproquement, si (ii) est vérifié, les fibres de G sont connexes et géométriquement
réduites, donc lisses (VIa, 1.3.1); alors G est lisse sur S, d’aprés EGA IV, 17.5.2.
Bien entendu, ces propriétés sont stables par changement de base : c¢f. EGA 11, 1.5.1
pour « affine », IVq, 1.6.2 (iii) pour « de présentation finie », IVa, 2.1.4 pour « plat »,
et IVa, 4.6.5 (i) pour « & fibres géométriques integres ».

(I2)N.D.E. : Noter que si U,L sont deux sous-schémas en groupes de G, on a Lie(U) N Lie(L) =
Lie(UNL).

(I13)N.D.E. : On a ajouté la phrase qui suit.

(I49)N.D.E. : On a ajouté ce qui suit.
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D’autre part, ces propriétés sont clairement locales pour la topologie de Zariski,
donc il suffit de vérifier que si S’ — S est un morphisme fidélement plat quasi-compact
et si Ggr — S’ a les propriétés indiquées, il en est de méme de G — S. Cela résulte
de EGA IV, 2.5.1 pour « plat », 2.7.1 (vi) et (xiii) pour « de présentation finie » et
« affine », et 4.6.5 (i) pour « a fibres géométriquement intégres » (et aussi EGA IV,
17.7.3 (ii) pour « lisse » ).

2.2. Soient G un S-schéma en groupes vérifiant les conditions précédentes, et Q un
tore (cf. IX, Déf. 1.3) de G. (%) Alors, d’apres XI, 6.11 a) et XI, 2.4, Centrg(Q)
est représentable par un sous-schéma en groupes fermé de G (donc affine sur S), de
présentation finie et lisse sur S; de plus, comme chaque fibre géométrique Gz de G
est un ®(s)-groupe lisse, affine et connexe, alors, d’apres la premiere assertion de 1.3,
il en est de méme de

Centrg_(Qs) = (Centrg(Q))s -

Lemme 2.3. — Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes lisse et affine sur S,
a fibres connexes, T un tore de G. L’ensemble des s € S tels que Gz soit un s-groupe
réductif, de rang semi-simple 1 et de tore maximal Tz, est un ouvert U de S.

Comme G et T sont plats sur S, la fonction
s — dim(Gs/3) — dim(Ts/3)

est localement constante ; soit U; I'ouvert des points de S ou elle vaut 2.
(16) D’apres 6.3, le groupe de Weyl

Wa(T) = Normg (T)/ Centr (T);

est représentable par un S-schéma en groupes étale et séparé sur S, et la fonction

s +—— nombre de points de W (T)s

est semi-continue inférieurement. Soit Us I’ensemble des points de S ou cette fonction
est > 1; c’est un ouvert. D’apres 1.11, ’ensemble des s tels que Gz soit réductif, de
rang semi-simple 1, de tore maximal T5, est U = U; N Uy ; de plus, pour tout s € U,
Wga(T)s a exactement deux points.

Par conséquent (cf. SGA 1,1 10.9 et EGA IV3, 15.5.1 et IVy, 18.12.4), W (T)y
est étale et fini sur U.

Remarque 2.4. — Le groupe W (T)y est isomorphe d (Z/2Z)y. En effet, d’apres ce
qui précede, il est étale et fini sur U; comme le foncteur des automorphismes de
(Z/2Z)y est le groupe unité, il suffit de vérifier 1’assertion localement, or elle est
immeédiate si 'algebre &7 qui définit W (T)y est un Oy-module libre. an

(I15N.D.E. : On a détaillé ce qui suit.

(16)N.D.E. : On a détaillé ce qui suit. Noter, d’autre part, que la section 6 est indépendante du reste
de cet Exposé.

(U)N.D.E. : L’hypothese entraine que o7 est localement libre de rang 2, et comme 1’idéal d’augmen-
tation .# est facteur direct de & alors, remplagant U par un ouvert affine Spec(R) assez petit, on
peut supposer que I = I'(U, .#) est un R-module libre de rang 1. Si  est un générateur de I, on a
alors 22 = ax pour un certain a € R, et 'hypothese que A = I'(U, .7) soit étale entraine que a est

12
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Notations et rappels 2.5.0. — (18) Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes, ¢ :
S — G la section unité de G. On a vu dans II, §4.11, que le foncteur Lie(G/S) est
représentable par la fibration vectorielle V(wg 5) (ol w5 = £*(€g 5)), et I'on note

8 = Zie(G/S) = (wgys)
le faisceau des sections de cette fibration vectorielle. Supposons de plus G lisse sur S,
alors wg /s et donc Zie(G/S) sont des Os-modules localement libres de type fini, et
lon a (cf. 14.6.5.1) :
Lie(G/S) = W(Zie(G/S)),
c.-a-d., pour tout S-schéma S’,
Lie(G/S)(S') = I(S, Zie(G/S) ® Og/).

D’aprés IT 4.1.1.1, Paction adjointe de G munit Lie(G/S) = W(Zie(G/S)) d’une
structure de G-Og-module, donc Zie(G/S) est un G-Og-module (cf. I 4.7.1). Si de
plus G est affine sur S, ceci revient a dire, d’apres 1 4.7.2, que Zie(G/S) est un
&7 (G)-comodule.

Si T est un tore sur S (IX Déf. 1.3), on dira que T est déployé (« trivial » dans
Poriginal) s’il est isomorphe & G;,, s pour un certain entier r > 0, et l'on dira que T
est trivialisé si 'on a fixé un tel isomorphisme ou, plus généralement, un isomorphisme
T ~ Dg(M), ot M est un groupe abélien libre de rang r.

Rappelons enfin (XIT Déf. 1.3) qu'un tore T de G est dit mazimal si, pour tout
s € S, Tz est un tore maximal de Gs.

Théoréeme 2.5. — Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes affine et de présen-
tation finie sur S, a fibres connexes, et so un point de S. Supposons G plat sur S en
e(s0) et la fibre géométrique Gs5 (réduite et) réductive (resp. semi-simple). Alors, il
eziste un ouvert U de S, contenant sy et un morphisme étale surjectif S’ — U tels
que :

(i) Gu est lisse sur S, a fibres géométriques réductives (resp. semi-simples), de
rang réductif et de rang semi-simple constants.

(ii) Gg posséde un tore mazimal déployé 1) T, et le groupe de Weyl (cf. 6.3)
Wa, (T) = Normg,, (T)/ Centrg,_, (T) = Normg,_, (T)/T

est fini sur S'.

(29 Notons 7 : G — S le morphisme structural et ¢ : S — G la section unité.
Comme G est plat sur S en €(sg) et G, réduit (donc lisse sur 3o, cf. VIo 1.3.1), alors
G est lisse sur S au point €(sg) (EGA IVy, 17.5.1), c.-a-d., il existe un voisinage ouvert
V de £(sg) tel que m|y soit lisse. Alors, S’ = ¢71(V) est un ouvert de S, et Gg: est

inversible dans R, et I’on voit alors facilement que A est lalgebre affine du R-groupe constant Z/27Z
(comparer avec les premieres lignes de [TO70]).

(I13)N.D.E. : On a ajouté ce paragraphe de notations et rappels.

(I9N.DE.:Ona ajouté « déployé ».

(2ON.D.E. : On a détaillé la démonstration.
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lisse sur S’ aux points de £(S’). Comme G est & fibres connexes, Gg/ est lisse sur S/,
d’apres Vg, 3.10. Donc, remplacant S par S’, on peut supposer G lisse sur S.

D’aprés Exp. XI, th. 4.1, le foncteur des sous-groupes de type multiplicatif de G
est représentable par un S-schéma ., lisse et séparé sur S. Notons ry le rang de Gg;
et considérons le sous-schéma ouvert .#,, de .4, qui représente le foncteur des sous-
tores de rang 9 de G (IX.1.4). La lissité entraine que .#,, admet un point rationnel
sur une extension finie séparable de s (sg) (cf. EGA IVy, 17.15.10 (iii)). Ainsi il existe
S’ — S étale muni d’un point s{, s’appliquant sur sg tel que Gy, admette un tore de
rang ro. Donc, remplagant S par S’, on peut supposer que G, admette un tore de
rang rg.

D’apres le « lemme de Hensel » (cf. XI, 1.10), la lissité de .#,, permet de relever
ce tore en un S'-tore T de G o S’ — S est étale muni d’un point s;, s’envoyant sur
s0. D’aprés Exp. X, 4.5 (voir aussi 6.1 (D)), il existe un morphisme étale f : S” — &'
déployant T et tel que f~1(s)) # @. Comme un morphisme étale est ouvert et que
les assertions de (i) sont locales pour la topologie étale on peut donc supposer que G
possede un tore déployé T, (22) maximal en sg. Ecrivons donc T = Dg(M) et soit

o= [] o™

meM
la décomposition de g = Zie(G/S) sous Ad(T) (Exp. I, 4.7.3).

On pose t = Zie(T) et, pour tout m € M, on note g™ (so) = g™ g £(50). **) Soit
R Pensemble des m € M, m # 0, tels que g™(sg) # 0. **) Comme Gg, est réductif,
on a g°(so) = t(sg), donc

a(s0) = t(s0) @ [ a*(s0)-

acR

Comme les modules en cause sont localement libres, on peut, quitte & restreindre S,
supposer les g* libres et

g=td [] o~
aER

On rappelle, cf. Exp. XII, 1.12, qu'un groupe de type multiplicatif possede un
unique tore maximal (c’est d’ailleurs & peu pres trivial par descente, le cas dia-
gonalisable étant évident). Soient alors T, le tore maximal du noyau de « et
Zo = Centrg(Ty). ) D’apres 2.2, Z, est affine et lisse sur S, & fibres connexes,
et d’apres 1.12, sa fibre (Z4)3, est réductive, de rang semi-simple 1, de tore maximal
Ts,. Par 2.3, il existe donc un ouvert U, de S, contenant sg, tel que Z,|u, ait ses
fibres réductives.

CUN.D.E. : qui est indépendant du reste de cet exposé.

(22)N.D.E. : Dans tout ce volume, on a remplacé « tore trivial » par « tore déployé ».
(23)N.D.E. : On a ajouté la phrase qui précede.

(249)N.D.E. : Noter que, g étant un @g-module fini localement libre, R est un ensemble fini.
(25)N.D.E. : On a détaillé la phrase qui suit.

14
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Posons U = (¢ Ua- Par 1.12, pour tout s € U, Gg est réductif, de tore maximal
T3 et 'ensemble des racines de Gz par rapport a Ty s’identifie & R, de sorte que

rgred(Gs) = dim(T) = rg(M), rgss(Gs) =rg(R) (cf. 1.10).

On a donc prouvé (i) et la premiere assertion de (ii) ; reste & prouver que le groupe
de Weyl W, (Ty) est fini sur U, i.e. « qu’il a le méme nombre de points dans chaque
fibre géométrique » (cf. SGA 1, 110.9 et EGA IV3, 15.5.1 et IV, 8.12.4).

Pour cela, il suffit de remarquer que la fibre géométrique de ce groupe en s € U est
déterminée par la situation R C M, comme groupe constant associé au « groupe de
Weyl abstrait de ce systéme de racines », et en particulier est indépendante du point
s, cf. Bible, §11.3, th. 2 (voir aussi Exp. XXII, n°3).

Corollaire 2.6. — Soit G un S-groupe affine et lisse sur S, a fibres connexes. L’en-
semble des points s € G tels que Gz soit réductif (resp. semi-simple) est un ouvert U
de S et les fonctions

s +— rgred(Gsz/3), s+ rgss(Gs/3)

sont localement constantes sur U.

Définition 2.7. — Un S-groupe (= S-schéma en groupes) G est dit réductif (resp.
semi-simple) s’il est affine et lisse sur S, a fibres géométriques connezes, et réductives
(resp. semi-simples).

Le fait d’étre réductif (resp. semi-simple) pour un S-groupe G est stable par chan-
gement de base et local pour la topologie (fpqc).

2.8. Soit G un S-groupe réductif. Pour tout tore (resp. tore maximal) Q de G, Z(Q) =
Centr(Q) est réductif (resp. est Q). Cela résulte aussitot de 2.2 et 1.6.

Appliquant 2.5 & Centrs(Q) on en déduit que Q est contenu (localement pour la
topologie étale) dans un tore maximal.

Remarque 2.9. — Utilisant comme d’habitude la technique de EGA IV3, §8, les hy-
potheses de présentation finie et le théoreme 2.5, on voit que si G est un groupe
réductif sur S, il existe un recouvrement ouvert de S, soit {U;}, tel que chaque Gy,
provienne par changement de base d’un groupe réductif sur un anneau noethérien (en
fait une algebre de type fini sur Z). De méme, si G posséde un tore maximal déployé
T, on peut de plus supposer que Ty, provient d’un tore maximal déployé du groupe
précédent, .. ..

3. Racines et systémes de racines des schémas en groupes réductifs

3.1. Soient S un schéma, T un S-tore opérant linéairement sur un Os-module lo-
calement libre de type fini & (cf. 1, §4.7). Pour tout caractére o de T (c.-a-d.,
a € Homg ¢, (T, Gy, 8)), on définit un sous-foncteur de W(.%) par

W(Z)*(S") = {x e W(ZF)(Y) |t 2 = a(t)z pour tout t € T(S"), " — S'}.
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Lemme. — (2% Alors W(F)* = W(ZF%), ou F est un sous-module de .Z, locale-
ment facteur direct dans %, donc aussi localement libre.

En effet, 1'assertion est locale pour la topologie (fpqc) et on peut supposer T =
Dg(M), ot M est un groupe abélien (libre) de type fini. Alors « s’identifie & une
fonction localement constante de S dans M (Exp. VIII 1.3), et quitte & restreindre
S, on peut supposer que cette fonction est constante. On est alors ramené a Exp. I,
4.7.3.

Définition 3.2. — Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes lisse a fibres
connexes, (?) T un tore de G. On note g = Zie(G/S) et on fait opérer T sur g
par 'intermédiaire de la représentation adjointe de G.

On dit que le caractere a de T est une racine de G par rapport ¢ T si les conditions
équivalentes suivantes sont satisfaites :

(i) Pour chaque s € S, az est une racine de Gy par rapport a Tz (1.10).

(ii) « est non trivial sur chaque fibre et g*(s) # 0 pour chaque s € S.

Lemme 3.3. — Soient S un schéma, T un S-tore, a un caractére de T. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(i) « est non trivial sur chaque fibre, c’est-a-dire : pour tout s € S, az est distinct
du caractére unité de Ts.

(ii) Pour tout ' — S, S’ # @, ag est distinct du caractére unité de Tg.

(iii) Le morphisme « est fidélement plat.

(28) 11 est clair que (ii) = (i) et on voit facilement que (iii) = (i). On a (i) = (ii)
car si s € S est au-dessus de s et si oy est le caractére unité, il en est de méme de
as. Enfin, pour prouver (i) = (iii), on se rameéne au cas o T est diagonalisable et on
conclut par Exp. VIII 3.2 a).

3.4. 29 Soient G un S-schéma en groupes réductif, T un tore maximal de G. Soit a
une racine de G par rapport a T. Alors, d’apres 2.5.0 et 1.12, g est un Os-module
localement libre de rang un. De plus, d’apres 1.10, —« est aussi une racine de G par
rapport a T. En particulier, si G est de rang semi-simple 1, on a par 1.11 et 1.12 :

(26)N.D.E. : On a fait de cet énoncé un lemme, pour le mettre en évidence.

(2DN.D.E. : L’original ajoutait ’hypothese que G soit de présentation finie sur S, qui ne semble pas
utilisée dans la suite. De toutes facons, G étant lisse sur S et a fibres connexes, il est quasi-compact
et séparé sur S (VIg, 5.5), donc de présentation finie sur S.

(28)N.D.E. : On a simplifié loriginal, qui invoquait Exp. IX, 5.2. Notons toutefois que loc. cit., 5.3
montre que si S est conneze, alors les condition du lemme sont vérifiées des lors que (i) est vérifié en
un point s de S.

(29)N.D.E. : On a modifié ce qui suit, pour rappeler les hypotheses de 3.2 et ajouter que T est un
tore mazimal.

17
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Lemme 3.5. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif de rang semi-simple 1, T
un tore mazximal de G. Si o est une racine de G par rapport a T, alors —a en est
ausst une et on a

g=tog"@g ",

* sont localement libres de rang 1.

ou g* et g~

Définition 3.6. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, T un tore maximal de
G, R un ensemble de racines de G par rapport a T. On dit que R est un systéme de
racines de G par rapport a T si les conditions équivalentes suivantes sont satisfaites :

(i) Pour chaque s € S, o +— a5 est une bijection de R sur I'ensemble des racines de
Gs par rapport a Ts.

(ii) Les éléments de R sont distincts sur chaque fibre (i.e.si o, o/ € R, a # o/,
alors a — o’ (= aa’~1) est non trivial sur chaque fibre) et pour chaque s € S, on a

dim(Gs/k(s)) — dim(Ts/k(s)) = Card(R).

(iii) Ona g =t D [[,cp 8
L’équivalence de ces diverses conditions est triviale.

Lemme 3.7. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, T un tore maximal de
G, R un systéeme de racines de G par rapport a T. Toute racine de G par rapport a
T est localement sur S égale a un élément de R.

C’est visible sur la condition (iii).

Posons .# = Homg,, (T,G,, s); c’est un S-schéma en groupes constant tordu
(Exp. X 5.6). Si G admet un systéme de racines R par rapport a T, alors 'inclusion
R — .#(S) définit un morphisme Rg — .#, out Rg est le S-schéma constant défini
par R; grace a la condition (ii), on voit facilement que ce morphisme est une immer-
sion ouverte et fermée dont I'image n’est autre que (J,.g @(S) (chaque a € R étant
considéré comme une section S — .Z).

Soit R le foncteur des racines de G par rapport & T : par définition, R(S) est
I’ensemble des racines de Gg/ par rapport a Ts pour tout S’ — S; si S’ = &, on pose
R(2) = {e}, et si S’ # & alors I'inclusion R — .Z(S') identifie R & un systéme de
racines de Gg/ par rapport a Tgs, et donc, d’apres 3.7, on a

R(SI) = Homloc. const‘(Sla R)’

ce qui montre que R est représentable par Rg.

Si maintenant on ne suppose plus nécessairement que G possede un systeme de
racines relativement & T, R est de toute fagon un sous-faisceau de .# pour (fpqc).
Localement pour cette topologie, G possede un systeme de racines par rapport a T
(prendre par exemple T déployé). Par Exp. IV 4.6.8 et la théorie de la descente des
sous-schémas ouverts (resp. fermés), %) on obtient :

(BON.D.E. : voir SGA 1, VIII 4.4 ou EGA IVg, 2.7.1.
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Proposition 3.8. — Soient S un schéma, G un S-groupe, T un tore maximal de
G. Le foncteur R des racines de G par rapport a T est représentable par un S-
schéma fini constant tordu (Exp. X 5.1) qui est un sous-schéma owvert et fermé de
I—IoimS—gr.(Tmays)'

Pour que R C Homg g, (T, G, g) soit un systéme de racines de G par rapport a
T, il faut et il suffit que le morphisme Rg — Homg (T, Gy, s) défini par Uinclusion

précédente induise un isomorphisme Rg — R.

3.9. Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, T un tore maximal de G, o une

racine de G par rapport & T (i.e. une section de R). Considérons le noyau Ker(a) de

R, son unique tore maximal Ty, et le centralisateur de ce dernier, Z, = Centrg(T,).

C’est un S-groupe fermé dans G, réductif (2.8) de rang semi-simple 1 (1.12). De plus,
ZLie(Za/S) =tdg* @ g™,

donc {a, —a} est un systeme de racines de Z, par rapport a T.

3.10. Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, T un tore maximal de G, o une
racine de G par rapport a T. Si ¢ € Q et si g est une racine de G par rapport a T,
alors ¢ = 1 ou ¢ = —1. Cela résulte aussitot de 1.12.

4. Racines et schémas en groupes vectoriels

4.1. Soient S un schéma, . un Os-module localement libre de type fini. Le S-schéma
W(F) est lisse sur S. Son algebre de Lie est canoniquement isomorphe & %#. En effet,
on a un isomorphisme canonique

W(F) — Lie(W(F)/S) = W(Lie(W(F)/S)).
(Exp. II, 4.4.1 et 4.4.2). Nous identifierons toujours .% et .Zie(W(#)/S).

Lemme 4.2. — Soient S un schéma, V une fibration vectorielle sur S, lisse sur S. Il
existe alors un isomorphisme unique de Og-modules

exp : W(Zie(V/S)) — V
qui induise Uidentité sur les algébres de Lie. (31

(BUN.D.E. : On a conservé la démonstration de Poriginal; on peut aussi la détailler comme suit.
Soient .# un Os-module quasi-cohérent, V = V(.%). On note 7 la projection V — S et ¢ la section
nulle S — V. Alors Q{,/S =*Z, d’ou

(1) wy g ="y g 2 TF 2 F,

et donc Zie(V/S) = (w{,/s)v ~ ZV. Si on suppose V lisse sur S alors, d’aprés (1), . est localement
libre de type fini, et donc

(2) V =V(F) ~ W(FY) ~ W(ZLie(V/9)).

Maintenant, si U est un S-schéma muni d’une section 7 : S — U, et si I’on s’est donné un isomorphisme
¢ : V=5 U de S-schémas « pointés », i.e. tel que ¢ oe = 7 (par exemple si U est un S-groupe), alors

20
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En effet, on a V = V(.%) pour un certain &s-module quasi-cohérent .%#. Comme V
est lisse sur S, alors .F ~ w\ll /s est localement libre de type fini, et donc

Lie(V/8) = V(w,s) = W(Zie(V/S)).
De plus, d’apres Exp. II loc. cit., on a un isomorphisme canonique
V = Lie(V/S) ~ W(Zie(V/S))

et on a aussitot I'unicité de exp, car W est pleinement fidele.

4.3. Notations. — Si V est un fibré vectoriel sur S, on désignera par V* louvert
de V obtenu en retirant la section 0. Notons la loi de groupe de V en notation multi-

plicative. L’opération de Og sur V définissant la structure de module sera alors notée
exponentiellement

OS>S<V—>V7 (x,v) — V™.

! ’ ’ ’ . . . .
On a (vv')® = v®'", V™ = %™ v*® = (v*)® . En particulier, si on restreint la
loi d’opérateurs a G,,, g, alors V> est stable et est donc muni d’une structure d’objet
a groupe d’opérateurs G, s. On notera encore cette loi par (z,v) — v?.

Définition 4.4.1. — 32) Soit . un module inversible sur S et W (%) le fibré vectoriel
associé. Alors W(.Z)* est un fibré principal homogene (localement trivial) sous G, s.
On note I'(S,.Z)* = W(Z)*(S).

Scholie 4.4.2. — 11 y a correspondance bijective entre les isomorphismes de Os-
modules Os ~ Z, les isomorphismes de Og-modules Og ~ W(.Z) 33) et les sections
S — W(L)*.

Cette correspondance s’effectue par f — W(f) — W(f)(1). Elle est compatible
avec Pextension de la base. On peut donc considérer W(.Z)* comme le « schéma des
trivialisations de W(Z) ».

¢ induit un isomorphisme d¢ : FV - Ze(U/S), d’olt un isomorphisme ) :

W(FY) ———V(F) —2—>U
m <
W(Lie(U/S))

qui permet d’identifier U & W(Zie(U/S)). Comme le foncteur W est pleinement fidele, il existe un
unique isomorphisme exp : W(.Zie(U/S)) —= U tel que .Zie(1)~! o exp) = id. En fait, on peut voir
directement que Zie(y) = id, de sorte que exp = 1.

(32)N.D.E. : Pour des références ultérieures, on a transformé 4.4 en 4.4.1 et 4.4.2.

(33)N.D.E. : Ici, on identifie le fibré vectoriel W(.%) au foncteur en Og-modules qu’il représente.
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4.5. Soient S un schéma, T un tore sur S, P un S-groupe a groupe d’opérateurs
Gm, s (par exemple un fibré vectoriel), o un caractéere de T. On note T -, P le produit
semi-direct de P par T, ou T opére sur P par le morphisme composé

T —— Gpm,s — Autg ,, (P).

Définition 4.6. — Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes, T un sous-groupe
de G, a un caractere de T, .Z un Os-module. Soit

p: W(Z)— G (34)
un morphisme de S-foncteurs en groupes. On dit que p est normalisé par T avec le
multiplicateur « s’il vérifie les conditions équivalentes suivantes :
(i) p est un morphisme d’objets & groupes d’opérateurs T, si on fait opérer T sur
W (&) par « et sur G par automorphismes intérieurs. En d’autres termes, pour tout
S"— Settoust € T(S) et x € W(ZL)(S) =T(8, £ ® 0g), on a

int(¢)p(z) = p(a(t)z).
(ii) Le morphisme T -, W(Z) — G défini par le produit dans G (i.e. par (¢,z) —
t - p(x)) est un morphisme de groupes.

Lemme 4.7. — Sous les conditions de 4.6, supposons de plus G lisse et a fibres
connexes, 3% T tore mazimal de G, £ inversible. Si p est un monomorphisme et a
non nul sur chaque fibre, alors o est une racine de G par rapport a T.

En effet Zie(p) : £ — g est un monomorphisme qui se factorise par g<.

Proposition 4.8. — Sous les conditions de 4.7, supposons que G soit réductif, et que
p soit un monomorphisme. Alors o est une racine de G par rapport a T et ZLie(p)
induit un isomorphisme

Lie(p) : L = g*.

En effet, en vertu de 4.7 et du fait que g® est inversible, il suffit de prouver que
a est non nul sur chaque fibre. Soit donc s € S tel que az = 0 (= 1 en notation
multiplicative). Si X est une section non nulle de £ ®g k(3), p(X) est un élément
unipotent # e de G(3) qui centralise Tg, ce qui est impossible, car celui-ci est son
propre centralisateur.

Corollaire 4.9. — Sous les conditions de 4.8, il existe un monomorphisme de groupes
a opérateurs T (i.e. normalisé par T avec le multiplicateur o)
W(g") — G

qut induit sur les algebres de Lie le morphisme canonique g% — g.

Nous verrons bientot que 4.9 est vérifiée en fait chaque fois que G est un groupe

(34)N.D.E. : Ici, on a noté W(Z) (avec W en gras) car, pour un s-module £ arbitraire, W (%)
n’est pas nécessairement représentable. Mais dans la suite, . sera supposé localement libre de rang
fini (et méme inversible), auquel cas le foncteur est représentable par le fibré vectoriel V(.ZV), et on
le notera simplement W(.%).

(35)N.D.E. : cf. la N.D.E. (27).

22
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réductif et o une racine de G par rapport a T, et qu’un tel morphisme est unique.

Rappel 4.10. — Soient k un corps algébriquement clos, G un k-groupe réductif, T un
tore maximal de G, o une racine de G par rapport a T. Il existe un monomorphisme
p:Gyr— G

normalisé par T avec le multiplicateur a.

Voir Bible, §13.1, th. 1.

4.11. Terminons cette section par un résultat technique qui nous sera utile. Soient
S un schéma, et .Z un Os-module inversible. Soit ¢ un entier > 0 tel que x — x7 soit
un endomorphisme du S-groupe G, 5. (Si S # @, on a ¢ = 1, ou ¢ = p”, p étant un
nombre premier nul sur S; cela résulte aussitot du fait élémentaire suivant : le pged
des coefficients binomiaux (‘g), pour i # 0,q, est p si ¢ = p", p premier, et 1 dans le
cas contraire). Le morphisme défini par la puissance g-iéme

P

est un morphisme de faisceaux de groupes abéliens. Il définit par changement de base
un morphisme de S-schémas en groupes :
W(Z) — W(L%9).

En particulier, si .Z’ est un autre module inversible et si on a un morphisme de
Os-modules
h: %% — &,
on en déduit un morphisme de S-schémas en groupes :
W(&) — WL, x — h(z?).

Ces notations posées, on a

Proposition 4.12. — Soient S un schéma, T (resp. T') un S-tore, £ (resp. L") un Ofs-
module inversible, o (resp. o) un caractére de T (resp. T'). 39 Soient f : T — T'
un morphisme de groupes et g : W(Z) — W(Z') un morphisme de S-schémas (pas
nécessairement un morphisme de S-groupes) vérifiant la condition suivante :

(%) gla(t)z) = o/ (f(t)) g(x)
pour tous © € W(L)(S), t € T(S"), S — S. Soit sg €S tel que az, # 0.

a) Supposons que g envoie la section 0 sur la section 0 et que pour tout entier
n >0, on ait (& o f)s, #nas,. Alors g =0 au voisinage de sg.

b) Supposons que g soit un morphisme de groupes tel que gz, # 0. Il existe alors un

ouvert U de S contenant sg et un entier ¢ > 0 tel que x — x? soit un endomorphisme
de Gq,u et que (¢ o f)y = qay.

(36)N.D.E. : On a supprimé « considérons le produit semi-direct T-o W(Z), resp. T/ -os W(Z") ». Par
contre, I’hypothese dans (b) que g soit un morphisme de groupes, combinée avec (*), équivaut & dire
que le morphisme (¢, z) — (f(t), g(x)) est un morphisme de groupes de T-o W(Z) vers T’ -, W(Z").
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c) Supposons que (&' o f)s, = qas,, ot g est un entier > 0 tel que x — x9 soit un
endomorphisme de G, g. Il existe alors un ouvert U de S contenant so et un unique
morphisme de Os-modules

h: g@q‘U —>$/|U
tels que gy soit le morphisme composé

z—ax? W(h
W(L)y 222 w2y, Y, (2.

Démontrons (a). Comme la conclusion est locale sur S, on peut supposer que
W(Z) =W(Z") = G, s et donc que g s’exprime comme un polynome

9(X) =) anX", an €T(S, Os).

n=0

La condition (%) qui lie f et g s’écrit comme une identité dans I'(S’, Og/)[X] :

> and (F1)X" =Y ana(t)"X",

n>=0 n=0

soit, pour tout n > 0, tout S’ — S et tout t € T(S'),

an (o (f(t)) — a(t)") = 0.

Pour chaque n > 0, soit S,, Uensemble des s € S tels que (o’ o f)z = naz. On sait
(Exp. IX 5.3) que les S,, sont ouverts et fermés, et que (¢’ o f)s, = nas,. De plus,
comme a3, 7# 0, on peut, quitte a restreindre S, supposer que « est non nul sur chaque
fibre (méme référence), ce qui entraine que les S,, sont disjoints. Quitte & restreindre
S, on peut donc supposer que 'on est dans I'un des deux cas suivants : il existe un n
tel que S = S,, ou bien tous les S,, sont vides.

Soit m > 0 tel que S,, = &, je dis qu’alors a,,, = 0; en effet o’ o f et m« sont
distincts sur chaque fibre de S, et on a :

Lemme 4.13. — Soient S un schéma, T un S-tore, o et o’ deux caractéres de T dis-
tincts sur chaque fibre ; il existe une famille {S; — S} couvrante pour (fpqc), et pour
chaque i un t; € T(S;), tels que a(t;) — o/ (t;) = 1.

Le lemme est trivial, par réduction au cas diagonalisable, puis au cas T = G, s.

Reprenons la démonstration de la proposition 4.12; on vient de prouver (a). Dans
les cas (b) et (c), il existe un n tel que S = S,, (n = ¢ dans (c¢)). Par le résultat
précédent on a donc a,,, = 0 pour m # n, ce qui prouve que g s’écrit

g(X) = aan, an € F(Sa ﬁS)

Cela prouve aussitét (c¢). Dans le cas (b), on sait que a,(sg) # 0, on peut donc
supposer a,, inversible sur S, ce qui entraine que = +— x" est un endomorphisme de
Gg,s (en vertu de 'hypothese de (b)) et acheve la démonstration.

25
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5. Un exemple instructif

5.1. Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique 0. Posons A = k[t],
anneau des polynomes & une variable sur k et S = Spec(A). Considérons 'algebre de
Lie g sur Og suivante : comme module, elle est libre de dimension 3, de base {X,Y,H};
la table de multiplication est

(X, Y]=2tH, [H,X]=X et [HY]=-Y.
Pour s € S, s # s (point défini par ¢t = 0) la fibre g(s) = g ®a x(s) est isomorphe a
l'algebre de Lie du groupe PGLy (). Pour s = s, c’est une algebre de Lie résoluble.

5.2. Soit Gi le schéma en groupes des automorphismes de g : pour tout S’ — S,
G1(S’) est le groupe des automorphismes de la Og-algebre de Lie g @4 Ogr. Clest
un sous-schéma fermé du groupe GL(g) des automorphismes du &g-module g. Soient
S" — Setue M3(IT(S,Os)) considéré comme un endomorphisme du &g-module
9 Qe Oy -

u(X) = aX +bY + eH,
w(Y) =b'X+dY +€H,
w(H) = X + Y + dH.
On voit aussitot que u est une section de Gy si et seulement si dét(u) est inversible
et si on a les relations : (37)
(1) a(d—1) =ec , 1) ad-1)=¢cd,
(2) b(d+1) =ed , 2N V(d+1)=¢c,
(3) e = 2t(bc — ac’) , (3 e =2t(t'd —dc),
(4) 2tc = eb/ — ae’ , (4") 2tc’ = be' — ed’
(5) 2t(aa’ — bb') = 2td.
Lemme 5.3. — Les relations (1), (1), (2), (2') impliquent
dét(u) = aad’(2 — d) + b’ (d + 2),
aa’ — bt = d - dét(u).
En effet, la premiére assertion s’obtient aussitot en reportant les relations (1), (1),
(2), (2") dans le développement de dét(u) :
dét(u) = aa’d + be'c +b'c’e — a’ec — ae’d — bb'd
=ad'd+b'(d+1)+bb'(d+ 1) —ad' (d—1) —bb'd — aad’(d — 1)
=ad(d—d+1—d+1)+bb'(d+1+d+1—d)
=ad' (2 —d)+ bV (d+2).
Multipliant alors cette relation par d, on obtient
d - dét(u) = aa’(2d — d?) + bb' (d* + 2d).

(BT)N.D.E. : L’égalité [u(X), u(Y)] = 2t u(H) (resp. [u(H), u(X)] = u(X), resp. [u(H), u(Y)] = —u(Y))
donne les relations (4), (4') et (5) (resp. (1-3), resp. (1'-3")).
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Mais la relation (1) x (1) = (2) x (2') donne aussitot
ad'(d —1)% = b/ (d + 1)2.
Combinant les deux relations précédentes, on trouve aussitot la seconde formule cher-

chée.

5.4. Considérons alors G = G; N SL(g). C’est le sous-groupe fermé de Gy défini par
Iéquation dét(u) = 1. C’est donc un groupe affine sur S.

Proposition 5.5. — Le groupe G est lisse sur S.
Pour démontrer la proposition, on aura besoin des lemmes qui suivent.

Lemme 5.6. — Soit U louvert de End, (g) ~ W(M3(0s)) défini par la condition « le
produit ad est inversible », i.e. Uouvert Enda(g)s, ot f est la fonction définie par
f(u) =ad. Alors UNG est le sous-schéma fermé de U défini par les 6 équations :

(0, (2), (2), 3), ) e (D):ad —bb =d.

11 est d’abord clair que ces 6 relations sont vérifiées par tout « point » de G (lemme
5.3), en particulier par tout « point » de U N G. Réciproquement, il faut montrer que
si u € U(S) (pour tout S’ — S), et si u vérifie les 6 conditions de I’énoncé, alors
dét(u) = 1 et u vérifie aussi (1), (4), (4') et (5).

On a d’abord (D) = (5). D’apres (2) et (2), on a

bb' (d + 1) = bee’ =b'ce.
Mais par (3) et (3'), on a, en écrivant de deux manieres 2t(bc — ac’)(b'¢’ — a’c) :
(bc — ac')e' = (b'c —d'c)e.

Combinant avec la relation précédente, cela donne ac’e’ = a’ce. Mais par (1), a’ce =
a’a(d—1), ce qui prouve a(a’(d—1) —e’c’) = 0 et entraine (1’), puisque a est supposé
inversible.

Ainsi, (1), (2), (2') et (1’) sont vérifiées, donc par le lemme 5.3 et (D) on a
d(dét(u) — 1) = 0. Comme d est supposé inversible, ceci entraine dét(u) = 1.

Prouvons (4) et (4'). Faisons-le par exemple pour (4'), Pautre calcul s’en déduisant
par symétrie. Par (3), (3') et (D), on a aussitot

a'e+be' = —2t(aa’ — bb' ) = —2tdc .
Combinant (1') et (2), on a aussi (3®)
a'e + be = —d(be’ — ed'),
ce qui termine la démonstration de (4’), d étant supposé inversible.

Lemme 5.7. — G est lisse sur S le long de la section unité.

(38)N.D.E. : On a corrigé le signe.
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Par 5.6 et SGA 1, II 4.10, il suffit de prouver que les différentielles des fonctions
a(d — 1) — ec, b(d+1) —ed, V(d+1)—¢ec,
e — 2t(bc — ac’), e —20'd —de), aa’ — bt —d,

aux points de la section unité de G sont linéairement indépendantes. Or notant par
une majuscule la différentielle de la minuscule correspondant, ce sont (39)

D, 2B, 2B, E +2tC/, E' + 2tC, A+ A —D,
qui sont bien linéairement indépendantes modulo tout (t — \), A € k. (40)
Lemme 5.8. — Pour s € S, s # sg, la fibre G, est connexe et semi-simple.

(41) En effet, comme s # s, g(s) est isomorphe & I’algebre de Lie de PGLy (s et,
d’autre part, on a Gg = (G1)s; or il est connu que le groupe des automorphismes de
I’algebre de Lie de PGLs sur un corps de caractéristique 0 est PGLo lui-méme, qui
est connexe et semi-simple.

Lemme 5.9. — La fibre Gy, est résoluble et a deur composantes connexes qui sont de
la forme suivante :
a 00 0 0
Gl =¢(0at0 et G =<[b7t0 0
c d 1 c ¢ -1

En effet, on a e = ¢’ = 0, car ¢ = 0 en sg. On résout alors immédiatement les

équations (1), (1'), ... (5) et (D).

010
Lemme 5.10. — w = |10 0 | est une section de G sur S, telle que w(so) € G, .
00 -1

Démontrons maintenant 5.5. (*2) Notons G° la réunion des composantes neutres
des fibres de G (c’est-a-dire le complémentaire de G, ); comme G est lisse sur S le
long de la section unité (5.7), alors G° est un sous-groupe ouvert de G lisse sur S,
d’apres VIg, 3.10. Comme, par translation, G est évidemment lisse aux points de
w(S), G est lisse sur S.

z 00
5.11. Considérons le morphisme G, s — G° défini par z — [01/20]. C’est un
001
monomorphisme qui définit un tore T de G°. Je dis qu’on a

T = Centrg(T) = Centrg, (T).

(B9N.D.E. : On a corrigé A+ A’ + Ben A+ A’ —D.

(4O)N.D.E. : On a corrigé « (t —a), a € A» en « (t —A), A € k ».

(4DN.D.E. : On a modifié légérement la phrase qui suit.

(42)N.D.E. : On a modifié la phrase qui suit, en ajoutant la référence & VIg, 3.10.
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Il suffit en effet de vérifier la premiere égalité. Comme il s’agit de sous-groupes lisses
sur S de G, il suffit de vérifier qu’ils ont les mémes points géométriques. Pour les fibres
aux points s # s, cela résulte de ce que PGLy () est réductif et de ce que Ty en est
un tore maximal pour des raisons de dimensions (cf. 1.11). Sur la fibre de s, le calcul
se fait immédiatement. Il en résulte en particulier que T est un tore maximal de G et
de G°.

5.12. La section w de G définie en 5.9 normalise T. Il en résulte aussitdt (cf. 2.4)
que le groupe de Weyl de G est isomorphe a (Z/27Z)g, et en particulier fini sur S.

W (T) = Normg(T)/T = (Z/2Z)s.

En revanche Wqo (T) n’est pas fini sur S : il lui « manque un point » au-dessus de sg.

5.13. L’immersion ouverte G’ — G n’est pas une immersion fermée (car G° est
dense dans G); elle est cependant un morphisme affine (et donc G est affine sur S).
En effet, comme Ggo est fermé dans G,,, qui est fermé dans G, le complémentaire U
de GY dans G est ouvert; G” et U forment un recouvrement ouvert de G et il suffit
de vérifier que les immersions G° — G% et G N U — U sont affines ; pour la premiére
c’est trivial, pour la seconde, on remarque que UNGY est défini dans U par I’équation
t # 0.

On a donc construit un S-groupe affine lisse, & fibres connexes, G°, possédant un
tore maximal T qui est son propre centralisateur et dont le groupe de Weyl Wqo(T)
n’est pas fini (comparer au théoréme 2.5).

6. Existence locale de tores maximaux. Le groupe de Weyl

Au cours de la démonstration de 2.5, nous avons utilisé un résultat de Exp. XI
sur l’existence locale pour la topologie étale de tores maximaux; la démonstration
de Exp. XTI utilise un résultat fin de représentabilité (XI 4.1). Dans le cas particulier
qui nous occupe, on peut en donner une autre démonstration, basée sur les idées de
Exp. XII n°7, et de nature beaucoup plus élémentaire.

Proposition 6.1. — Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes lisse, affine et a
fibres connexes sur S, so un point de S tel que les tores mazximauz de la fibre géo-
métrique Gs, soient leur propre centralisateur. Il existe un morphisme étale S — S
couvrant sg, et un tore maximal déployé T de Gg.

D’abord, on peut supposer S affine. (3) Comme G est de présentation finie sur S, on
peut supposer S noethérien, puis local, puis hensélien a corps résiduel séparablement
clos (cf. EGA TV, 8.12, §8.8, et §18.8). Posons donc S = Spec(A), A hensélien & corps
résiduel k = k(sg) séparablement clos. Choisissons un tore maximal T de Gg (= Gy)
(il en existe, par exemple parce que le schéma des tores maximaux de G est lisse sur

(43)N.D.E. : On a ajouté la phrase qui précéde ainsi que la référence & EGA IV dans ce qui suit.
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k, Exp. XII, 7.1 ¢)); comme k est séparablement clos, Ty est déployé (cf. X 1.4) et
est donc donné par un monomorphisme de groupes

foiG;@,k — Go.

Soit m un entier > 1 premier & la caractéristique de k. D’apres Exp. VIII 6.7, pour tout
h >0, Centrg, (,,»To) est représentable par un sous-schéma fermé de Go. Comme les
mr Lo sont schématiquement denses dans Tg (cf. Exp. IX 4.10) et que Gy est noethé-
rien, il existe un h tel que

Centrg, (,,»To) = Centrg (To) = To.

Posons n = m"; comme n est inversible sur S, ,G,, s est isomorphe & (Z/nZ)s; fo

définit donc un monomorphisme de groupes
uo : (Z/nZ);, — Go
tel que Centrq (ug) = To. Or le S-foncteur
P = Homg ., ((Z/nZ)s, G)

est représentable par un S-schéma de type fini (comme sous-schéma fermé de ,G =
Homg ., ((Z/nZ)s,G) = Ker(G 2 G)). Mais P est lisse sur S (Exp. IX 3.6), donc
up € P(k) se releve en une section u € P(S) (lemme de Hensel, Exp. XI 1.11) :

u: (Z/nZ)§ — G.

Considérons H = Centrq (u); c¢’est un sous-schéma en groupe fermé de G, d’apres
Exp. VIII 6.5 ), et 'on a Hy = T par hypothese. (*4) De plus, H est lisse sur S :
en effet, soient S’ = Spec(A) un schéma affine au-dessus de S, v’ : ,G,,, 5 — Gg le
morphisme déduit de u par changement de base, S; = Spec(A/J), ot J est un idéal
de carré nul, et soit € H(S}); comme G est lisse, z se releve en un élément g de
G(8'), alors v = int(g)(u') vérifie vy = v et donc, d’apres IX 3.2, il existe un élément
g’ de G(') tel que g} = e et int(g’)(v) = «/, alors h = ¢'g appartient a H(S") et vérifie
hJ = X.

Soit alors H? la composante neutre de H; c’est un sous-schéma en groupes de G,
lisse et a fibres connexes, dont la fibre spéciale est un tore. Par Exp. X 8.1, c’est un
tore, nécessairement déployé (Exp. X 4.6). Posons H? = T et soit C = Centrq(T) qui
est un sous-groupe fermé de G (Exp. VIII 6.5 e)), lisse (Exp. XI 2.4). Considérons C°
(on a en fait C° = C, mais nous n’avons pas besoin de le savoir) ; alors C® D T et ce
sont deux groupes lisses et a fibres connexes. Ils coincident en sy, donc au voisinage.
Quitte & restreindre S, on peut donc supposer C° = T, donc a fortiori T maximal.

Remarque 6.2. — La démonstration montre en particulier que le rang réductif de Gg
est constant au voisinage de s = sg.

Proposition 6.3. — Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes lisse et de présen-

tation finie sur S, Q un sous-tore de G.

(449)N.D.E. : On a ajouté la référence VIII 6.5 e) dans ce qui précede, et I'on a détaillé la phrase qui
suit.
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(i) Centr(Q) et Normg (Q) sont représentables par des sous-schémas en groupes
fermés, lisses (et donc de présentation finie) sur S.

(ii) Centro(Q) est un sous-schéma ouvert et fermé de Normn(Q). Le quotient
Wa(Q) = Norm(Q)/ Centr (Q) est représentable par un sous-schéma en groupes
ouvert de Auts_gr,(Q), c’est donc un S-schéma en groupes quasi-fini, étale et séparé
sur S.

(iii) Pour tout s € S, posons

w(s) = [Normgs)(Q(5))/ Centrgs) (Q(5))|
Alors s — w(s) est semi-continue inférieurement, et est constante au voisinage de s
si et seulement si Wg(Q) est fini sur S au voisinage de s.

Par Exp. XI16.11, Centr (Q) et Norm, (Q) sont représentables par des sous-schéma
fermés et de présentation finie de G. Ceux-ci sont lisses par Exp. XI 2.4 et 2.4 bis,
ce qui prouve (i). Les assertions (ii) et (iii) se démontrent alors comme dans Exp. XI
5.9 et 5.10, dont la démonstration n’utilise en fait que (i) et non les théorémes fins
Exp. XI 4.1 et 4.2.
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EXPOSE XX

GROUPES REDUCTIFS DE RANG SEMI-SIMPLE 1
par M. DEMAZURE

1. Systémes élémentaires. Les groupes U, et U_,

Rappel 1.1. — Soit S = Spec(k), ou k est un corps algébriquement clos, et soient G un
S-groupe réductif de rang semi-simple 1, T un tore maximal (nécessairement déployé)
de G. On a alors
g=tog"@g ",
ou « et —a sont les racines de G par rapport a T. De plus, il existe deux monomor-
phismes de groupes
Do i Gg,s — G et Do :Ges — G
tels que
tpa(z)t™ = pa(t)z) et tp_o(z)t™t =p_olat) ),
pour tout S — S et tous t € T(S'), x € G,(5'), et que le morphisme
Ga,S x T x Ga,s — G,
S S

défini par (y,t,x) — p_a(y) t po(z), soit radiciel et dominant (Bible, §13.4, cor.2 au
th. 3).

Comme l'application tangente a 1’élément neutre est bijective, ce morphisme est
également séparable, donc birationnel ; par le « Main Theorem » de Zariski (EGA III;,
4.4.9), c’est donc une immersion ouverte.

Lemme 1.2. — Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes, T un tore de G, Q
un sous-tore de T, a un caractére de T induisant sur Q un caractére non trivial sur
chaque fibre. Soit po : Go,s — G (resp. p—_a : G, s — G) un morphisme de groupes
normalisé par T avec le multiplicateur « (resp. —a). Supposons que le morphisme

u:GaysXTXGa’s—>G
S
défini ensemblistement par u(y,t,x) = p_a(y)tpa(x) soit une immersion ouverte.
Soient enfin q un entier > 0 et

p:Gy s — G

35
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un morphisme de groupes tel que pour tout S" — S et tous t € Q(S'), x € G4(S') on

ait
int(t)?(p(x)) = p(a(t)z).
Il existe alors un unique v € G4(S) tel que p(x) = po (v a?).

Soient en effet Q I'image de u et U = p~1(Q). C’est un ouvert de G, s, contenant
la section nulle. Pour toute section ¢ de Q, I'automorphisme de G, g défini par la
multiplication par a(t) laisse fixe globalement U. On a U = G, g ; en effet, il suffit de le
vérifier lorsque S est le spectre d’un corps algébriquement clos & ; alors « : Q(k) — k*
est surjectif, ce qui prouve aussitét U(k) D k*, donc U = G, . Il existe donc trois
morphismes

a:Ga,S—>Ga,Sa bZGa,S_’Ta C:Ga,S—>Ga,Sa
tels que
p(x) = p-ala(z)) b(x) palc(z)).

La condition sur p se traduit par

a(a(t)z) = a(t)"* a(z),

bla(t)r) = b(z),

cla(t)z) = a(t)? c(x).
Pour la méme raison que précédemment, on a donc pour tout S’ — S et tout
z € G, (5,

a(zz) = z7%a(x), b(zx) = b(x), c(zx) = 2%¢(x),
donc
z%a(z) = a(1), b(z) = b(1), e(z) = 29¢(1).

Comme G,, s est schématiquement dense dans G, g, on a aussitét pour tout

x € Gy(S), S —S:

zla(x) = a(l) = a(O) =0, d’olt @ = 0,
c(x) = 2¢(1) = pour un v € G,(S),
b()—b():() doub=e,
ce qui acheve la démonstration.
Définition 1.3. — Soit S un schéma. On appelle S-systeme élémentaire un triplet
(G, T,a) ou

(i) G est un S-groupe réductif de rang semi-simple 1 (Exp. XIX 2.7),
(ii) T est un tore maximal de G,
(iii) o est une racine de G par rapport & T (Exp. XIX 3.2).

On a donc une décomposition en somme directe (Exp. XIX 3.5) ()
g=tog" g ",

g% et g—“ étant localement libres de rang un.

(UN.D.E. : de Og-modules.
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1.4. Si(G,T,a) est un S-systeme élémentaire, alors (Gg/, Ts/, ag/) est un S’-systéme
élémentaire pour tout S’ — S. Si (G,T,a) est un S-systéme élémentaire, alors
(G, T, —a) en est aussi un.

Si S est un schéma, G un S-groupe réductif, T un tore maximal de G, & une racine
de G par rapport a T, alors (Exp. XIX 3.9), (Za, T, @) est un S-systéme élémentaire.

Soit (G, T,a) un S-systéme élémentaire. Le module inversible g* est muni ca-
noniquement d’une structure de T-module. On a donc également une structure de
T-module sur le fibré vectoriel W(g®). D’autre part, les automorphismes intérieurs de
T définissent sur G une structure de groupe a groupe d’opérateurs T.

Théoréme 1.5. — Soit (G, T,a) un S-systéme élémentaire.
(i) Il existe un unique morphisme de groupes & groupe d’opérateurs T

exp: W(g®) — G

qui induise sur les algébres de Lie le morphisme canonique g® — g. (2
Autrement dit, exp est l'unique morphisme vérifiant les conditions suivantes : pour
tout S — S et tout t € T(S'), X, X' € W(g*)(5), on a

exp(X + X') = exp(X) exp(X'),
int(t) (exp(X)) = exp(a(t)X),
Lie(exp) (X) = X.
(ii) Si on définit de méme (dans le S-systéme élémentaire (G, T, —a))
exp: W(g™") — G,
alors le morphisme
W(g™) x TxW(g%) — G
défini ensemblistement par (Y,t,X) — exp(Y) - t-exp(X) est une immersion ouverte.

Supposons avoir démontré I’existence des morphismes exp demandés et démontrons
les autres assertions du théoréme. Prouvons d’abord (ii). Comme les deux membres
sont de présentation finie et plats sur S, il suffit de le faire lorsque S est le spectre d’un
corps algébriquement clos (SGA 1, I 5.7 et VIII 5.5). Soit alors S = Speck. Soient
xeT(S,g*)*, Y € I'(S,g~*)*. Il suffit de prouver que le morphisme

Ga, k x TxGar—G  (y,t,z) — exp(yY)t exp(zX)
k

est une immersion ouverte. Or d’apres 1.1 et 1.2, il existe a, b € k tels que
exp(yY) =p-alay) et exp(zX) = pa(bz).

Comme exp : W(g~*) — G induit un monomorphisme sur les algebres de Lie, on a
a # 0; de méme b # 0 et on est ramené a 1.1.

(2IN.D.E. : On verra plus loin (Cor. 5.9) que exp est un isomorphisme de W(g®) sur un sous-groupe
fermé de G.
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L’unicité du morphisme exp peut se démontrer localement sur S; on se ramene
alors au cas ol g® et g~ sont libres, et on n’a plus qu’a appliquer 1.2 (avec Q =T
et ¢ =1).

Reste donc a prouver I'existence du morphisme exp demandé. Remarquons d’abord
qu’en vertu de la théorie de la descente fidelement plate et de l'assertion d’unicité
précédente, il suffit de démontrer cette existence localement sur S pour la topologie
(fpgc). Par les raisonnements habituels utilisant la présentation finie, on se ramene
au cas ou S est noethérien, puis au cas ou il est noethérien local. En vertu de la
remarque précédente, on peut donc se contenter de prouver ’existence du morphisme
exp cherché lorsque S = Spec(A), A local noethérien complet & corps résiduel k
algébriquement clos. Soit alors py : G4, — Gi un monomorphisme de k-groupes
normalisé par T avec le multiplicateur cg = a @4 k (il en existe par 1.1). On sait
(1.1 et 1.2) que le morphisme Ty o, Go,x — G correspondant est une immersion,
donc en particulier un monomorphisme. Admettons provisoirement les deux lemmes
suivants :

Lemme 1.6. — Soient S un schéma, G un S-groupe de présentation finie, T un S-tore,
a un caractére non trivial sur chaque fibre de T, sg un point de S. Soit

J:TaGas—G

un morphisme de S-groupes tel que fs, soit un monomorphisme et que la restriction
de f & T soit un monomorphisme. Il existe un voisinage owvert U de sg tel f|y soit
un monomorphisme.

Lemme 1.7. — Soient A un anneau local complet noethérien a corps résiduel k algé-
briguement clos, (G, T, a) un A-systéme élémentaire, po : G4, — Gi un morphisme
de k-groupes normalisé par Ty avec le multiplicateur o ®a k. Il existe un morphisme
de groupes p : G, o — G normalisé par T avec le multiplicateur a.

Soit p le morphisme dont 'existence est affirmée par 1.7. Soit f : T - G4 s — G
le morphisme correspondant. Il vérifie les hypotheses de 1.6, donc est un monomor-
phisme; en particulier p est un monomorphisme. On conclut alors par Exp. XIX 4.9.

Démonstration de 1.6. Désignons par € : S — T -, G,, g la section unité. Comme f est
non ramifié en €(sg), il 'est en €(s) pour tous les s d’un voisinage ouvert U de s¢ ; f|u
est donc non ramifié (Exp. X 3.5), donc son noyau Ker(f)y non ramifié sur U. Pour
prouver que f|y est un monomorphisme, il suffit donc ®) de prouver que Ker(f)y est
radiciel sur U, ce qui est une question ensembliste. On est donc ramené a prouver :

Lemme 1.8. — Soit k un corps algébriquement clos ; soit N un sous-groupe invariant
de T -4 G, i (o caractére non trivial du tore T), étale sur k et tel que NN'T = {e}.
Alors N = {e}.

On a int(¢')(t,z) = (¢, a(t')x). Si (¢, ) est un point de N, avec = # 0, alors (¢, zx)
est aussi un point de N pour z € k* et (¢, x) n’est pas isolé, donc N n’est pas quasi-fini.
On a donc ensemblistement N C T et on a terminé.

(B)N.D.E. : selon EGA 1Vy, 17.9.1.
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Démonstration de 1.7. Soient m le radical de A et S,, = Spec(A/m"™1), n > 0.
Montrons d’abord, par récurrence sur n, que py peut se prolonger pour chaque n en
un morphisme de S,-groupes

Pn - Ga,Sn — GSn

normalisé par Tg, avec le multiplicateur «,, les p, vérifiant de plus la condition
Pn+1 XS, 11 Sn = Dn-

Soit H = T-,G,,s. Le morphisme Hg, — Gg, défini par p,, est noté f,,. Admettons
le lemme suivant :

Lemme 1.9. — Si (G, T, ) est un k-systéme élémentaire, k algébriquement clos, et si
D : Gy — G est un monomorphisme normalisé par T avec le multiplicateur o, on a

H*(T o G k,9) = 0.

(On fait opérer T-oGq 1 sur g par Uintermédiaire du morphisme T-o, G, — G défini
par p, et de la représentation adjointe de G).

Alors, en vertu de Exp. III 2.8, f,, se prolongera en un morphisme de S,,;1-groupes

/ .
fn+1 . Hsn+1 Gsn+1 .

Or f) . et 'immersion canonique de Tg, ., dans Gg,,, ont méme restriction a Tg,,.
Par Exp. III 2.5, il existe un élément g € G(S,41) tel que g xs,,, S, = e et tel que
frnt1 = int(g) o f), 41 se restreigne a T, 11 suivant I'immersion canonique de Ty 41.
Soit pn41 la restriction de fr, 41 a Gg, g, ,. C’est un morphisme normalisé par Tg
avec le multiplicateur g, , ,, qui prolonge py,.

n+1

On a donc construit un systeme cohérent ( f,,) et il nous faut maintenant 1’algébriser.
Orona:

Lemme 1.10. — Soient A un anneau local noethérien complet, m son idéal mazximal,
S = Spec(A), S,, = Spec(A/m" 1), T un S-tore, a un caractére non nul de T, X un
S-schéma affine sur lequel T opére. Faisons opérer T sur G, g par l'intermédiaire de
a. Soit ¢ un entier 2 0, et soit (fn)n>0 un systéme cohérent de morphismes

fn: GZ,Sn — Xg,,
d’objets a opérateurs Ts, . Il existe un unique morphisme d’objets a opérateurs T
f: GZ,S — X
qui induise les f, (comparer & Exp. IX 7.1).

Corollaire 1.11. — Si X est un groupe a groupe d’opérateurs T et si les f, sont des
morphismes de groupes, f en est aussi un.

11 suffit d’appliquer ’assertion d’unicité du lemme aux deux morphismes Gi?s — X
déduits de f a la maniere habituelle.

Démonstration de 1.10. Supposons T déployé, ce qui d’ailleurs est le cas dans I'ap-
plication de 1.10 & la démonstration de 1.5. On sait (Exp. I 4.7.3, remarque), que
X +— &/ (X) réalise une équivalence de la catégorie des S-schémas affines munis d’une
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opération de T et de la catégorie opposée a celle des S-algebres graduées de type
M = Homs_gr_(T, (Gr,-,17 S)-
On a donc des graduations

B=o/(X)=[[ Bn e C=oGL)= ][] Cn.
meM meM

On voit aussitdt que chaque C,, est libre de type fini sur A. (En effet, on a C,, =0
si m n’est pas multiple de «, et si m = da, C,, est isomorphe au A-module des
polynémes homogenes de degré d, a ¢ variables). Posons

B = linn B ®a (A/mn+1) )

Cpn =lim_ Cp @4 (A/m™*1),

B= H’mEM Bm7 C= HnLEM Cm

On a alors des morphismes canoniques d’algebres graduées de type M
gB:B—>]§ et gc:C—>6.

Il résulte de la remarque faite plus haut que gc est un isomorphisme. Se donner un
systéme cohérent (f,,) comme dans 1’énoncé est équivalent & se donner un morphisme
de A-algebres graduées

F:B—C.
Trouver un morphisme f comme dans I’énoncé est équivalent & trouver un morphisme
de A-algebres graduées F : B — C rendant commutatif le diagramme

Comme g¢ est un isomorphisme, 'existence et I'unicité de F sont immédiates. Ceci
prouve 1.10.
Pour achever la démonstration de 1.5, il ne reste donc qu’a prouver 1.9.

1.12. Preuve de 1.9. On a g = t® g* & g~ . Comme expliqué en 1.9, considérons
g comme un (T -, Gg, ;)-module. 11 est clair que t & g est un sous-module de g, le
quotient étant isomorphe a g~ comme k-espace vectoriel et méme comme T-module.
Il est clair que Gg,, opére trivialement sur ce quotient qui est de dimension 1 (car
tout morphisme de groupes de G, 1, dans G, 1 est trivial). De méme g est un sous-
module de t ® g, le quotient étant isomorphe & t comme T-module, G,, 1 y opérant
trivialement. En résumé :

Lemme 1.13. — Sous les conditions de 1.9, g admet une suite de composition comme
(T o Gg, k)-module dont les quotients successifs sont

g_a7 t7 ga7

considérés comme (T -o G, 1)-modules grice a la projection T -, G4, — T.
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On est donc ramené a calculer la cohomologie de T -, G, opérant par 'intermé-
diaire de la projection T -, G4, — T et du caractere 8 de T (ici § = 0, @ ou —«)
sur W(k). @ Notons k[z1,...,z,] algebre des polynomes sur k en n variables et
kqlz1,...,2n] le sous-espace des polyndmes homogenes de degré g.

Lemme 1.14. — Avec les notations précédentes, on a H"(T - G k, k) = H*(C}, 5),

ot le complexze C;, 5 est défini par 45
. {kq[xh...,xn] st B = qa, avec q € N*;
a, B = .
0 sinon,

et

n

5f($1,l‘2, ey J,‘n+1) = f(xg, e ,l‘n+1) + Z(—l)zf(xl, e ,J)il‘i+1, . 7xn+l)

i=1
+ (71)"+1f(x1, cey ).

En effet, le foncteur M +— HO(T, M) est exact sur la catégorie des T-modules (et
les HY(T, —) nuls), par Exp. I 5.3.2. 1l en résulte, comme dans le cas habituel de
la cohomologie des groupes, que H*(T -, G, , k) peut se calculer comme le n-eme
groupe de cohomologie du complexe des cochaines de G, dans k, invariantes par T,
c’est-a-dire vérifiant

@, .. a(t)z,) = B f (w1, . 20).
Cela donne bien le complexe annoncé.

*

Pour démontrer 1.9, il suffit donc de prouver que H?( a,ﬁ) =0, pour 3 =0, a,
—aq, ce qui se fait immédiatement.

Remarque 1.15. — On peut calculer explicitement les groupes H”(CZ ﬁ) pour 8 = qu
(voir M. Lazard, Lois de groupes et analyseurs, Annales E.N.S.; 1955). En particulier,
on trouve H"(C}, ) = 0 pour n > q.
Notations 1.16. — L’image de 'immersion canonique
W(g™) x TxW(g%) — G
sera notée ). C’est un ouvert de G contenant la section unité. L’image de
W(g™), resp. W(g®), resp. W(g™)x T, resp. T x W(g%)
S S

sera notée ®)
U_,, resp. U,, resp. U_o-T, resp. T:U,.

Alors U, (resp. U_,) est un sous-groupe de G canoniquement muni d’une structure
de fibré vectoriel et on a

int(t)(z) = 2*®  (resp. x—*®),

(ON.D.E. : On a ajouté la phrase qui suit.
()N.D.E. : On a remplacé P_ et Py par U_q et Ug.
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pour tous S — S, t € T(S), € Uy (S') (resp. = € U_,(Y)).
On a des isomorphismes canoniques
T -U,~T-,U, et T -U_,>~T _,U_,.
L’ouvert € est stable sous int(T) : on a
int()(y - t-x) =y~ ) o)

Corollaire 1.17. — On a Zie(U,/S) = g* et Lie(U_,/S) = g~ . Les isomorphismes

exp exp

W(g*) —— U, et W) —=U_a
sont ceuzr de Exp. XIX 4.2.

Corollaire 1.18. — L’ouvert ) est relativement schématiquement dense dans G (cf.
XVIII, §1).

Clair par Exp. XVIII, 1.3.

Corollaire 1.19. — Le centre de G est Centr(G) = Ker(«). C’est donc un sous-groupe
fermé de G, de type multiplicatif et de type fini.

La seconde assertion résulte de la premiere par Exp. IX 2.7. Prouvons donc celle-
ci. L’automorphisme intérieur défini par une section de Ker(a) opere trivialement
sur ) (derniére formule de 1.16), donc sur G par 1.18. Réciproquement, si g € G(S)
centralise G, alors il centralise T et Uy, donc est une section de T (Exp. XIX 2.8),
qui annule «; comme ceci se fait aussi apres tout changement de base, on a bien
Centr(G) = Ker(a).

Corollaire 1.20. — Pour qu’il existe un monomorphisme py : G, s — G normalisé
par T avec le multiplicateur «, il faut et il suffit que le Os-module g soit libre. Plus
précisément, on a une bijection donnée par

Xq = (2 exp(zXa)) et Do — ZLie(Da)

entre I'(S, g*)* et l’ensemble des monomorphismes p, comme ci-dessus (qui est aussi
Uensemble des isomorphismes de schémas en groupes vectoriels G, s — Uy,). (6)

Corollaire 1.21. — Les sous-groupes Uy et U_,, de G ne commutent sur aucune fibre.

En effet, si (Uy)s et (U_4)s commutent, Q5 est un sous-groupe de G, donc 5 = G,
() et G, est résoluble, ce qui contredit ’hypothése que G est réductif de rang semi-
simple 1.

(6)N.D.E. : En effet, d’une part, Zie(Gq,s) = Os et ZLie(pa) est un élément de Homgg (05, g%) =
(S, g%).
(MN.D.E. : d’aprés 1.18
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2. Structure des systémes élémentaires

Théoréme 2.1. — Soient S un schéma, (G,T,a) un S-systéme élémentaire. Il existe
un morphisme de Os-modules

ga ®ﬁs g_a — ﬁSa (XvY) — <X7Y>a
et un morphisme de S-groupes
a*:Gps— T

tels que pour tout S" — S, et tous X € I'(§,g* ® Og), Y € I'(S',97* ® Og) on ait
l’équivalence :

exp(X) -exp(Y) € Q) <= 1+ (X,Y) € G, (S,

et sous ces conditions on a la formule :

(F)  exp(X) - exp(Y) = exp (I+<YXY>> a*(1+ (X, Y)) exp (1+<XXY>> .

De plus les morphismes (X,Y) — (X,Y) et o* sont uniquement déterminés, le
premier est un isomorphisme, donc met les modules g¢ et g—* en dualité, et on a
a oo™ =2 (élévation au carré dans G,,, g).

Vu les assertions d’unicité du théoreme, il suffit de faire la démonstration localement

sur S. On peut donc supposer g* et g—¢ libres sur S. Prenons alors X € I'(S, g*)*,
Y € T'(S,g7%)* et posons p,(z) = exp(zX), p_a(y) = exp(yY), pour z, y € G4(S'),
S’ — S. Par 1.5 et 1.21, il suffit de prouver :
Proposition 2.2. — Soient S un schéma, G un S-groupe, T un tore de G, a un carac-
tere de T non trivial sur chaque fibre, po : Go.s — G (resp. p_o : Gg s — G) un
monomorphisme de groupes normalisé par T avec le multiplicateur « (resp. —a). On
suppose que :

(i) Le morphisme Gq, g Xs T xsGq,5 — G défini par (y,t,x) — p_o(y) t pa(z) est
une immersion ouverte. On note ) son image.
(ii) Pour tout s € S, (pa)s(Ga, r(s)) €t (P—a)s(Ga, w(s))ne commutent pas.

Alors, il eziste a € G4(S) et o € Homg g (G, s, T), uniquement déterminés avec les
propriétés suivantes : pour tout " — S et tous z, y € G4(S'), on a

Pa(r) p—a(y) € QS') <= 1+ azy € G (),
et, sous cette condition, on a la formule
Y * L
o —a =P-a |\ 7 1 a |l 7 |-
Pa(r)p-aly) =p (Hwy) a*(1+axy) p (Haw)

De plus, a est inversible (i.e. a € G, (S)) et aoa™ =2.



36 EXPOSE XX. GROUPES REDUCTIFS DE RANG SEMI-SIMPLE 1

Démonstration :
A) Considérons le morphisme
G.g—G
49 défini par (z,y) — pa(x) p—a(y). Soit U I'image inverse de €2 par ce morphisme. C’est
un ouvert de Gis, contenant 0 xg G, 5 et G, 5 xg0. Il existe donc des morphismes

de S-schémas, uniquement déterminés,

A:U—>Ga7s,
B:U—T

C:U— Ggs,

vérifiant la relation ensembliste :
Pa(t) p—a(v) = p—a(A(u,v)) B(u,v) pa(C(u,v)).

On a immédiatement les relations
A(0,v) =v, A(u,0)=0, C(u,0) =u, C(0,v)=0,
B(u,0) = B(0,v) = e.

Soit S’ un S-schéma séparé et soit t € T(S’) un point de T. Comme {2/ est stable par
int(¢), alors, d’apres la derniére formule de 1.16, Ugs est stable sous automorphisme
(z,y) = (a(t)z,a(t)"'y) de G g, et on a les relations :

Aa(t)u,a(t) ') = a(t) " A(u,v), Cla)u, a(t)'v) = a(t)C(u,v),

B(a(t)u,a(t)"'v) = B(u,v).
Comme « est fidélement plat, on en déduit que pour tout S" — S et tout z € G,,(S'),
Ug est stable par la transformation (z,y) — (22,27 'y) et que 'on a

A(zu, 2 1v) = 27 A(u,v), C(zu, z~ ') = 2C(u, v),
B(zu, 2~ ') = B(u,v).
Supposons d’abord que v soit inversible; faisant z = v, on en déduit que si (u,v) est
une section de U, alors (uv, 1) en est aussi une et que 'on a
A(uv, 1) = v A(u,v), B(uv, 1) = B(u, v).

Soit alors V l'ouvert de G? g défini par (®)
(u,v) € V(S') <= (u,v), (uv,1) et (1,uv) appartiennent a U(S').

50 Comme U est un ouvert de G?L’S contenant 0 xg G, s et G, g xg 0, alors V est un
voisinage de la section nulle de Ggy g et on vient de voir que les morphismes
(u,v) — vA(uv, 1)

(u,v) — A(u,v) et
(u,v) — B(uwv, 1)

resp. (u,v) — B(u,v) et
coincident dans V N (G, s Xs Gy, g). Comme G, 5 Xs Gy s est schématiquement

dense dans G2 , ces morphismes coincident donc dans V.
;

(8)N.D.E. : On a rajouté la condition : « (1,uv) € U(S’) ».
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On sait que A(0,1) =1, il en résulte qu'il existe un ouvert Wy de G, s contenant
la section nulle, tel que pour toute section z de Wy, A(x,1) soit inversible; posant
A(x,1)~' = F(z), on obtient que si (u,v) € V(S') @ et uv € W,(S'), S’ — S, alors
A(u,v) = vA(uv,1) = vF(uv)~!. Raisonnant de méme pour C, on obtient qu’il existe
un ouvert Wy de G, g contenant la section nulle, et un élément E (10) e @ (Wa)*,
tels que C(u,v) = uC(l,uv) = uE(uv)™!, si (u,v) € V(S') et uv € Wy(S'). Par
conséquent, posant W = W1 MW, on obtient :

Il existe un ouvert W de G, g contenant la section nulle, et des S-morphismes

F:W—G,s , F(0) =1,
H:W—T , H(0) =e,
E:W-—Gns . G(0) =1,

tels que si (u,v) € V(S') et uv € W(S'), S — S, on ait
(+) Pa(t) P-a(v) = p-a(vF () 1) H(uv) pa (uB(uv) ).
B) Utilisons maintenant I’associativité de G pour écrire

Pa () p—a (V) p—a(W) = pa(u) p—a(v + w).

Il existe un ouvert L de Gi g, contenant la section unité tel que (u,v,w) € L(S') soit
équivalent a

(u,v) € V(8), (uE(uv) ™t w) € V(S), (u,v +w) € V(5'),
uv € W(S'), uwwE(uv)~t € W(S), u(v +w) € W(S').
Utilisant alors la formule (4), on écrit aussitot pour (u,v,w) € L(S’) les relations :
(1) E(uv + vw) = E(uwE(uv) Y E(uv),
(2) H(uv + uw) = H(uwE(uv) 1) H(uv),
(3) (v+ w)F(uv + vw) ™! = a(H(uwv) ™) w F(uwE(uv)~1) =1 + vF (uv) L.
Il est immédiat sur la définition de L que (1,0,0) € L(S). Considérons donc

Lﬂ(lx@a,sxGavs) =1xM;
S S S

M est un ouvert de Gi,& contenant la section (0,0), et pour (v,w) € M(S'), on a
v,wE(v) v+ we W(S) et

(1) E(v +w) = E(wE(v) ") E(v),

(2') H(v +w) = HwE(v)~") H(v),

(3) (v+w)Flv+w) ! = a(H(@©)) L wF(wE(v)™ 1)~ + vF(v) "L

(O)N.D.E. : ici et dans la suite, on a remplacé U(S’) par V(S').
(1ON.D.E. : On a noté E 1’élément noté G dans Poriginal, puisque G désigne déja le S-groupe
considéré.
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Considérons enfin le morphisme de M dans G g défini ensemblistement par (v, w) —

(v, wE(v)~1). MV 11 conserve la section (0,0) et induit un isomorphisme de M sur un
ouvert N de G[QL’S contenant la section nulle (I'isomorphisme inverse étant donné par

(z,y) = (z,yE(z))) *?). On a donc prouvé I'assertion suivante :
1l existe un ouvert N de G, g, contenant la section nulle, tel que si (z,y) € N(8'),
alors x,y et  + yE(z) (13 appartiennent & W(S') et :
(1") E(z + yE(z)) = E(x)E(y),
(2") H(z + yE(z)) = H(z)H(y),
(3") (z+yB(2)) F(z + yE(z)) ™" = aF(x) ™" + r(H(z)) "' yE(2)F(y) .
C) En raisonnant de méme avec 'associativité & gauche, on démontre I’assertion
suivante : (14)
1l existe un ouvert N’ de G2 g, contenant la section nulle, tel que si (x,y) € N(8'),
alors x,y et x + yF(x) 1°) appartiennent & W(S'), et
(4") F(z +yF(2)) = F(z) F(y),
(5") H(z + yF(z)) = H(z) H(y),
(6") (v +yF(2)) Bz + yF(x)) " = 2E(z) ! + a(H(z)) ™ yF (2)E(y) 7.

Nous sommes donc amenés a résoudre « I’équation fonctionnelle » (1”).

Lemme 2.3. — Soient S un schéma, W un ouvert de G, s contenant la section unité,
F: W — Gy, s un S-morphisme. On suppose que F(0) =1 et qu’il existe un ouvert N
de G g contenant la section nulle tel que pour (z,y) € N(S'), x,y et x + yF(x) (15)
appartiennent a W(S') et que Uon ait :

() F(z +yF(x)) = F2) F(y)-
(i) Si S est le spectre d’un corps k, il existe a € k tel que F(z) =1+ ax.
(i) Sia=TF'(0) € I'(S, O3) est inversible, alors F(z) =1+ ax.

En vertu des hypotheses, nous pouvons dériver I’équation donnée pour x = 0
(resp. pour y = 0) et nous trouvons que
(%) F'(y) (1+yF'(0)) =F'(0)F(y)  pour (0,y) € N(S'),
resp.

F'(z)F(z) = F(z)F'(0)  pour (z,0) € N(S).
Comme F prend ses valeurs dans G,,, la seconde relation nous donne

(+) F'(z) =F(0)  pour (z,0) € N(S');

(AUN.D.E.: On a corrigé ce qui suit.

(I2)N.D.E. : c.-a-d., on a fait le « changement de variables » z = v, y = wE(v)~1
w = yE(z).

(I3)N.D.E. : On a corrigé yE(x) en z + yE(z).

(14)N.D.E. : c.-a-d., on écrit les égalités résultant de pa (t) pa (1) p—o (V) = pa(t + u) p—(v) et I'on
fait v=1et x = u, t = yF(u) (i.e. y = tF(u)"1).

(I5)N.D.E. : On a corrigé yF(z) en z + yF(z).

, soit v = x,
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d’on, par la premiere
F'(0)(1+yF'(0)) =F'(0)F(y)  pour (y,0), (0,y) € N().
Si a = F’(0) est inversible, cela nous donne
Fly) =1+ ay,

pour y section d'un ouvert de W contenant la section unité, donc schématiquement
dense dans W, ce qui prouve (ii). Cela prouve aussi (i) lorsque F’(0) # 0.

Si F’(0) = 0, alors, d’apres (), F/(z) = 0 lorsque z est « voisin de 0 », donc F' =0
par densité schématique. Si k est de caractéristique 0, F est une fraction rationnelle
a dérivée nulle, donc constante et égale a F(0) = 1.

Si k est de caractéristique p, et si F n’est pas constante, (!¢) il existe un entier
n > 0 et une fraction rationnelle F; € k(X) tels que F}(X) # 0 et

F(X) = F1(XP") = F{(X)P".

Reportant dans 1’équation fonctionnelle, on trouve

(t1) Fi(z +yFi(2)"") = Fi(x)F1(y).
Dérivant pour x = 0, on trouve

(*1) Fi(y) = F1(0)F1(y),

et dérivant (f,) pour y = 0, on obtient

(+1) Fi (2)F1(2)”" = F1(2)F(0).

Comme, par hypothese, F{(X) est un élément inversible de k(X), on déduit de ces
deux égalités que

F(X)P" =1,
donc F; est une constante, contredisant ’hypothese de départ. Ceci montre que F est
constante, et égale & 1 = F(0).

D) Supposons que S soit le spectre d’un corps. Si F'(0) = 0, alors F = 1. La formule
(5") nous donne alors H(z + y) = H(z)H(y), ce qui montre que H se prolonge en un
morphisme de groupes G, s — T (Exp. XVIII 2.3), qui est nécessairement constant
de valeur e. D’autre part, d’apreés le lemme 2.3, on aura aussi E(x) = 1 + bz, pour
un certain b € k. Mais alors (6”) donne, pour (z,y) € N(8'),

(z+y)E(x+y)~" =2E(x) +yE(y) ',

donc, d’apres Exp. XVIII 2.3 & nouveau, x — zE(x)~! se prolonge en un mor-
phisme de k-groupes G, — G, , donc /(1 + bz) = cx pour un certain ¢ € k, d’olt
b=0 (et c=1).

Ceci montre que F,H, E sont constants de valeur (1,e,1), dans un voisinage de
la section unité, donc partout, ce qui par (4) montre que U, et U_, commutent,
contrairement a I’hypothese (ii).

1m)

(16)N.D.E. : On a corrigé ce qui suit.
(ITN.D.E.: On a ajouté la phrase qui suit. On peut aussi voir par un calcul direct que l’égalité
précédente entraine 0 = zyb(2 + (z + y)b), d’ot 0 = b(2 + (z + y)b), et finalement b = 0.
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Si S est maintenant quelconque, on a donc prouvé que F’(0) n’est nul sur aucune
fibre, donc est inversible. Il en est évidemment de méme pour E’(0), ce qui par le
lemme 2.3, montre qu’il existe a,b € G,,,(S) tels que

(1) F(z) =1+ az, E(z) =1+ b, pour z € W(S').

E) Le reste est maintenant facile. Reportant les résultats précédents dans (3”), on
trouve

ya(H(z)) (1 + ay) = y(1 +az +ay(l + bx)) (1+ ba).

Cette formule est valable pour toute section (z,y) de N. Mais comme G, g Xs Gy, s
est schématiquement dense dans G g, on en déduit

(1+ ay) a(H(z)) = (1 +azx+ay(l+ bx)) (1+ bx).

Faisant y = 0, cela donne a(H(z)) = (1 4 az)(1 + bx). Reportant ceci dans I’égalité
précédente, 18) on trouve

a’zy = abxy.

Comme G, g est schématiquement dense dans G, g, on en déduit a® = ab, doi,
comme a est inversible,

(©2) a=1b et a(H(z)) = (1 + ax)*

Comme a est inversible,  — 1 + ax est un automorphisme de G, g; on peut donc
trouver un ouvert W’ de G,, g contenant la section 1 et un morphisme

P:W —T
tel que P(1 + ax) = H(z). 19
Reportant dans la relation (2'), on trouve aussitot pour (z,y) € N(S'),

14 ax+ ay

P(1 =P
(1+ ax + ay) ( .

)P+ aa)

ce qui prouve qu’il existe un voisinage ouvert de 1 dans G, s tel que 'on ait pour
x et y dans ce voisinage P(z)P(y) = P(zy). En vertu de Exp. XVIII 2.3, il existe un
morphisme de groupes

(©3) o :Gp,s — T

qui prolonge P. Comme a(H(z)) = (1 + ax)? au voisinage de la section 0, on a
a(a*(z)) = 22 au voisinage de la section 1, donc

(Qa) aoa™ =2.

(18)N.D.E. : et tenant compte de ce que 1+ bz est inversible.
(19)N.D.E. : c.-a-d., on a fait le changement de variables =’ = 1 + az, soit z = (z/ — 1)/a.
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F) (29 Rassemblant les résultats (+) et ($1—<4), on voit qu’il existe a € G,,(S)
et o € Homg g, (G, 5, T) tels que o™ =2 et que, si (u,v) € V(S') et uv € W(S'),
alors 1 4+ auw est inversible et

Do) p—a(V) = p_q <1+Uauv) a* (1 + auv) py (l—kuauv) )

Considérons ouvert V' de G ¢ défini par « 1 4 auv inversible », i.e. V/ = (G §)y
ou f(u,v) = 1+ auv. Les deux membres de la formule précédente définissent des
morphismes de V' dans G qui coincident dans un voisinage de la section 0, donc
coincident dans V'. La formule précédente est donc valable pour toute section (u,v)
de V’. Il en résulte en particulier que V' C U, ot U est 'ouvert introduit au début de
A).

Prouvons que U = V'. Revenant aux notations de A), on a un morphisme

A:U%Gavs

qui, sur V', est défini par A(u,v) = v(1+auv)~!. Pour montrer que U = V', ce qui est
une question ensembliste, on est ramené au cas ou S est le spectre d’un corps k, donc
a Dassertion évidente suivante : I’ensemble de définition de I’application rationnelle

est louvert défini par la

Y
G2, — G, 1 définie par la fraction rationnelle T aXY

fonction 1 + aXY.

G) On a donc démontré lexistence de a et de a*, ainsi que les deux propriétés
supplémentaires annoncées. Reste & prouver l'unicité. Soient donc a’ et a*’, vérifiant
aussi les conditions exigées. Si u,v € G4(S’)?, on a aussitot :

— /l] .
14+auv 14duv’

1 4 auv inversible = 1 + a’uv inversible et

on a donc pour toute section u de G4(S')
1+au inversible = 14 au=1+d'u,
ce qui prouve aussitot a = a’.
Avec les mémes notations, on a alors
1+au inversible = o*(1 + au) = o™ (1 + au),

donc également o* = o*'.

Corollaire 2.4. — Soient exp(Y) texp(X) et exp(Y') t' exp(X') deuz éléments de Q(S').
Alors leur produit est dans Q(S') si et seulement si u = 14 (X,Y’) est inversible, et
on a alors

(F)  exp(Y)texp(X) -exp(Y')t' exp(X') =
exp(Y +uta(t)"Y') - tt'a* (u) - exp(u () X + X).

(20)N.D.E. : On a légerement modifié¢ ce qui suit, car un ouvert V a déja été introduit en A).
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Remarque 2.5. — On peut aussi écrire la formule (F) du théoréme 2.1 sans faire in-
tervenir les morphismes exp. En effet, transportant par ces morphismes la dualité
g% ® g~ — Og, on obtient un accouplement canonique de fibrés vectoriels :

Uy xU_q — Ga,S7
S

que nous noterons encore (x,y) — (z,y). On a donc
(expX,expY) = (X,Y).
SizeUy(S), y e U_y(S) et sil+ (z,y) € G,(S), on a
(F) zoy=yTE T 021 (2, y)) - O T
Corollaire 2.6. — L’accouplement
W(e®) x W(e™) — Ga,s

définit un accouplement de fibrés principaur sous Gy, s

W(g*)  x W(g™*)* — Gum,s.

Cet accouplement sera noté (X,Y) — (X,Y), ou plus simplement (X,Y) — XY.

Pour toute section X € T(S,g%)*, il existe donc une unique section X! de
[(S,g7%)* telle que XX~ 1 =1. On a (:X)~! = 271X~1. Le morphisme

s: W(g")* — W(g )"

ainsi défini est donc un isomorphisme de schémas, compatible avec l’isomorphisme
s: 2z 2% sur les groupes d’opérateurs.

Définition 2.6.1. — On dira que X et s(X) = X! sont appariés.
Appliquons le corollaire 2.4 4 Y =0 =X"et Y = aX"1,a € O5(S). Alorsu = 1+a
et u Y =ut(u—-1)X"1=(1-uHX"1 dou:
Corollaire 2.7. — Soient X € I'(S,g*)* et u € I'(S,05)*. On a
o (u) =exp ((u™' = DX !) exp(X) exp ((u— )X ) exp(—u~'X).
Définition 2.8. — Le morphisme o™ est appelé la coracine associée a la racine a.

Remarque 2.9. — Si (G, T, «) est un S-systéme élémentaire, (G, T, —a) en est aussi
un. On a donc par le théoréme 2.1 une dualité entre g— et g%, et une coracine (—a)*.
Prenant l'inverse de la formule (F), on prouve aussitot

<Xa Y> = <Y7X>a (—OZ)* =—a".
Passons maintenant a l’algebre de Lie de G. La racine « et la coracine o définissent
les formes linéaires
Os T Os.
On notera H, = @*(1). On appelle @ la racine infinitésimale associée & a, et H, la
coracine infinitésimale correspondante.
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Lemme 2.10. — Soient S — S et X, X' € W(g*)(s), H € WH)(Y), Y, Y €
W(g=*)(5'), t € T(S'). On a

(1) Ad(tH)H =H, Ad(t)X = a(t)X, Ad()Y = a(t)1Y.

5 Ad(exp(X))H =H — a(H)X, Ad(exp(X))X' =X/,

@) Ad(exp(X))Y =Y + (X, Y)H, — (X, V)X.

y Ad(exp(Y))H = H + @(H)Y, Ad(exp(Y))Y' = Y,

@) Ad(exp(Y))X = X + (X, Y)H_o — (X, Y)Y.

(3)  [H,X] =alX, H,Y] = —a(H)Y, X, Y] = (X, Y)H,.
(4) H_,=-H,

(5> a(Ha) =2

Le démonstration de ces différentes formules est soit triviale, soit conséquence im-
médiate de la formule (F) de 2.1.

Corollaire 2.11. — Supposons H,, non nul sur toute fibre (ce qui est en particulier le
cas si 2 est inversible sur S, par (5)). Alors X, € I'(S,g*)* et X_, € T'(S,g7*)* sont
appariés si et seulement si [Xo, X—o] = Hq.

2.12. Soit (G, T, ) un S-systéme élémentaire. Nous savons (1.19) que le centre de G
est Centr(G) = Ker(«), groupe de type multiplicatif et de type fini. Si Q est un sous-
groupe de type multiplicatif de Centr(G), le quotient G/Q est affine sur S (Exp. IX
2.5), lisse sur S (Exp. VIg 9.2) a fibres connexes et réductives de rang semi-simple 1
(Exp. XIX 1.8).

Posons G’ = G/Q, c’est un S-groupe réductif de rang semi-simple 1; T/ = T/Q en
est un tore maximal. L’'ouvert U_, - T - U, de G est stable par Q et on voit aussitot
que le quotient est isomorphe & U_,, xg(T/Q) xs U,. Si on note &’ le caractere de T’
induit par a, il en résulte que le morphisme dérivé du morphisme canonique G — G’
induit des isomorphismes

ga L)g/o/ et gfa ;glfa'.

En particulier, o’ est une racine de G’ par rapport & T’. Donc, notant a;/Q le caractere
T/Q — G, s induit par o, on a :

Lemme 2.13. — Si Q est un sous-groupe de type multiplicatif de Ker(«), alors
(G/Q, T/Q,a/Q)

est un systéme élémentaire.

59



60

44 EXPOSE XX. GROUPES REDUCTIFS DE RANG SEMI-SIMPLE 1

Lemme 2.14. — Sous les conditions précédentes, les diagrammes suivants sont com-
mutatifs
W(g*) — =G =——— W(g™)
Canl? can canlz
W(g) — = O~ W(g™)
grog " 05
Canlz lld
g @y ———=0s
T
Gm,s can Gm,s
A

3. Le groupe de Weyl

Notations 3.0. — (?V) Si (G, T, a) est un S-systeme élémentaire, on notera
N = Norm/(T), W = Norm(T)/T,

(cf. Exp. XIX 6.3) ; N est un sous-groupe fermé de G, lisse sur S. On notera N* = N—T
le sous-schéma ouvert de N induit sur le complémentaire de T. (*2) Notons R le tore
maximal (unique) de Ker(a), et T’ I'image de o* : G,,,s — T, qui est un sous-tore
de dimension 1 de T.

Le morphisme
T'xR—T
S

induit par le produit dans T est surjectif (donc fidélement plat); en effet, on est
ramené a le vérifier sur les fibres géométriques, et cela résulte aussitot de la formule
aoa* =2.

Théoréme 3.1. — Avec les notations précédentes :

(i) W est isomorphe au groupe constant (Z/27)s.

(2DUN.D.E. : On a ajouté la numérotation 3.0, pour des références ultérieures.
(22)N.D.E. : On a remplacé Q par la notation N, plus suggestive.
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(ii) N* est un fibré principal homogéne localement trivial sous T, & gauche par la
loi (t,q) — tq (resp. a droite par la loi (q,t) — qt).
(iii) On a la formule
int(w)t =t-a*(a(t)™h)
pour w € N*(S8'), t € T(S), S — S. Dans la décomposition Tss = Tg, - Rgs, int(w) 61
induit identité sur Ry et la symétrie sur Tg,. On a les relations

aoint(w) = a™?, int(w) o a* = (a*) "%
(iv) Pour X € W(g*)*(S'), S' — S, posons
we(X) = exp(X) exp(—X 1) exp(X).
Alors wa(X) € N*(S') et le morphisme wy : W(g*)* — N* ainsi défini vérifie
wa(2X) = o (2) wa(X) = wa(X) a*(2) 71,
pour z € G, (S), X € W(g*)*(5'), ' — S.
(v) On a la relation
W (X) we(Y) = we (XY 1),
En particulier,
wa(X)? = a*(~1) € 3T(S) N Centr(G)(S),
Wo(X) ™! = wo(—=X) = a* (1) wa (X).

(vi) Si on définit de méme pour Y € W(g—*)*(S'),
w-a(Y) = exp(Y) exp(=Y ") exp(Y),
on a (en plus des formules analogues aux précédentes)
w—a(Xil) = wa(X)71 = wq (—X),
Wo (X) w_n(Y) = a*(XY).

Démonstration. (i) a déja été vu en Exp. XIX 2.4; il en résulte aussitot que N* est 62
bien un fibré principal homogene sous T pour les lois définies dans (ii); le fait qu’il
soit localement trivial (23) résulte notamment de (iv).

Démontrons (iii) ; si w € N*(S), il est clair que a o int(w) est une racine de G par
rapport a T, qui est donc localement égale & v ol —«v; comme sur chaque fibre c’est
—a (Bible, 12-05, démonstration du cor. & la prop. 1), on a a o int(w) = —a. Par
transport de structure, on en déduit

—a* = int(w) "' o a* = int(w) o a*,

car int(w)? = int(w?) et w? est une section de T. Donc int(w) induit la symétrie sur
T’ ; comme R est central, int(w) induit I'identité sur R. La formule de (iii) définit un
morphisme T — T qui vérifie les mémes propriétés, donc coincide avec int(w).

(Z3)N.D.E. : pour la topologie de Zariski.
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Démontrons (iv). On a successivement
W (X) twe (X) ™! = exp(X) exp(—X 1) exp(X) t exp(—X) exp(X 1) exp(—X)
= exp(X) exp(—X 1) exp(X — a(t)X) exp(a(t) X ) exp(—a(t)X) t.
Par application de la formule (F), on a
exp(—X ") exp ((1 — a(t))X) = exp ((a(t) " = 1)X) a*(a(t) ") exp (— a(t)'X7H).
Reportant dans la relation précédente, on trouve
int(wq (X)) t = exp (a(t) ' X) o (a(t) ") exp(—a(t)X)t
— exp(aX) a* (a(t) 1)1,
ol
a=a(t)! = (@ a”)(a) ) a(t),

mais oo o = 2, ce qui donne aussitdt a = 0 et w,(X) € N* ().

Prouvons maintenant la seconde assertion de (iv). On a (24

o () wa(X) = exp(2X) exp(—= 2X 1) exp(2X) a* (2)

zX) exp ((2* — z) )exp(—2z 72X 1) exp(2°X) a*(2)

= exp(2X) exp(—z ' X1 a* (2) Lexp((2® — 2?)X) exp(2%X) o (2)
X) exp(—z X exp(2X) = wq (2X).

= exp

= exp

W

Prouvons (v). En vertu du résultat précédent, la premiére formule de (v) résulte
aussitot de la seconde ; prouvons celle-ci :
wa(X)? = exp(X) exp(=X ") exp(2X) exp(~X ") exp(X)
= exp(X) exp(=X 1) exp(X 1) a* (—1) exp(—2X) exp(X)
= exp(X) a*(=1) exp(=X) = a*(-1),

car a(a*(—1)) = (=1)? = 1, ce qui prouve que a*(—1) € Centr(G)(S).

Prouvons enfin (vi). La premiére assertion est un cas particulier de la seconde,
démontrons celle-ci. Les deux membres de cette formule définissent des morphismes
de W(g*)* xs W(g~)* dans G. Pour prouver qu'ils coincident, il suffit de le faire
sur un ouvert non vide sur chaque fibre (Exp. XVIII 1.4); il suffit donc de vérifier la

(29)N.D.E. : La premitre égalité découle de 1.5 (i) qui, combiné avec ’égalité a o a* = 2, donne les
formules
(1) a*(z) exp(X) a*(2) "1 = exp(22X), a*(z) exp(X~H a*(2) 71 = exp(272X),

la troisieme égalité découle de la formule (F), et la quatrieme de (f), & nouveau. Enfin, un calcul
analogue montre que weq (X) a*(271) = wq (2X).
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relation lorsque 1 + XY est inversible. On a alors successivement :
wa(X) w-a(Y) = exp(X) exp(=X"") exp(X) exp(Y) exp(=Y ") exp(Y)

= exp(X) exp(—X ") exp ( ) a*(1+XY)exp ( ) exp(—=Y 1) exp(Y)

Y X
14+ XY 1+ XY
_x-1 -1

= exp(X) exp (> a*(1+XY) exp () exp(Y)

1+ XY 1+ XY
-1

> exp(X + Y 1) a*(1 4+ XY)exp (1 +YXY> exp(Y)

Y
— _X—ZY—l * el
exp( ) (1 XY
Y-l +X —y-!

_ —2~—1 *

=exp(—X7*Y ) *(XY) exp ((1—1—XY)2> exp (H—XY> exp(Y)

= o™ (XY) exp(=Y) exp(Y) = o*(XY).
Corollaire 3.2. — Soit n € Z, n # 0. Pour tout w € G(S), les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) w e N*(9),
(ii) on a int(w) o na™ = —na* (on rappelle que (na*)(z) = a*(2)").

On a (i) = (ii) (assertion (iii) du théoréme 3.1) ; réciproquement, on peut supposer
que N* possede une section et on est ramené a prouver :

Lemme 3.3. — On a Centr(na™) =T pour n # 0.

En effet, 'image T’ de na* est un sous-tore de G. Il en résulte (Exp. XIX 2.8)
que Centr (na*) est un sous-groupe réductif de G, contenant T. Comme sur chaque
fibre on a Centrg_(nak) # Gs, alors Centrg_(nat) = Ts (Exp. XIX 1.6.3 (3)), donc
Centrg (na*) = T, car il s’agit de sous-groupes lisses de G.

Remarque 3.4. — La construction de w, et le fait que w,(X) normalise T ne s’ap-
puient que sur la formule (F). En particulier, si G est un S-groupe vérifiant les condi-
tions de 2.2, Norm (T) est différent de T sur chaque fibre. Il en résulte que si G est
un S-groupe affine a fibres connexes vérifiant les conditions de 2.2, il est réductif de
rang semi-simple 1. En effet, il est lisse au voisinage de la section unité, donc lisse et
on peut appliquer le critere de Exp. XIX 1.11.

3.5. Avant d’énoncer le théoreme suivant, faisons quelques remarques. Nous identi-
fions comme d’habitude g~ & (g*)®~!. De méme, nous identifierons Hom,_ (g%, g)
a (g*)®? et donc

Isom g, moa. (W(a™*), W(g®)) = W ((g*)®?) ™.

Siw € N*(S), alors Ad(w) permute g* et g—¢ (3.1, (iii)), donc définit un isomor-
phisme :

aa(w) : g_a I ga7
(25)N.D.E. : L’hypothése Centrg_(nok) # Gs entraine que dim Centrg_(naf) —dim Ty < 2, or cette
différence est paire, d’apres loc. cit.

64

65



66

48 EXPOSE XX. GROUPES REDUCTIFS DE RANG SEMI-SIMPLE 1

que nous identifierons donc & une section a,(w) € T'(S, (g%)®?)*. Cette construction
est compatible avec le changement de base et définit donc un morphisme

ap : N — W((ga)m)x,
tel que aq(w)Y = Ad(w)Y pour tous w € N*(S'), Y e (S, g7*)*, S’ — S.
Théoréme 3.6. — (i) On a
int(w) exp(Y) = exp(aa(w)Y)

pour tout S — S et tous w € N*(8'), Y € W(g—*)(5).

(ii) On a

aq (tw) = a(t) aq(w), o(wt) = a(t) ™ ag(w).
(iii) Si on définit de méme a_q : N* — W((g=%)®?)*, on a
a—a(w) = ag(w)™. 9
(iv) Pour tout X € W(g*)*(S'), S' — S, on a
o (we (X)) = —X2

IS

L’assertion (i) est triviale, par la caractérisation des morphismes exp donnée en 1.5.
L’assertion (ii) est immédiate, ainsi que (iii). Prouvons (iv) : soient X € T'(S/, g*)*,
Z €T(S',g%); on a par définition 27)

o (we (X)) "HZ) = Ad(wa(X))(Z) = Ad(exp(X)) Ad(exp(—X 1)) Ad(exp(X))(Z).
Appliquant les formules (2') et (2) du lemme 2.10, ainsi que les égalités H_, = —H,,
a(H,) = 2 (loc. cit. (4) et (5)) et (X,X~1) =1 (2.6), on obtient que le terme de droite
égale, successivement :

Ad(exp(X)) Ad(exp(—X""))(Z) = Ad(exp(X))(Z + (X', Z)(Ho — X))
=7+ (X1 Z)(H, - 2X - X' - H, +X)
=7 (X"LZ)X — (X" zZ)x~ .

Mais Z = (X1, Z)X et (X1, Z)X~! = X~2Z, donc ceci montre que aq(wq(X))™ =
—X72 d’oll a4 (wa (X)) = —X2.

Corollaire 3.7. — On a en particulier
int(we (X)) exp(X) = exp(—X"1),
d’ot (par la définition de wq (X)) :
wa (X) exp(X) wa(X) ™! = exp(—X) wa (X) exp(—X),
soit, par un calcul immédiat
(wa (X) exp(X))3 =e.

Corollaire 3.8. — Soient X € T'(S,g%)* et n € Z, n # 0. Alors wo(X) est l'unique
section w € G(8) qui vérifie

(ZO)N.D.E. : c.-a-d., a—q(w) et a—_qo(w) sont appariés, cf. 2.6.1.
(2TN.D.E. : On a détaillé ce qui suit.



3. LE GROUPE DE WEYL 49

*

(i) int(w) o na™ = —na*.

(i) (wexp(X))3 =e.

On sait que wqy(X) vérifie bien ces conditions. Réciproquement, soit w € G(S)
vérifiant (i) et (ii). Par 3.2 et 3.1 (ii), on sait qu’il existe ¢t € T(S) tel que w = wq(X) ¢.
Posons u = exp(X). On a alors

wuw ' = we(X) texp(X) t T we(X) 7t = exp(—a(t)X 1),

et d’autre part

utwuTt = exp(—X) wa (X) texp(—X)
= exp(—X) wq (X) exp(—X) exp(X — a(t)X) t
= exp(—X ") exp (X — a(t)X) t = exp(—X ') texp(H).
Or (wu)? = e & wuw™! = v twu™!; comparant les deux décompositions de cet

élément sur U_, - T -U,, on en tire t = e.
Remarque 3.9. — On peut résumer un certain nombre des résultats de ce numéro par
le diagramme suivant de fibrés principaux homogenes (4 gauche)
W(ge)* —> NX —==W((g*)%2) "
Gm,S L‘T*&>Gm,s .

Remarquons que a,, est fidelement plat (« Uétant) et que w,, est un monomorphisme
si et seulement si a® est un monomorphisme. Nous laissons au lecteur le soin d’écrire
les diagrammes correspondants pour les structures de fibrés principaux a droite, ainsi
que les diagrammes du méme genre pour la racine —a, et d’étudier les relations entre
ces différents diagrammes.

Lemme 3.10. — Soient S un schéma, q un entier > 0 tel que x — x9 définisse un endo-
morphisme de G4 g, (G, T, ) et (G, T/, &') deuz S-systémes élémentaires, f : G — G’
un morphisme de S-groupes. Soient
hi(g®)® =g
un isomorphisme de Os-modules et
BY - (g—a)®q AN g/_a’
lisomorphisme contragrédient. Pour tout S" — S et tout X € W(g*)(S'), on suppose :
f(exp(X)) = exp(h(X9)).

Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) fa*(2)) = a™(2)1.

(i) f(wa(2)) = war (W(Z)).

(i) f(exp(Y)) = exp(h¥ (Y1),

(Chaque condition doit se lire : pour tout S — S et tout z € G, (5),
ZeW(@)*(S),YeW(@*(S),ona...).
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En effet, (i) = (ii) par 3.8, (ii) = (iii) par 3.7, (ili) = (i) par 2.7.

Proposition 3.11. — Soient S un schéma, a € Z, q > 0, tel que x — a9 définisse
un endomorphisme de G, s, (G, T,a) et (G, T,a/) deux S-systémes élémentaires,
f: G — G’ un morphisme de S-groupes. Les conditions suivantes sur f sont équiva-
lentes :

(i) La restriction de f a T se factorise en un morphisme fr : T — T rendant
commutatif le diagramme

Gm’ S T Gm, S
q i i q l
Gm, S ot T of Gm, S

(ii) Il existe un isomorphisme de Os-modules (unique)

hi(g")® — g

tel que f(ex (X)) (h(Xq)) flexp(Y)) = exp(hV(Y?)) pour tous X € W(g*)(S'),
Y € W(g=)(S'), S" — S (il en résulte que f vérifie également les conditions équiva-
lentes de 3.10).

On a (ii) = (i). En effet, par 3.10, la condition (ii) entraine foa* = g a’* donc, par
3.3, f|r se factorise par T’. Reste & prouver o/ (f(t)) = a(t)?, ce qui résulte aussitdt
du fait que f induit un morphisme de groupes T - U, — T - U,/

Prouvons (i) = (ii). Soient X € I'(S,g%), Y € TI'(S,g=*). Posons pi(z) =
f(exp(zX)) et p_(z) = f(exp(yY)), ce sont des morphismes de groupes

P+ p—: Gous — G,

Oron a
int(a’*(2))?(p4(2)) = int ((fr(a”(2))) (f (exp(2X)))
— f(int(a*(2))(exp(X)))
— flexp(:22X)) = ps (:2a).
Appliquant le lemme 1.2 (avec Q = &'*(Gy,y,s)), on en déduit qu’il existe une section
X' e T(S,g) telle que
J(exp(aX)) = ps () = exp(a?X').
De méme, il existe une section Y’ € I'(S, g=*") telle que
flexp(yY)) = exp(y?Y’).
Ecrivant maintenant que f est un morphisme de groupes, donc qu’il respecte la formule
(F), on obtient aussitot
XY = (XY)?=X"Y'.
On en conclut aisément que X7 — X’ et Y2 +— Y’ définissent des isomorphismes h et
hY comme annoncé.
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Proposition 3.12. — Soient (G, T, a) un S-systéme élémentaire, w € Q(S), posons
Qo = Qnint(w1)(Q).
Soit d la fonction sur Q0 définie par
d(exp(Y) - t - exp(X)) = a(t) " + XY.

Alors Qo = Qq et on a pour exp(Y) - t - exp(X) € Qo(S') la formule suivante (on pose
z =d(exp(Y) -t - exp(X)) :

(%) int(w)(exp(Y) - t-exp(X)) = exp(z tan(w) ' X) - ta*(2) - exp(z tan (w)Y).
De plus, on a doint(w) =d*!.
En effet, on a aussitot (2%
int(w)(exp(Y) - t - exp(X)) = exp(aq(w)Y) - ta* (a(t) ™) - exp(aq (w) " 'X)
= exp(aq (w)Y) - exp(a(t)aa(w) "' X) - ta” (a(t) 7).

D’apres 2.1, c’est une section de 2 si et seulement si 1+ «(¢)XY est inversible, ce qui
prouve bien 1’égalité Qy = Qg ; appliquant ensuite la formule (F) de loc. cit., on en
déduit par un calcul immédiat la formule (x) annoncée. Enfin, il résulte de (x) que
I'on a

(doint(w))(exp(Y) -t -exp(X)) = a(ta*(2)) ! 4+ 272XY = 2z 3(a(t) " + XY) = 271,
d’ou la derniére assertion.

N. B. On remarquera que la fonction d est indépendante du choix de w.

4. Le théoréme d’isomorphisme

Théoréme 4.1. — Soient S un schéma, q € Z, q > 0 tel que x — x? soit un endomor-
phisme de G, s, (G, T,a) et (G, T/, ') deux S-systémes élémentaires. Soient
he(@)® —g® et B (g )P — g

deuz isomorphismes contragrédients l'un de lautre. Soit fr : T — T’ un morphisme
de S-groupes rendant commutatif le diagramme

q

Gm, S > Gm, S

(28)N.D.E. : On a corrigé l'original en échangeant aq(w) et aq(w)™1, et 'on a détaillé la preuve de
’égalité d o int(w) = d~1.
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1l existe un unique morphisme de S-groupes f : G — G’ qui prolonge fr et vérifie
f(exp(X)) = exp(h(X?))
pour tout X € W(g*)(S'), S’ — S. De plus, ce morphisme vérifie aussi
flexp(Y)) = exp(h"(Y?)) et f(wa(Z)) = wa(h(Z7)),
pour tout ' — S et tous Y € I'(S',g7%), Z e (S, g%)*.
Si f: G — G’ prolonge fr, alors f o a* = (a/*)?. Si de plus f vérifie la seconde

condition, alors il vérifie aussi les deux autres par 3.10. Il en résulte que f est déterminé
sur € par la relation

flexp(Y) texp(X)) = exp(h*(Y)) fr(t) exp(h(X7)).

Comme ) est schématiquement dense dans G, ceci démontre déja I'unicité de f. Pour
en prouver l'existence, il suffit, en vertu de Exp. XVIII 2.3, de prouver que la formule
précédente définit un morphisme « génériquement multiplicatif » de ©Q dans G’. Or,
par 2.4, cela revient a vérifier que o/ o f = a4, ce qui résulte de ce que f prolonge fr.

Scholie 4.2. — On peut aussi interpréter 4.1 de la facon suivante : on considere la
catégorie & des S-systémes élémentaires et la catégorie & des couples

(Gm,SLTL>Gm,S ) g)v

ou T est un tore, o et a* des morphismes de groupes tels que aoca* = 2, et £ un Og-
module inversible (le lecteur précisera les morphismes des deux catégories envisagées).
On définit un foncteur & — 2 par

(G,T,a) — (Gm,S L>T4Q>Gm,s ) ga).

Le théoreme précédent dit que ce foncteur est pleinement fidéle. C’est en fait une
équivalence de catégories comme on le verra au numéro suivant. On a déja :

Corollaire 4.3. — Siq =1 et si fr est un isomorphisme, alors f est un isomorphisme.

Corollaire 4.4. — Si q = 1 et si fr est fidélement plat de noyau Q (cf. Exp. IX 2.7),
alors f est fidelement plat (quasi-compact) de noyau Q, donc identifie G' ¢ G/Q.

En effet, si fr est fidelement plat de noyau Q, alors
Q = Ker(fr) C Ker(fr o a’) = Ker(a).

Introduisant le S-systéme élémentaire (G/Q,T/Q,7/Q) de 2.13, on est ramené par
2.14 a prouver que f/Q induit un isomorphisme de G/Q sur G’, ce qui résulte aussitot
de 4.3.
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5. Exemples de systémes élémentaires, applications
73

5.1. Soient S un schéma, .Z un Os-module inversible. Considérons le groupe G ¢ sur

S défini par
 { fab be W(L) ()
Ge(S) = { (c d) ce W(Z 1 ()

muni de la loi de multiplication habituelle des matrices. Il est localement isomorphe
a GLg g. C’est donc un S-schéma en groupes, affine et lisse sur S, & fibres connexes.

a,d € G4(9'),

, ad —bc € Gm(S’)}

Remarque. — Soient £’ et £" deux faisceaux inversibles sur S, tels que £ =
L' @ 2" (29 Alors on a un isomorphisme de S-groupes :

Gy = GL(Z & .2")

défini comme suit : si z (resp. y) est une section de £’ (resp. £”) sur un ouvert V

de S, on a

ab\ (z\ [(ax+by

cd)\y) \ecx+dy)’
5.2. On notera S le sous-groupe fermé de G défini par la relation ad — bc = 1.
C’est aussi un S-schéma en groupes, affine et lisse sur S, a fibres connexes (isomorphe
a SL(Z' & &) par Iisomorphisme précédent).

De méme, considérons le morphisme G,, s — G défini par z — (Z9). C’est un

monomorphisme central ; par passage au quotient, on en déduit un groupe P &, lisse
et affine sur S, & fibres connexes (cf. Exp. VIII 5.7)

On peut voir que, par passage au quotient a partir de l’isomorphisme de la re-
marque précédente, P o s’identifie au groupe des automorphismes du fibré projectif
P(¥ &%) (cf. EGA | I1 4.2.7). On notera i et p les morphismes canoniques 74

i P
Sy —>= Gy —>Py;
1 est une immersion fermée, p est fidelement plat et affine.

5.3. Considérons les morphismes de groupes
te: Gl g — G, ta(z,2') = (g 3,) ;

0
ts : Gm,s — S, ts(z) = (é z‘1> ;

tp: Gm,s — P, tp(z) = p(ta(z,1)).

Ce sont des monomorphismes de groupes, qui définissent dans chaque groupe un tore
(déployé) de codimension relative 2. Pour tout s € S, soit

Xel(5,2®3)%;

(29N.D.E. : On a corrigé £” @ Z'~1 en %' @ #"~1 et I'on a détaillé la phrase qui suit.
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alors la section (qu >0<) de G s normalise tg(Gfmg) et ne le centralise pas; on
conclut alors de Exp. XIX 1.6 que G est réductif, de rang semi-simple 1, de tore

mazimal tg(G3, ).

On raisonne de méme pour S et Py, et on voit que S (resp. P) est réductif,
de rang semi-simple 1, de tore maximal tg(G,,, s) (resp. tp(Gm,s))-

5.4. En raisonnant comme d’habitude, on détermine aussitot ’algebre de Lie de
ces différents groupes et 'opération adjointe du tore maximal choisi. Faisons-le pour
G ; c’est immédiat par Exp. IT 4.8 : Lie(G»/S) est 'algebre de Lie des matrices
ci-dessous :

Fie(Gp)S) = { (‘; Z)

avec le crochet habituel ; on a

ab 'y
adtatz ) (00) = (L0771

Notons Zie(G/S) = g. Soit ag : tg(G?, §) — G, s le caracteére défini par

m, S

a et d sections de Og, b section de .Z, c¢ section de f‘l}

ag(ta(z, ) = 22/ 1.
On voit aussitot sur la relation précédente que ag est une racine de G par rapport
a4 ta(G2, g) et que le morphisme

u: L —g (resp. u_ : L1 — g)

défini par u(X) = (J%) (vesp. u—(X) = (£ 9)) est un isomorphisme de .Z sur g*c
(resp. de £~ ! sur g=2¢).

On a donc prouvé que (G, tg(G?

2 g),aq) est un S-systéme élémentaire.

Posant de méme
as(ts(z)) = 27, ap(tp(2)) = z,

on démontre que (Sg,ts(Gm,s),as) et (Pe,tp(Gn,s), ap) sont des systémes élé-
b

mentaires, et on définit des isomorphismes de .Z (resp. £~ 1) avec les facteurs directs

correspondants des algebres de Lie de S¢ et P .

5.5. Posons exp (§ %) = ( ¥). On a ainsi défini un morphisme
W(g") — Gg

qui induit sur les algebres de Lie le morphisme canonique, donc est I'unique morphisme
de ce type (1.5). De méme, on pose exp (9 ) = (4 9). Effectuant le calcul explicite
de la formule (F), on trouve

<<8 )o(> ’ <30( 8)> = XY, ag(z) = (g 201> =tq(z,27Y).
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(30) L'ouvert NX = N (défini avant 3.1) est :
X / O P a) X /! —a\ X /
Ni©) ={ (o 5)] P e WD ©), Qe W) )]

le morphisme w,,, (cf. 3.1 (iv)) est donné, pour tout X € W(g®)*(S’), par

Wag (X) = (;21 %() ;

le morphisme a,,, (cf. 3.5) est donné par :

siw= ((3 1;) €NG(S) alors  anq(w)=PQ '€ W((ga)®2)X(s/)7

c.-a-d., pour tout Y € W(g=*)*(S'), on a aaq (w)(Y) = PQ™1Y € W(g®)*(9).

5.6. Nous laissons au lecteur le soin de faire les mémes calculs dans S¢ et P.o. On
trouve la méme formule de dualité et les coracines

ag(z) = ts(z), ap(z) = tp(z°).
Notons pr le morphisme induit par p : G — Py sur tg(Gy,, s), c-a-d.

prts(2)) = tp(2%).

On a donc le diagramme commutatif : (31)

SN

m34>ts 4>tp

\\//

On reconnait dans le partie centrale le diagramme commutatif de 4.1 ®2) relatif au
morphisme canonique poi : S — P, qui induit un morphisme des S-systémes
élémentaires précédents.

(39N.D.E. : On a détaillé ce qui suit.
BUN.D.E. : ol tg et tp sont des isomorphismes.
(B2N.D.E. : avec ¢ = 1.
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5.7. Soit maintenant (G, T, @) un S-systéme élémentaire quelconque. Considérons le
diagramme commutatif :

m

T

77 Combinant les deux diagrammes précédents, on obtient un diagramme commutatif :
S

/ | Poa\

\ ap

m,S

S
\

= Gm,S
/

mS

m

Utilisant 4.1, on a donc :

Proposition 5.8. — Soient S un schéma, (G, T,«) un S-systéme élémentaire. Posons
L = g% (et donec L1 =g~ ).

(i) Il existe un unique morphisme de groupes f : S — G qui vérifie les conditions
équivalentes suivantes :

@r(5.0) =@ r(g])=ewm;
o) 1 (p)) =ewx. 7 (y]) =ewv);

©1(g) =ew0. 1) =

(ii) Il existe un unique morphisme de groupes g : G — Py qui vérifie

g(t) = (O‘ét) ?) , glexp(X)) =p (é )1(> :

s =p(y 7). w0 =p(_gy):

De plus, on a



5. EXEMPLES DE SYSTEMES ELEMENTAIRES, APPLICATIONS 57

Le morphisme g est fidélement plat quasi-compact de noyau Ker(a) = Centr(G) et
go [ est le morphisme canonique Sy — P .

Remarquons que les conditions (b) de (i) donnent une description explicite de la
[0

dualité entre g« et g~ .
Corollaire 5.9. — Soit (G, T,a) un S-systéme élémentaire. Les sous-groupes T - Uy,
T-U_,, U, et U_, sont fermés.

Comme U, est un sous-schéma en groupes fermé de T - U,, il suffit de faire la
vérification pour ce dernier. D’apres le théoreme de Noether (Exp. IV 5.3.1 et 6.4.1),
il suffit de prouver que (T - U,)/ Ker(«) est un sous-groupe fermé de G/ Ker(a). En
vertu de 5.8, on est donc ramené & prouver que le sous-groupe de P& (ou de Gg, ce
qui revient au méme en vertu d’une nouvelle application du théoréme de Noether),
défini par ¢ = 0 est fermé, ce qui est trivial.

Par conséquent, les morphismes exp du théoréme 1.5 (i) sont des immersions fer-
mées.

N. B. Le corollaire résulte aussi de ce que T - U, et T - U_, sont des « sous-groupes
de Borel » de G (cf. Exp. XII 7.10).
5.10. Soient .Z un Os-module inversible et

Gm,s I, M Gm, s
un diagramme de groupes (33) tel que avo a* = 2. Soient R le tore maximal de Ker(«)
et K = a*71(R). Alors, K est un sous-groupe de type multiplicatif de G,, s ; en vertu
de avo a® = 2, c’est méme un sous-groupe de ps 5. En particulier le morphisme

0
K_)va ZH((Z)Z—1>

est central. On a donc un monomorphisme de groupes central :

K— R XSy, z (a*(z%(é 201>>.

Considérons le groupe G = (R x Sg)/K obtenu par passage au quotient. C’est un
groupe affine et lisse sur S, a fibres connexes. Il est immédiat que la suite

1—=K—>Rxt5(Gys) —=T——>1

ot u(z,tg(z)) = x a*(2) est exacte. L’image de R x ts(G,,, s) dans G est donc un tore
T’ isomorphe & T. On montre maintenant sans difficultés que si o’ est le caractere de
T’ déduit de « par I'isomorphisme précédent, (G, T/, o’) est un S-systeme élémentaire,
que go‘l est isomorphe & .Z et que o/* est obtenu & partir de a* par I'isomorphisme
T = T'. On a donc construit un S-systéme élémentaire (G, T’,a’) tel que I'objet

(33)N.D.E. : T étant un tore.
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correspondant (Gm’sa—*>T’L>Gm)s, go‘/) de la catégorie 2 définie en 4.2 soit
isomorphe a (Gm_’SLTi>Gm’ s, Z). On a donc prouvé le

Théoréeme 5.11. — Dans les notations de 4.2, le foncteur

(G,T,Oé) I— (Gm,si)T*a>Gm,Sa ga)

est une équivalence de catégories entre & et 9.

6. Générateurs et relations pour un systéme élémentaire

6.1. Soient S un schéma, (G, T, @) un S-systeme élémentaire. Soient X € W(g*)*(S)
et u = exp(X); on a vu en 3.8 que I'élément w = w,(X) vérifie en particulier la
relation

(wu)® = e.

(34) On note s, ’automorphisme de T induit par int(w) ; d’aprés le théoréme 3.1 (iii),
pour tout S’ — et t € T(S'), on a

5o(t) = int(w)(t) =t - a*(a(t)™h).
Théoréme 6.2. — Soit H un S-faisceau en groupes pour (fppf). Soient
fr: T—H, fa: Uy —H

des morphismes de groupes et h € H(S) une section de H. Pour qu’il existe un mor-
phisme de groupes (nécessairement unique)

f:G—H

prolongeant fr et fo et vérifiant f(w) = h, il faut et il suffit que les conditions
suivantes soient vérifiées :

(i) Pour tout ' — S, tout t € T(S') et tout x € Uy(S'), on a
(1> fT(t) fa(.%') fT(t)_l :foz(txt_l) :fa(l‘a(t)).

(autrement dit, fr et fo se prolongent en un morphisme de groupes du produit semi-
direct T - U, dans H).

(ii) Pour tout 8" — S et tout t € T(S'), on a

(2) hfr)h™" = fr(sa(t)) = fr(t-o"(a(t)™).
(iii) On a les deux relations dans H(S) :

3) h? = fr(a”(-1)),

(4) (h fa(w))® =e.

(BYN.D.E. : On a ajouté la phrase qui suit.
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Démonstration. Notons additivement U, et U_, et multiplicativement leur struc-
ture vectorielle. Si f vérifie les conditions de 1’énoncé, on a nécessairement pour tout
y € U_,(5),

fy) = flw  wyw w) = hfo(w yw)h ™.
Soit donc f_, : U_, — H le morphisme défini par
(*1) f-aly) = hfa(w_lyw)h_l'
C’est un morphisme de groupes. D’autre part, f est déterminé sur la grosse cellule €2
par

f(ytx) = ffa(y)fT(t)fa(x)'
Cela montre 'unicité de f; comme les conditions de 1’énoncé sont manifestement
nécessaires, montrons qu’elles sont suffisantes.

On a par (4)
hfa(u)h ' h? = fo(—u)h ™! fol(—u).

Or, par (3) et (1), h2 = h=2 commute & f,(—u), ce qui donne

hfa(u)h_l = fa(—u)hfa(—u).
Mais, par définition hf,(u)h™! = f_o(wuw™1); d’apres 3.7, comme u = exp(X) et 82
w = ws(X), on a
(*2) wuw ' = —u,
ou u désigne I’élément apparié a u. On obtient donc :
(*3) f-a(=1) = fo(—u)hfo(—u).
Soit maintenant ¢ une section de T sur un S’ — S variable. Faisons opérer int(fr(t))
sur la formule précédente. On obtient au premier membre (3%)

Fr(®)f ol =) fe(t) ™ = Fr(t) hfulu)h™ fr(t) ™
=h(h™" fr(t)h) fa(u) (R fo(t) " h)R ™"
= hfr(sa(t)) fal) Fr (50 () Th = fa(a(sa(8)) w)h~
par (2) et (1); puis comme s,(t) =t - a*(a(t)™!) et aoa* = 2, ceci égale
hfo(a(t) 'u)h™t.
Enfin, par (x1) et (x3) on a
hfo(a®) u)h™ = foo(a@®) twuw™) = foo(—a(t) 7).
Le second membre de (x3) donne
fa(=a(t)u) - frOhfr ()T " b fa(—a(t)u)
et comme hfr(t)"'hTt = fr(sa(t71)) = fr(t- o (a(t)), ceci égale
fa(=altyu) - fr(a*(@(t) b+ ful—a(t)u).

(35)N.D.E. : On a corrigé ce qui suit.
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Comparant les deux expressions obtenues, on obtient

Fa( = a(®)™0) = fa(—altyu) - fr(a*(@(t))) - h- fal—a(t)u).

Comme a : T — G,,, s est fidelement plat et que H est un préfaisceau séparé, on peut
remplacer —a(t) ™! par une section quelconque de G,,, s et on obtient le

Lemme 6.2.1. — Pour tout z € G, (S'), ' = S, on a
foa(z) = folz7 ) - fr(a*(=271) - k- fa(z7Mu).

Soient maintenant z,y € G4(S’), S — S; supposons y et (1 + zy) inversibles.
Appliquant d’abord le lemme & z = y, on obtient (36)

fa(xu)ffoz<ya) = foa((x + y_l)u) ’ fT(a(_y_l)) h- fa(y_lu)

Or x +y ! =y 1(1+xy). Appliquant le lemme & z = #, on trouve
Ty

Reportant ceci dans ’égalité précédente, on obtient

Fawt) o) = o (

) ot g (07 k) )l
Comme h~!fr(t)h = fr(sa(t)) d’apres (2) (noter que s2 = id) et comme s, 0 a* =
—a* (cf. 6.2.1), ceci égale

f-a (1 —i/xy U) fal(=(z 4y ) - fr(a* 1+ z9)) - foly  u)

Enfin, comme pour tous ' € U, (S') et z € G,,,(S') on a

fa(@) fr(a®(2)) = fr(a”(2) fa(2 72 2'),

on obtient

Falw)f o) = fa (

@) frla’ (1 +ay) - fo oy
) (SEd

+fz:y

SRS P

On a donc prouvé :

Y
14+ zy

Lemme 6.2.2. — Soit S' — S. Sia € U,(S), be UX (S), et 1 +ab € G,,,(S'), on a

fa(a)f-a(b) = f-ao (1+ b) fT( *(1+ab)) fa (15@)'

(36)N.D.E. : On a détaillé les calculs qui suivent.
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Par densité schématique, cette formule reste valable lorsque b € U_,(S’), 1 + ab
étant toujours inversible. Considérons alors le morphisme

f:Q—H

défini par f(ytx) = foa(y)fr(t)folz).

11 résulte aussitdt de 6.2.2, de la condition 6.2 (i), et de la formule (F') de 2.4, que
sig, g € Q) et g¢' € QS'), on a flg9) = f(g9)f(g"). Par Exp. XVIII 2.3 (iii) et
2.4 B37)i] existe donc un morphisme de groupes G — H prolongeant f. Notons-le
aussi f; il répond & la question; il suffit de prouver, en effet, que f(wy) = h. Or
we = u - (—u) - u, d’olt, d’apres (x3) : ¥

flwa) = fa(w)foa(—0) fa(u) = h.

Remarque 6.3. — Nous completerons ces résultats en Exp. XXIIT 3.5.

(37)N.D.E. : Noter que chaque fibre géométrique de G est connexe, par exemple d’apres 1.1.
(38)N.D.E. : On a simplifié I'original en invoquant (x3).

84






EXPOSE XXI

DONNEES RADICIELLES
par M. DEMAZURE

Cet exposé rassemble, en 'absence de référence convenable, (1) des résultats connus
sur les données radicielles (= systémes de racines « abstraits » ) dont la plupart seront
utilisés par la suite.

Notations — On désigne par Q4 I'ensemble des nombres rationnels positifs (ou nuls) ;
on a ZN Q4+ = N. Soit V un Q-espace vectoriel; si A (resp. B) est une partie de Q
(resp. V), on note A -B I'image de A ® B par le morphisme Q ® V — V, autrement dit
I’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de B a coefficients dans A. On note
—B = {—1}B. On désigne par E—F I’ensemble des éléments de E qui n’appartiennent
pas a F.

1. Généralités

1.1. Définitions, premiéres propriétés

Définition 1.1.1 — Soient M et M* deux Z-modules libres de type fini en dualité. On
note V=M®Q, V¥ = M*® Q; ce sont deux Q-espaces vectoriels en dualité. On
identifie M (resp. M*) & une partie de V (resp V*). La forme bilinéaire canonique sur
M* x M (resp V* x V) est notée ( , ).

Soit R une partie finie de M. Donnons-nous une application a — a* de R dans
M*; 'ensemble des a*, pour @ € R, est noté R*. A chaque a € R, on associe I’endo-
morphisme s, (resp. si) de M et V (resp. M* et V*) donné par les formules :

(1) a(z) =
(1) so(u) =
On dit que le couple (R *) (plus précisément le couple (R, R — M*)) est une donnée
radicielle dans (M, M*), ou que (M, M*, R, R*) est une donnée radicielle, si les axiomes

V)

— (", 2)a, ie. sp=id—a"®a;

— (u, @), ie. si=id-a®a’.

(DN.D.E. : Pour les résultats sur les systémes de racines (§§ 1-5), on peut consulter [BLie], Chap. VI.
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suivants sont vérifiés :
(DRI) Pour chaquea € R, ona (a*, a)=2.
(DR II) Pour chaque @ € R, ona s,(R) CR, s5(R*) CR".

On dit que R est le systéme de racines de la donnée radicielle Z = (M, M* R, R*). Les
éléments de R (resp. R*) sont dits les racines (resp. coracines) de la donnée radicielle.

Remarque 1.1.2— L’axiome (DR I) est équivalent & I'une quelconque des propriétés
suivantes :

(2) saSa =id , (2%) s
(3) sala) =—a , (3*) si(a)=—a".
Remarque 1.1.3— Les axiomes (DR I) et (DR II) entrainent
R =-R, R* = —R7, 0¢R, 0¢R".
Lemme 1.1.4 — L’application R — R* est une bijection. Plus généralement, si o, 3 €
R et (a*,x) = (8%, x) pour tout x € R, alors oo = (.
En effet, on a alors sg(a) = a — 20, sq(8) = 8 — 2. On en déduit aussitot
sgsa(a) =20 —a=a+2(0 - a), sgsa(B—a)=s3(f—a)=0—a,
d’ou (sgsq)" () = a+2n(8—«) € R par (DR II). Comme R est fini, ona f—a =0.
Corollaire 1.1.5 — L’application inverse R* — R définit une donnée radicielle
xZ* = (M*,M,R*,R)
dite duale de Z. (?

Définition 1.1.6 — On note I'g(R) le sous-groupe de M engendré R. On note ¥ (R)
le sous-espace vectoriel de V engendré par R, c’est-a-dire I'g(R) ® Q. Appliquant ces
définitions & Z*, on construit de méme I'o(R*) et ¥ (R*).

On appelle rang réductif de % le nombre

rgred(#Z) = rang(M) = dim(V) = dim (V") = rang(M*) = rgred(#£™).
On appelle rang semi-simple de % le nombre
rgss(#Z) = rang(R) = rang(T'o(R)) = dim(¥(R)).

On a donc rgss(#) < rgred(%).

On verra ci-dessous que rgss(Z) = rgss(#*), c’est-a-dire que ¥ (R) et ¥ (R*) ont
méme dimension.
Définition 1.1.7 — On dit que Z est semi-simple (resp. triviale) si rgss(#Z) =
rgred(#) (resp.rgss(#) = 0). Pour que Z soit triviale, il est donc nécessaire et
suffisant que R soit vide. La donnée radicielle triviale de rang réductif nul est notée

0 = ({0},{0}, 2, 92).

(2)N.D.E. : On notera que (a*)* = a.
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Définition 1.1.8 — On note W(Z) le groupe de transformations de M engendré par
les sq, @ € R. On l'appelle le groupe de Weyl de %. On note

W* (%) = W(%").

Alors W(Z) opere dans R, IT'g(R), 7 (R), Met V. Siw € W(Z) et x € M (resp. € V),
on a wr —x € Tg(R) (resp. wx —x € ¥ (R)), c’est immédiat sur la formule (1). De
méme pour W*(Z%).

Lemme 1.1.9 — Pour tousa € R, x € V, u € V¥, on a
(4) (sa (), sa(2)) = (u,2).

En effet, en faisant le produit scalaire de (1) et (1*), on trouve que le premier
membre est égal & (u,z) + (u, o) (o, z)((a*, @) — 2) = (u, z).

Remarque 1.1.10— Si on suppose 0 ¢ R et 0 ¢ R*, alors 1.1.9 équivaut & (DR I).

Corollaire 1.1.11 — Notons h — h" lisomorphisme de GL(M) sur GL(M*) qui as-
socie & h son contragrédient. Alors la formule (4) s’écrit aussi

(5) (80)" = sb.

Corollaire 1.1.12 — L’isomorphisme précédent induit un isomorphisme de W (%) sur

Scholie 1.1.13— En vertu du résultat précédent, nous identifierons W et W*, et
nous considérerons W comme un groupe de transformations de R, R*, M, M*, T'o(R),
To(R*), V, V*, ¥(R), ¥(R*). Nous écrirons s, pour s¥.

1.2. L’application p
Lemme 1.2.1— Soit p: M — M* (resp. V. — V*) Uapplication linéaire définie par

(6) p(x) = Y (u,z)u.

u€eR*

Notons l(x) = (p(x),x). On a les propriétés suivantes :

(7) {(x) =0, (a) >0 pour a€R.
(8) Lwz) =Ll(x), pour w € W.
(9) (p(z),y) = (p(y),x),  pour z,y € V.

(10) Lo)a™ = 2p(a), pour o € R.
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Les trois premicres relations sont immédiates (3). Démontrons la derniére. On a
par (1), pour u € V* :

(u, ) & = (u, @) u — (u, @) s4(u

= (u, @) u + (u, $o(a)) s (u
)

)
= (u, ) u+ (salu ) (car s2 =1id).

)
, Q) 8o (U
(

Comme s, est une permutation de R* (par (DR II)), il n’y a plus qu’a sommer sur
u € R* pour conclure.

Scholie 1.2.2 — La relation (10) dit que « — f(a)a* est la restriction & R d’une
application linéaire de M dans M*. En particulier, on a

(—a)" = —a”.
Corollaire 1.2.3 — L’application p induit un isomorphisme de ¥ (R) sur ¥ (R)*.
En effet, p envoie ¥'(R) sur ¥ (R*). On a donc

dim(7'(R)) = dim(¥(R")).
En appliquant cette formule a la donnée radicielle duale, on en déduit

dim(¥(R)) = dim(7/(R")),
donc p, étant surjectif, est aussi bijectif.
Corollaire 1.2.4 — On a dim(¥'(R)) = dim(¥(R*)), donc

rgss(Z) = rgss(Z™).

Corollaire 1.2.5 — La forme bilinéaire (u,x) est non dégénérée sur ¥ (R*) x ¥ (R),
donc met ces Q-espaces vectoriels en dualité.

En effet, si (u,z) = 0 pour tout u € R*, alors p(xz) = 0.

Corollaire 1.2.6 — La forme bilinéaire symétrique (p(x),y) est positive non dégénérée
sur ¥ (R).

Corollaire 1.2.7 — W opére fidélement dans R (et donc dans les autres ensembles de
1.1.13).

En effet, soit u € V*. Soit w € W, supposons que w(a) = « pour tout o € R et
prouvons que w(u) = u. On a

(w(u) = u,a) = (w(u),a) = (u,a) = (u,w™ (@) = (u,a) = 0.
Mais w(u) — u € ¥ (R*). S’il est orthogonal & toutes les racines, il est nul par 1.2.5.

Corollaire 1.2.8 — Le groupe W est fini.

(GIN.D.E. : (8) résulte de (4), (2) et (DR II).
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Proposition 1.2.9 — Les opérations de W respectent la correspondance entre racines
et coracines. En d’autres termes, pour a« € R et w € W, on a

w(a®) = w(a)*.

Il suffit de le vérifier pour w = sg, # € R, c’est-a-dire de vérifier la formule
sp(a”) = sp(a)"
Or, {(sg()) sp(a)*/2 égale :
plsp@)) = D (wspla)u= Y (sp(u),@)u= Y (u,a)ss(u) = s5(p(a));
uER* u€R* u€R*
comme {(sg(c)) = £(c), on obtient sz(a)* = s3(2p(a)/l(a)) = sp(a®).

Corollaire 1.2.10 — Sia € R et w e W, on a

1
WSaW ™~ = Syy(a)-

En effet, wsow=t(z) = z — (o, w1 (2)) w(a) = z — (w(a*),z) w(a), et ce dernier
terme égale, d’apres 1.2.9 :

r— (w(a)", z) w(a) = sy(a)(T).

Corollaire 1.2.11 — Soit R’ C R. Pour que (M,M*,R’,R’*) soit une donnée radi-
cielle, il faut et il suffit que o, B € R’ entraine s, (8) € R'.

2. Relations entre deux racines

2.1. Racines proportionnelles

Proposition 2.1.1 — Soient a et 3 deux racines. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) Il existe k € Q tel que o = k 5.

(ﬁ) Sa = S3-

De plus, sous ces conditions, on a o = k™! 3* et k est égal a l'un des nombres 1,
~1,2, -2,1/2, —1/2.

Supposons d’abord (i). On a d’abord

a* =L(a)" ' 2p(a) = k2(B) " 2kp(B) = k' B~
Cela entraine aussitot s, = sg. Réciproquement, si I'on a s, = sg, alors
= S(N(_a) = 55(—06) = (ﬁ*va)ﬂ - &,
d'on 20 = (5%, a) B, avec (0%, a) € Z, donc (ii) entraine (i). Enfin, si a = k 3, alors
a* =k~ 3%, don
(o, 8) = 2k, (8%, @) = 2k,

donc 2k et 2k~ ! sont des entiers et on a terminé.
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Application 2.1.2 — Les données radicielles Z telles que rgss(#) = 1 sont de I'un des
deux types suivants :

(i) Type A; : il existe un a € M tel que les racines soient o et —av.
Les coracines sont alors a* et —a*.
(ii) Type A} : il existe un @ € M tel que les racines soient o, —a, 2a, —2av.

Les coracines sont alors a*, —a*, a*/2, —a* /2.

Définition 2.1.3 — On dit que a € R est indwisible si a/2 ¢ R. On dit que Z est
réduite si toute racine est indivisible.

Pour que Z soit réduite, il faut et il suffit que Z* le soit. Si « est indivisible et si
w € W, alors w(a) est indivisible.

Définition 2.1.4 — Soit o € R. Si « est indivisible, on pose ind(a) = a. Sinon, on
pose ind(a) = /2.

Corollaire 2.1.5 — Si « € R est indivisible et si ka € R, ou k € Q, alors k € Z.
Proposition 2.1.6 — Soit # une donnée radicielle. Alors
ind(Z) = (M, M*,ind(R), ind(R)*)
est une donnée radicielle réduite, et l’'on a
W(ind(Z)) = W(Z).

En effet, ind(Z#) est une donnée radicielle par 1.2.11, car le groupe de Weyl permute
les racines indivisibles. La seconde assertion résulte de 2.1.1.

Remarque 2.1.7— Si Z n’est pas réduite, on a ind(R)* # ind(R*) et donc ind(#*) #
ind(Z)*.

2.2. Racines orthogonales

Lemme 2.2.1 — Soient o et § deuz racines. On a
(11) t(a) (o, 8) = £(B) (67, a).
Cela résulte aussitot de 1.2.1, formules (9) et (10).

Corollaire 2.2.2 — Soient o, 3 € R. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) (a",08) =0, (ibis) (8%, @) =0,
(ii)  (p(a),B) =0,

(iil) s.(B) =0, (iii bis) sg(a) = a,
(iv) sa(B*) =08, (iv bis) sg(a*) = a*,
(v Sa # g et sq et sg commutent.

Toutes les équivalences sont immédiates, sauf celles qui portent sur (v). Montrons
que (i) (et (i bis)) entrainent (v). On a

sasp(z) =z — (8%, 2) 8 — (", 2)a+ (8, 2) (a", ) a.
Si (a*,8) =0, alors (8%, a) =0 et sa53(x) = $3Sa(x).
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Supposons réciproquement (v). On a alors
Sa = 885453 = Ss4(a) (par 1.2.10).

Par 2.1, il existe donc k € Q* tel que a = ksg(a) = ka—k (5%, a) 5. Comme s, # sg,
alors 8 et a ne sont pas proportionnelles par 2.1.1, donc (5*, ) = 0.

Définition 2.2.3 — Deux racines vérifiant les conditions équivalentes de 2.2.2 sont
dites orthogonales.

Remarque 2.2.4— Les racines « et § sont orthogonales si et seulement si les coracines
a* et §* sont orthogonales.

Lemme 2.2.5— Si a et 8 sont deuz racines orthogonales, alors o + 3 € R si et
seulement si « — 3 € R.

En effet sg(a + 5) = sp(a) + s5(8) = a — 5.

Lemme 2.2.6 — Soient a et 5 deux racines non orthogonales. Si on définit £(v*) pour
une coracine v* comme € de la racine v* de Z*, on a la relation

(12) tla)l(a”) = L(B)L(BT).

En effet, multipliant la formule (11) par la formule correspondante pour Z*, et
tenant compte de I’égalité (y*)* = v pour tout v € R, on trouve :

(8%, @) (o, B) £(a) L(a") = (87, ) (o, B) £(B) £(537).
2.3. Cas général
Proposition 2.3.1 — Si « et 3 sont deux racines quelconques, on a
(13) 0< (", 0)(8% a) <4
St « et B ne sont ni proportionnelles, ni orthogonales, on a
1< (%, B)(B% a) < 3.

En effet, on a 4 (p(a),3)? = L(a)l(B)(a*, B)(B*,a). D’autre part, d’apres 1.2.6,
la forme bilinéaire symétrique (p(z),y) est positive non dégénérée sur ¥ (R), d’out
(p(x),y)* < £(z) L(y) V.

Corollaire 2.3.2 — Soient « et 8 deur racines non orthogonales. Si £(a) = £(5), il
existe w € W tel que w(a) = 5.

En effet, si « et B sont proportionnelles, comme ¢(«) = ¢(83), on a o« = (3 ou
a = —f;en ce cas on prend w = 1 ou w = S4. Si o et B ne sont ni proportionnelles,
ni orthogonales, on a, d’apres la formule (11) et 2.3.1 :

(8", o) = (", B) = 1.

Si (8%, a) = (a*,8) =1, on prend w = sgsqasg. Si (6%, ) = (o, 3) = —1, on prend
W = S453.

(ON.D.E. : avec égalité si et seulement si = et y sont proportionnels
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Corollaire 2.3.3 — Si «a et 3 sont deux racines, si o # B et (8*,a) > 0 (resp. si
a#£ —f et (6*,a) <0), alors a — 3 (resp. a + [3) est une racine.

Le second cas se déduit du premier en changeant 8 en —f3. Si « et 3 sont propor-
tionnelles et si (8*,«) > 0, alors on a 8 = «, 26 = a ou § = 2a. Le premier cas
est exclu. Dans les autres, on a respectivement « — =g € Roua— = —-a € R.
Si « et (0 ne sont pas proportionnelles, (a*,3) et (8*,«) sont deux entiers stricte-
ment positifs de produit au plus 3. L'un d’eux est donc égal & 1. Si (8*,a) =1, on a
a—pf=sg(a)eR;si(a*,)=1,onaa—L3=—-s.(0) €R.

Lemme 2.3.4— Soient a et B deux racines non proportionnelles. Si 3 — o n’est pas
une racine, alors B+ ka € R pour k = —(a*, 3), mais pas pour k = —(a*,3) + 1.

En effet, on a 8—(a*, B) a = s4(8) € R, mais S+ (—(a*,8)+1) a = so(B8—a) € R.

Proposition 2.3.5 — Soient « et 8 deux racines non proportionnelles. L’ensemble des
entiers k tels que B+ ka € R est un intervalle [p,q] (p <0,q>0) et on ap+q =

—(0[*, ﬂ)
Pour la premiere assertion, il suffit par exemple de prouver que si 3+ ka € R, k
entier > 0, alors 8+ (k —1)a € R. Si k =1, c’est trivial. Si k > 2, on a
(", B+ka)=(a",0)+2k>-3+4>0,

et on conclut par 2.3.3. Soit donc [p, q] V'intervalle en question. Appliquant 2.3.4 &
0+ pa, on trouve

g—p=—(a*,B+pa)=—(a*,8)—2p. ©

Remarque 2.3.6— La formule précédente contient les énoncés qualitatifs 2.2.5 et
2.3.3.

Compléments 2.3.7— ) D’apres 1.2.1 (9) et 1.2.6, la forme bilinéaire sur ¥ (R) dé-
finie par

(z,y) = (p(x),y)
est symétrique et définie positive. D’apres 1.2.1 (10), pour tout o € R et y € ¥ (R),

o.9) = o y)

ou {(a) = (o, ). Par conséquent, on déduit de 2.3.3 le corollaire suivant.

Corollaire. — Soient o # 8 dans R. Si o — 8 € R, alors (o, ) < 0.

(®)N.D.E. : On a corrigé +2p en —2p.

(O)N.D.E. : On a ajouté ces compléments, utiles pour la démonstration de 3.1.5.



3. RACINES SIMPLES, RACINES POSITIVES 71

3. Racines simples, racines positives

3.1. Systémes de racines simples

Lemme 3.1.1 — Soient o et oy, i = 1,...,n, des racines. Supposons « distinct des
;. St l’on a une relation

n
OZZZ%O% g € Qy,
i=1

il existe un indice i tel que ¢; # 0, (a*, ;) >0, a — a; € R.

;. n . "
En effet, on écrit 2 = (o, o) = >, ; ¢ (&*, a;), ce qui prouve les deux premiéres
assertions. La troisieme résulte alors de 2.3.3.

Proposition 3.1.2 — Soient « et o, i = 1,...,n, des racines. Si
n
azZmiai, m; € Ny,
i=1

il existe une suite 31, ..., Bm de racines prises parmi les c; (non nécessairement deuxz 98
a deuz distinctes) telle que si l'on note

P
pr:Zﬁu p:17"'ama
=1

on ait v, € R et vy = .

Raisonnons par récurrence sur U'entier Y m; = m’. Si a est égal & I'un des o, soit
a;, (ce qui est automatique si m’ = 1), on prend m = 1, 51 = «;,. Sinon, on applique
le lemme précédent et il existe un indice ¢ tel que m; # 0 et que o — v; soit une racine.
On a alors (m; —1) € Net

oa—o; = (mi— 1)057;—1—2771]'0(]‘.
i
Il n’y a plus qu’a appliquer '’hypothese de récurrence a o — «;.
Corollaire 3.1.3 — Soit R’ C R. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Sia,BeR et a+ B ER, alorsa+ R
(ii) (N-R)NR CR.
En effet, on clairement (ii)= (i). La réciproque résulte aussitot de la proposition.

Définition 3.1.4 — Un ensemble de racines vérifiant les conditions de 3.1.3 est dit
clos.

Proposition 3.1.5 — Soit A C R un ensemble de racines. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) Les éléments de A sont indivisibles, linéairement indépendants et 99

RC(Q+-A4) U (-Q4-A).
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(ii) Les éléments de A sont linéairement indépendants et
RcC(N-A) U (=N-A).

(iii) Toute racine s’écrit de maniére unique comme une combinaison linéaire des
éléments de A, a coefficients entiers tous de méme signe.

(M On a évidemment (ii) = (iii). Notons as, ..., les éléments (distincts) de A.
Prouvons (i) = (ii). Soit & € R. On a donc une écriture unique

5‘1:2%’0&1 g € Q4, e ==+1.

Montrons que les g; sont entiers. Cela est certainement vrai s’ils sont tous nuls sauf
un (cf. 2.1.5). Sinon, « est distinct des «; et en appliquant 3.1.1, on trouve un g tel
que o/ =¢ea — oy, € R et g;, # 0. Cela donne

/
o = (giy — 1) gy + g qi O
iio

Comme 'un au moins des ¢;, i # ip est non nul, (i) entraine ¢;,—1 > 0. On recommence
lopération pour o/ et au bout d’un nombre fini de pas, on a démontré que les ¢; sont
entiers.

Montrons (iii) = (i). Montrons que ai, as, ..., sont linéairement indépendants
sur Q. Dans le cas contraire, on aurait une égalité

xr = Zaiai = ijozj,
i€l jel
ou I,J sont deux parties disjointes de {1,...,n}, 'une au moins, disons I, étant non
vide, et a;,b; € N*. D’apres le corollaire 2.3.7, on a (a;,a;) <0siie€let jeJ, dou
(z,x) <0 et donc z = 0. Soit ig € I, alors les égalités
Qip = g + > i = iy + > _bjay
i€l jel
entrainent (d’apres (iii)) a; = 0 = b; pour tout %, j, une contradiction. Ceci montre
que les éléments de A sont linéairement indépendants sur Q; montrons qu’ils sont

aussi indivisibles.
Soit donc 8 € A divisible. On a 3/2 € R, d’ou

B
5252"%0" ma €N, e = +£1,
donc aussi § = 2> mqa, d’olt par unicité my = 0 si a # 3 et 2emg = 1, une
contradiction.

Définition 3.1.6 — Un ensemble A de racines vérifiant les conditions de 3.1.5 est dit
systeme de racines simples, ou base de R.

Siw e W et si A est un systeme de racines simples, alors w(A) est un systéme de
racines simples.

(MN.D.E. : Dans ce qui suit, on a modifié ’ordre et détaillé la preuve de I'implication (iii) = (i).
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Remarque 3.1.7— Cette définition ne fait intervenir que R et non Z, elle ne fait
méme intervenir en fait que ind(R).

Remarque 3.1.8— Si A est un systéme de racines simples, A est une base du groupe
abélien libre I'o(R). On a donc Card(A) = rgss(%).

Remarque 3.1.9— Les conditions de 3.1.5 sont alors évidemment équivalentes aux
suivantes :

(i) Les éléments de A sont indivisibles, en nombre < rgss(R) et R C (Q4 - A) U
(-Qs - A).

(ii") On a Card(A) <rgss(R) et R C (N-A) U (=N-A).

Corollaire 3.1.10 — Si A est un systéme de racines simples, alors ind(A*) est un
systéme de coracines simples (i.e. un systéme de racines simples de R*).

En effet, si B = > ca Gaa (aq € N), alors p(a) = Y oA @a p(a), d’ott, d’apres

1.2.1 (10) :
t(a)
ﬁ* = Z Qo 777 05*7
)
ce qui démontre que ind(A*) vérifie ().
(®) D’apres 2.1.1, si a* n’est pas indivisible, alors o* = 2u*, ott u* € ind(A*) (et
u = 2a). On en déduit :

Corollaire 3.1.11 — Si A est un systeme de racines simples et si 3 = ) A Ga«
(aoq € Z) est Vécriture de § suivant A, alors 2 anf(«) est divisible par £(5) (et méme
par 2¢(0) si a* est indivisible).

Avant de continuer & énoncer les propriétés des systemes de racines simples, mon-
trons qu’il en existe.

3.2. Systémes de racines positives

Définition 3.2.1 — Un ensemble R C R est dit un systéme de racines positives de
Z (ou de R, cf. la remarque 3.2.2), s’il vérifie les conditions suivantes :

(P2) Ry U-Ry =R.

(P 3) (Q+ -Ry)NR C R4

En particulier, un tel ensemble est clos. On verra plus tard qu’en fait un ensemble
clos vérifiant (P 1) et (P 2) vérifie aussi (P 3), donc est un systéme de racines positives.
Siw € W et si Ry est un systéme de racines positives, alors w(R4) est un systeme
de racines positives.

Remarque 3.2.2— Cette définition ne fait intervenir que R. On dira aussi que R
est un systeme de racines positives de R.

(8)N.D.E. : On a ajouté la phrase qui suit, et dans 3.1.11 on a remplacé 4 aq () par 2 aql(c).
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Remarque 3.2.3— De (P 1) et (P 2), on tire aussitot

Card(R4) = Card(R)/2.
Il en résulte q/ue si Ry et R/, sont deux systemes de racines positives et si Ry C R/,
alors Ry =R/,.
Remarque 3.2.4— Si Ry est un systeme de racines positives, R est un systeme de
coracines positives (i.e. un systéme de racines positives de R*).

Cela résulte aussitot de 1.1.4 et 1.2.2.

Définition 3.2.5 — Soit A un systéme de racines simples. On pose
Z(A)=(Q+-A)NR=(NL-A)NR.

Proposition 3.2.6 — Si A est un systéme de racines simples, Z(A) est un systéme de
racines positives. Si A est un systeme de racines simples et Ry un systéme de racines
positives, on a l’équivalence :

A CR4 < Ry = Z(A).

La premiere assertion est immédiate. Si A C Ry, alors Z(A) C Ry par (P 3),
donc Z(A) = R4 par 3.2.3. Le reste est trivial.

Remarque 3.2.7— 1l existe des systemes de racines positives : soit > une structure
d’espace vectoriel totalement ordonné sur ¥ (R). L’ensemble des racines > 0 pour
cette relation d’ordre est un systéme de racines positives.

Théoréme 3.2.8— Soit Ry un systéeme de racines positives. Il existe un unique sys-
téeme de racines simples . (Ry) tel que ¥ (R4+) C Ry, d.e. tel que Ry = Z(L(Ry)).

L’unicité résulte aussitot de :

Lemme 3.2.9 — Soit A un systéeme de racines simples. Alors pour que @ € P(A)
appartienne o A, il faut et il suffit que o ne soit pas somme de deux éléments de

P(A).
Ce lemme résulte aussitot des définitions et de 3.1.2.

Démontrons maintenant U'existence de .#(R4.). Considérons ’ensemble des parties
T de Ry telles que T = ind(T) et que (Q+ - T) D Ry. Cet ensemble est non vide,
car il contient ind(R4). Soit A un élément minimal de cet ensemble pour la relation
d’inclusion. Montrons que A est un systéme de racines simples, c’est-a-dire par 3.1.5
(i), que A est une partie libre de M ® Q.

Lemme 3.2.10— Sia,B €A etqa+q¢ B ER, ot q,q €Q, alors q¢’ > 0.
En effet, si g¢’ < 0, on peut écrire (quitte & échanger « et 3)
aa — b0 € Ry, a,beQy,
donc il existe par hypothese une relation

ac —bB=> c(v)y,  c(y) € Q4.

YES



3. RACINES SIMPLES, RACINES POSITIVES 75

Sia < ¢(a), elle s’éerit

c(a)—a (1)
gt s

Alors, cet élément appartient & (Q4 - A) NR, qui est contenu dans R4 d’apres (P 3).
Mais alors 8 € Ry N —Ry, ce qui contredit (P 1).
Si, au contraire a > ¢(«), on écrit
(a—cla))a=bF+3 ()
YFo
ce qui prouve que A C Q4 - (A — {a}), contrairement au caractére minimal de A. 104
Rappelons (cf. 2.3.7) que la forme bilinéaire sur ¥'(R) définie par (x,y) = (p(x),y)

est un produit scalaire euclidien ; de plus, pour @ € R on a (o, y) = £(«) (o*,9)/2, de
sorte que (o, y) et (a*,y) sont de méme signe.

Lemme 3.2.11— Si o, 8 € A, alors (6*,a) < 0 et donc (B, a) < 0.

En effet, sg(a) = a — (8*,a) § € R, d’ou (8%, «) < 0 d’apres 3.2.10.
Démontrons maintenant que A est libre. Dans le cas contraire, 3.2.11 entraine,
comme dans la démonstration de 3.1.5, qu’il existe une relation non triviale

Z m(a)a =0, m(a) € N,

aEA
d'ott —ag = (m(ao) — 1) a0 + 3,4, M(@) o, s m(ag) > 1. Alors, d’apres (P 3), ao
appartient & P () —P, contredisant (P 1).

Ceci montre que A est une base de R et acheéve la démonstration du théoréme
3.2.8.

Corollaire 3.2.12 — Soient Ry un systéeme de racines positives, A une base de R et
weW. Ona:
ACRy <= Ri=214) <= A=7Ry)
P(nd(A%) = 2(A), F(RL) = ind(#(R+)");
L (w(Ry)) = w(S(Ry)), Z(w(A)) =w(Z(A)).

Définition 3.2.13 — Si on a choisi un systéme de racines simples A, les éléments de 105
P(A) seront dits positifs. Si on a choisi un systéme de racines positives Ry, les
éléments de .7 (R4 ) seront dits simples.

Corollaire 3.2.14 — Soit R4 un systéme de racines positives. Soit o € R4. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(1) a est simple (i.e. o € Z(Ry)).

(ii) a n’est pas somme de deux éléments de Ry.

(ili) Ry — {a} est clos (cf. 3.1.4).

L’équivalence de (i) et (ii) résulte aussitot de 3.2.9. L’équivalence de (ii) et (iii) est
immeédiate.
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Définition 3.2.15 — Soit A un systéme de racines simples. La somme des coefficients
de la décomposition d’une racine « suivant A s’appelle l'ordre de « relativement a A
et se note orda ().
On a les équivalences :
a € P(A) < orda(a) > 0, a € A< orda(a) =1.
Lemme 3.2.16 — Soient A un systéme de racines simples et o € P (A). Il existe une
suite a; € A, i =1,...,m, telle que
artas+--+a, € ZA) pour p=1,...m,
o Fax+ oy = o

De plus, pour toute suite c; vérifiant ces conditions, on a m = orda ().

Trivial par 3.1.2.

3.3. Caractérisation et conjugaison des systémes de racines positives
Lemme 3.3.1— Sia € Z(A), B € A et sia et 8 ne sont pas proportionnelles, alors
sgla) € Z(A).

En effet, sg(a) = a—(6*, ) 8. Comme il y a au moins une racine simple autre que 3
qui intervient dans la décomposition de a avec un coefficient non nul (donc strictement
positif), donc aussi dans la décomposition de sg(a) avec le méme coefficient, sg(c)
est aussi positive.

Corollaire 3.3.2 — Si 8 € A, la symétrie sz échange les éléments de P (A) non
proportionnels a 3.

Lemme 3.3.3— Sia € Z(A)—A, a indivisible, il existe § € A tel que sg(a) € P(A)
et orda(sg(a)) < orda(a).

En effet, d’apres 3.1.1 il existe § € A tel que (8*,a) > 0. Comme o ¢ A et est
indivisible, o ne peut étre proportionnel & 5. Donc, sg(a) € Z(A), d’apres 3.3.1, et
l'on a orda(sg(a)) = orda(a) — (8%, ) < orda(a).

Corollaire 3.3.4 — Si o € P(A) est indivisible, il existe une suite 3, € A, p =
1,...,q, telle que

ap =sg, - -sp () € Z(A) pour p=1,...q,
et ag € A.

Cela résulte de 3.3.3 par récurrence sur orda («).

Proposition 3.3.5 — Le groupe de Weyl est engendré par les sq, pour a € A. Toute
racine indivisible est conjuguée d’une racine simple par un élément du groupe de Weyl.

La seconde assertion résulte aussitot de 3.3.4. La premiere en résulte par 1.2.10 et
2.1.1.

Proposition 3.3.6 — Soit Ry un systéme de racines positives. Soit P’ C R vérifiant
(P 2) et clos. Alors il existe w € W tel que w(Ry) C P.
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Enoncons tout de suite les corollaires.

Corollaire 3.3.7 — Le groupe de Weyl opére transitivement sur [’ensemble des sys-
témes de racines positives (resp. des systémes de racines simples).

Corollaire 3.3.8 — Pour qu’une partie de R soit un systéme de racines positives, il
faut et il suffit qu’elle vérifie (P 1) et (P 2) et soit close.

Corollaire 3.3.9 — Si l'on munit To(R) d’une structure de groupe ordonné telle que
toute racine soit > 0 ou < 0, l’ensemble des racines positives pour cette structure
d’ordre est un systéme de racines positives.

Démontrons maintenant 3.3.6. On peut trouver un w € W tel que Card(w(R4)NP’)
soit maximum, donc en remplacant Ry par w(R4 ), on peut supposer que

(%) Card(R+ NP') > Card(R+ N sa(P"))

pour tout @ € .(Ry) = A. Prouvons que Ry C P’. Sinon, P’ étant clos, il existe
a € A, a ¢ P'. Mais P’ vérifiant (P 2), on a alors —a € P’ (donc —2a € P’ si 2«
est racine). Pour tout 8 € Ry NP/, on a 8 # «a; si 2a n’est pas racine, on a alors
sa(B) € Ry (par 3.3.1), donc

Sa (R+ n P/) C R+ N S(X(P/);

mais Ry N s, (P’) contient aussi @ = s,(—a), ce qui contredit U'inégalité (x). Si 2« est
racine, on raisonne de méme.

Pour étudier les ensembles de racines vérifiant (P 2) et clos, on est donc ramené
au cas ol ils contiennent un ensemble de racines positives.

Proposition 3.3.10 — Soient R un systéme de racines positives et P’ une partie
close de R contenant Ry. Si on note A = S(Ry) et A’ = AN —P’, alors P’ est la
réunion de Ry et de l’ensemble des racines qui sont combinaison linéaire a coefficients
négatifs des éléments de A’.

Démontrons I’assertion par récurrence sur l'ordre d’une racine v € P/ — Ry. Si
orda(y) = —1, alors —y € A et v € —A’. Si orda(y) < —1, il existe, d’apres 3.1.2,
8 € A telle que —y — 8 € R; alors

0 < orda(—v — B) = orda(—7) — 1 < orda(—7)

et la premiere inégalité montre que —y — 3 € R4+. Donc, comme R4 N —Ry = @ et
comme 7y + 3 est la somme de deux racines de P/, ¢’est un élément de P’ — R, tel que
orda (y+03) > orda (). Donc, par I'hypothese de récurrence, v+ est une combinaison
lindaire & coefficients négatifs des éléments de A’. Comme v = (v + 3) — 3, il suffit de
vérifier que § € —P'. Orv € P’ et —(v+ ) € Ry C P/, de sorte que -8 =~v—(y+0)
appartient & P’.

Définition 3.3.10.1 — ) On dit qu’'une partie R’ de R est symétrique si —R’ = R’.

(9N.D.E. : On a inséré ici cette définition.
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Scholie 3.3.11— Soit P’ un ensemble de racines vérifiant (P 2) et clos. 1l existe un
systeme de racines simples A et une partie A’ de A tels que

PP=RnN(N-AU-N-A").

Si on note Rar = (Z - A’) N R, qui est une partie close et symétrique de R, alors P’
est donc la réunion disjointe de Ras et de la partie close de &?(A) formée des o €
P(A)—N-A’| ie. des racines positives qui dans la décomposition sur A «contiennent
au moins une racine de A — A’ ».

3.4. Ensembles de racines clos et symétriques

Proposition 3.4.1 — Soient Z = (M, M*,R,R"*) une donnée radicielle et R’ une par-
tie close et symétrique de R. Alors :

(i) #' = (M,M*,R’,R'*) est une donnée radicielle ;

(ii) pour tout systéme de racines positives Ry de R, R/, = Ry NR' est un systéme
de racines positives de R’ ;

(iii) le groupe de Weyl W(Z') de Z' est le sous-groupe de W(Z) engendré par les
Sa, pour a € R/,

La premiere assertion est triviale par 1.2.11, la seconde résulte de 3.3.8, la troisieme
est évidente.

Corollaire 3.4.2 — Soit w € W(Z'). L’ordre de w est le plus petit entier n > 0 tel
que w"(a') = o pour tout o’ € R'.

11 suffit d’appliquer 1.2.7 & la donnée radicielle %'.

Corollaire 3.4.3 — Soient «a et § deux racines non proportionnelles. Soit n le plus
petit entier > 0 tel que (sa53)" (@) = a et (sa58)"(8) = . Alors le sous-groupe W, g
de W engendré par s, et sg est défini par les relations :

s2 =1, s% =1, (sasp)™ = 1.
Compte tenu de 3.4.2, il suffit de vérifier :

Lemme 3.4.4— Soit G le groupe engendré par deuz éléments x et y soumis aux re-
lations 2% = y? = 1. Tout sous-groupe invariant de G ne contenant ni x ni y est
engendré (comme sous-groupe invariant) par un élément de la forme (xy)™, oun > 0.

(10) En effet, tout élément de G s’écrit (zy)", ou (yz)" = (zy)~", ou :
(a) o(yz)®  ou  y(ay)* !
(b) yley)®™  ou  a(yz)* T

ou n € N. Or les éléments du type (a), resp. (b), sont conjugués a x, resp. & y.

(1ON.D.E. : On a corrigé loriginal dans ce qui suit.



3. RACINES SIMPLES, RACINES POSITIVES 79

Remarque 3.4.5— On calcule immédiatement ’entier n : si on pose

(", 8)=p, (B a)=g
on a (D 110
(sasp)(@) = (pg—1)a—qB,  (sasp)(B) =pa—p.
L’entier n est donc 'ordre de la matrice

pg—1 p
—q -1)°

Si pg =0, alors p = ¢ = 0, d’apres 2.2.2, d’ou n = 2. Sinon, d’apres 2.3.1, pq égale
1, 2, ou 3, et 'on trouve, respectivement, n = 3, 4 ou 6.

N. B. En écrivant que I'ordre de la matrice précédente est fini, on retrouve I'inégalité
(13) de 2.3.1.
Définition 3.4.6 — Soit A un systéme de racines simples et A’ C A. On note

Ra=RN@Q-F)=RnN(Z-A").

Lemme 3.4.7— Ra: est clos et symétrique, A’ est un systéme de racines simples de

la donnée radicielle (M, M*,Ra/, RX,), dont le groupe de Weyl est le sous-groupe W o
de W engendré par les sq, pour « € A'. On a ANRa = A,

Trivial.

Proposition 3.4.8 — Soit R’ C R. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe un sous-espace vectoriel V' de V (ou de ¥ (R)) tel que R" = RNV’

(i) Il existe un systéme de racines simples A de R et une partie A’ de A telle que
R’ =Rar.

Plus précisément, sous ces conditions, tout systéme de racines simples A’ de 111
(M, M*, R/, R'*) est contenu dans un systéme de racines simples A de R et l'on a
R’ =Rar.

On a évidemment (ii) = (i). Supposons (i) vérifiée : alors R’ est clos et symé-
trique, donc (M, M* R/, R’*) est une donnée radicielle. Soient A’ un systéme de ra-
cines simples de cette donnée et R/, = Z2(A’). Si V' =V, alors A’ est un systeéme de
racines simples de R et on a terminé. Sinon, il existe z € V* tel que

(z, V") = {0}, (z,0) #0 pour tout « € R—R/'.

Posons Ry (z) = {a« € R | (z,0) > 0} et Ry = Ry(z) UR/,. Pour tout o € R, on a
les équivalences

(z,0) >0 <= a € Ry(x),

(z,0) <0 <= a € —R4(z),

(r,a) =0<=a€R.
Il résulte aussitot de 3.3.8 que R4 est un systeme de racines positives de R. Posons
A = . (Ry). Il suffit évidemment de prouver A’ C A. Sinon soit o € A’ — A. Alors,

(IUN.D.E. : On a corrigé Poriginal dans ce qui suit.
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par 3.2.14, il existe 8,7 € Ry tels que « = B+ ~. Si 8,7 € R4 (z), on a a € Ry (x),

ce qui est absurde car (z,5') = 0. Si 3 ou +, par exemple (3, appartient & R/, , alors,

comme R’ est symétrique et clos, v = o — § appartient & R4 NR’ = R/, ; mais alors

’ : li
a n’est pas simple dans R/, .

Lemme 3.4.9— Sous les conditions précédentes, soit o € P(A) — R’. Pour tout
w € War, on a w(a) € Z(A)—R.

Il suffit en effet de le vérifier pour w = sg, § € A’, auquel cas cela résulte de 3.3.1
et de ce que sg(R’) =R/.

Lemme 3.4.10— Soit w € W. Sous les conditions de 3.4.8, les conditions suivantes
sont équivalentes :

(1) w e WA/.

(i1) Pour tout m € M, w(m) —m € V.

(iii) Pour tout o € R, w(a) —a € V'.

On a évidement (i) = (ii) = (iii). Prouvons (iii) = (i). Soit donc w € W tel que
w(a)—a € V' pour tout & € R. Ecrivons w = sq,, - Sa,, avec a;; € A, et montrons par

récurrence sur n que chaque a; € A’. On peut supposer que w' = 84, _, - Say € War.
On a alors, pour tout a € R,

w(a) —a=uw'(a) —a—(a,w () ay.
Prenant a = w'~!(a,), on trouve 2 o, € V', d’ott v, € A, donc w = s, w' appartient
a War.
3.5. Remarques diverses
Proposition 3.5.1 — Soit R4 un systeme de racines positives. Notons
1
PRy = B} Z Q.
a€ind(Ry)

Alors (B*, pr,) = 1 pour tout 3 € S (Ry).

En effet, on peut écrire

2PR+ = ﬂ + E «,
a€ind(Ry)
a#pB

donc s5(2pr, ) = 2pr, — 23, par 3.3.2.
Corollaire 3.5.2 — Posons pfy, = %Za*eind(Ri) a*. Alors :
(i) (PR, @) >0 pour tout v € Ry (i.e. piy, € ¢(R4), cf. 3.6.8).

(ii) Pour tout a € R, on a ordgr,)(a) = (i, ). (12)

(I2)N.D.E. : En effet, d’aprés 3.1.5, il suffit de vérifier la formule pour a € A. Or, d’aprés 3.5.1
appliqué & R*, on a dans ce cas (,0;14r ya)=1= ordy(R+)(a).
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Remarque 3.5.3— Si w € W, on a pyr,) = w(pr, ) et Prs(Ry) = w(pk, ) -

Proposition 3.5.4 — Soient « ety deux racines non proportionnelles, a étant supposée
indivisible. Il existe un systéme de racines simples contenant o et une racine 3 telle
que v = aa + bf3, avec a, b € N.

En effet, construisons une base de 'espace vectoriel # (R) contenant oy = a;, ag =
~. Considérons I'ordre lexicographique par rapport a cette base. L’ensemble des racines
> 0 étant noté Ry, il est clair que R4 est un systeme de racines positives et que (13)
le plus petit élément de R4 non proportionnel a « est simple. Cet élément est de la
forme

B =pa+qy, 0<g<l
Onadoncy=q'8—q¢ 'pa, et comme ¢! >0,onaqg ' €N*et —g 'peN.
Faisons enfin deux remarques sur le groupe I'g(R).

Proposition 3.5.5 — Soient G un groupe abélien et f : R — G une application véri-
fiant les deux conditions suivantes :

(i) Sia €R, f(—a) = —f(a).
(i) Sia, B, a+ B €R, fla+B) = fla)+ f(B).

Alors il existe un homomorphisme de groupes unique f : To(R) — G tel que f(a) =
f(a) pour o € R.

En effet, si A est un systeme de racines simples de R, et si § € R g’écrit
Y aea a(@)a, il résulte aussitot de 3.2.16 que f(B) = >, caa(a)f(a). Or A est
une base de I'o(R).

Proposition 3.5.6 — Soit A un systeme de racines simples. Il existe sur I'o(R) une
structure de groupe totalement ordonné telle que les racines > 0 soient les éléments
de Z(A) et que a— orda(a) soit une fonction croissante.

Soient en effet ay, g, ..., a, (n = rgss(Z)), les éléments de A. Pour z € T'o(R),
on a une décomposition

n
x = Z m; ().
i=1

Il suffit de prendre lordre lexicographique relativement aux fonctions »_ my,m,,
Mp—-1,...,M3.

Remarque 3.5.7— Les premiéres racines sont dans l'ordre :
A1, 2, ...,0n;

on a ensuite (si ce sont des racines) 2aq, a1 + ag, a1 + as, .. ..

(13)N.D.E. : On a modifié I'original, pour tenir compte du cas ol 2a serait une racine.
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3.6. Chambres de Weyl

Lemme 3.6.1— Soit V un R-espace vectoriel Y de dimension finie. Soient f; des
formes linéaires indépendantes. Posons

C={zeV] fi(x) >0}.
Alors C est une partie conveze mazimale de X =V —J, f;1(0).
Trivial.

Définition 3.6.2 — Une partie C de V pouvant se décrire par le procédé de 3.6.1 sera
appelée (ici) une chambre de V.

Définition 3.6.3 — On dit que I’hyperplan H de V est un mur de C si HN (C — Q)
contient une partie ouverte non vide de H.

Remarque 3.6.4— Pour une partie convexe, 'adhérence se décrit sans faire appel a la
topologie de V : c’est 'ensemble des extrémités de tous les segments ouverts contenus
dans la partie donnée.

Lemme 3.6.5— Sous les conditions de 3.6.1, on a
C={recV]|fi(x)=0}.
Les murs de C sont les hyperplans f;*(0).

C’est clair pour la premiere assertion. La seconde résulte alors de ce que C— C C
U, £, 1(0) et de ce que les f;*(0) sont évidemment des murs de C.

Proposition 3.6.6 — Soit C une chambre de V. Si H;, i = 1,2,...n, sont les murs
distincts de C, alors pour tout systéme de formes linéaires {u;} tel que H; = u;*(0),
il existe des e; € {—1,+1} tels que C soit définie par

C={zeV]egux) >0}

Pour tout mur H de C, on a HNC = @ e¢ HNC = Cy, ot Cu est une chambre dans
H. Les murs de Cy, sont les H; N H;, pour j # 1.

Cela résulte trivialement du lemme.
Définition 3.6.7. — Les Cy, sont les faces de C.
Soit maintenant #Z = (M, M*, R, R*) une donnée radicielle. On pose V; = M* @ R.
Définition 3.6.8 — (15 Pour tout a € R, on pose
Hy ={x € Vi | (x,a) =0}.
On note X = Vi — J,cg #. Pour tout x € X, on pose
Ri(z)={aeR| (z,a) > 0}.

(14)N.D.E. : On a remplacé Q par R.
(15)N.D.E. : On a ajouté la définition des hyperplans .
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Pour tout systeme de racines positives R4, on note
¢(Ry)={z € V| (z,a) >0 pourtout «€R4}.

Proposition 3.6.9 — (i) Pour tout x € X, Ry () est un systéme de racines positives.
Pour tout systéme de racines positives Ry, €(Ry) est une chambre dans V. Les
€ (R+) sont les parties convexes mazimales de X.

(i) Soit A un systéme de racines simples. On a
C(P(A) ={x e Vx| (z,a) >0 pourtout o€ A}.

Les murs de € (2 (A)) sont les hyperplans 7, = a=1(0), pour a € A ; ses faces sont
les

Co={zeVy|(z,0)=0, (z,8)>0 pour BE€A, +#a}.
(iii) On a léquivalence
R+($) = R+ — TE %(R—F)
Il est d’abord clair que R4 (x) est un systéme de racines positives. Comme = €
% (R4 (x)), la réunion des ¥ (R4(x)) est X. La propriété (iii) est immédiate; il en
résulte que les ¥(R4) forment une partition de X. La premiére assertion de (ii) est

évidente. Il en résulte aussitot que € (R4 ) est une chambre dans V, ce qui prouve le
reste de (ii). Il ne reste qu’a remarquer que

U a (0= U o (0)

acR aEA

pour achever la démonstration de (i) par 3.6.1.

Définition 3.6.10 — Les % (P) sont appelées les chambres de Weyl de la donnée radi-
cielle.

Corollaire 3.6.11 — Les applications Ry — €(R4) et C — Ry(x) pour un x € C
quelconque, réalisent une correspondance bijective entre systemes de racines positives
et chambres de Weyl.

Cette correspondance est invariante par le groupe de Weyl :
Lemme 3.6.12— Siw € W(Z), on a €(w(R+)) = w(€¢(R4)).

Corollaire 3.6.13 — Les correspondances A «— Ry < C sont des isomorphismes d’es-
paces homogénes sous W(Z).

On verra plus loin que ces espaces homogenes sont principauz (5.5).

Remarque 3.6.14— Si C est une chambre de Weyl, alors —C en est aussi une, dite
Popposée de C. 1l existe donc un wg € W (et en fait un seul, cf. 5.5) tel que wo(C) =
—C, on l'appelle la symétrie de la donnée radicielle relativement a la chambre de Weyl

C (ou relativement & Z(C) ou a L (£(C)) ... ).

117



118

119

84 EXPOSE XXI. DONNEES RADICIELLES

4. Données radicielles réduites de rang semi-simple 2

4.0. (19) Soit % une donnée radicielle de rang semi-simple 2. Soit {a, 8} un sys-
teéme de racines simples. Supposons £(a) < £(5). On a alors par 2.3.1 et 3.2.1 quatre
possibilités :

Type | £(B)/t(a) £(B*)/t(a”) (8% a) (a*,f)
Ay x Ay - - 0 0
Ay 1 1 -1 -1
B 2 1/2 ~1 —2
G 3 1/3 ~1 -3

Il résulte alors de 3.4.5 que I'ordre de s, sg est respectivement 2, 3, 4, 6.

Etudions séparément chacun de ces systemes et donnons la liste des racines indi-
visibles.

Type A1 x A1. Les racines indivisibles sont «, 3, —a, — 3. Les coracines correspondantes
sont a*, 0%, —a*, —*.

Type As. Les racines indivisibles positives sont comme suit :

racine -~ Q I6) a+p

(/e | 11 1
coracine y* o* G* o + 3*
weEy |1 1

La demi-somme des racines indivisibles positives est p = o + 3.

Type Bs. Les racines indivisibles positives sont les suivantes :

racine -y « I6) a+pf 200+

() /L) 1 2 1 2
coracine v* a* 5* 2a* + [* o + §*
W) |2 2 1

La demi-somme des racines indivisibles positives est p = (4o + 33)/2.

Type Go. Les racines indivisibles positives sont les suivantes :

racine vy a g a+p 2a+ 0 3a+ 08 3a+20

£(v)/l() 1 3 1 1 3 3
coracine v* | «* (% o +38F 2a* 430" o +0° af 426"
L9 /eB) | 3 1 3 3 1 1

La demi-somme des racines indivisibles positives est p = ba + 30.

(16)N.D.E. : On a ajouté la numérotation 4.0, pour des références ultérieures.
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Proposition 4.1 — ) Soit n lordre de 5453. Posons ug =0 et, pour p € N,

Uzpt1 = Uzp + (Sasp)P(a);
Uzpt2 = Uzp+1 + (8a58)Psa ().
Alors : (A7)
(i) uk+on = ug, pour tout k € N.
(il) uop =0, u; = @, ugp—1 = B, ug, = 0.
(iii) St 1 <k <2n—1, on a up = ara + bpf, avec ay, by € N*.

L’assertion (i) résulte de (sqs3)™ =1 et ug, = 0.
Prouvons (ii) et (iii). Le calcul donne aussitdt dans les quatre cas les suites de

valeurs ; (18)

(A1 XAl) 0,0é,ﬂ—FOé,ﬁ,O.

(Ag) 0,, 8+ 20,26+ 20,208 + a, 3,0.

(B2) 0,a,8+ 3,206+ 4, 303 + 4, 38 + 3,28 + a, 3, 0.

(G2) 0,a,8+ 4,28+ 6,48 + 9,55 + 10c, 65 + 10, 65 + 9, 55 + 6,
48 + 4a, 28 + a, 3, 0.
Lemme 4.2 — Posons wa, = (S38a)’, Woptr1 = Sa($8sa)?, de telle sorte que

wo, ..., Won_1 Sont les éléments distincts de W. Soient ug,...,us,_1 les éléments
de V définis en 4.1. Pour tout x € V*, on a
x — wi(z) = nk o™ + my G5,
avec n,my € Q et ny +my = (x,uy). 19
La démonstration se fait par récurrence sur k. Si k& = 0, la formule est trivialement
vérifiée. Effectuons par exemple le passage de wap & Wopt1. On a wopy1 = SqwWap, d’oll

T—Wap41(2) = T—Wap(x) +wap () = Sawa2p(x) = nop & +mgp 57+ (wep(x), ) .

Donc
N2pt+1 + Map1 = Nap + Map + ((8554)7 (2), @)

(2, ugp) + (2, (sa5p)" (@) = (2, uzp11)-

(*)Les numéros suivants 4.1 & 4.4 sont utilisés dans la démonstration de 5.1. Il y a actuellement des
démonstrations plus simples de 5.1 (voir [BLie], § V.3, Th.1). N.D.E. : on a précisé la référence et
mis ici cette Note, qui dans ’original figurait en 4.2.

(I)N.D.E. : Soit p la demi-somme des racines positives (cf. 3.5.1) ; si 'on pose, comme en 4.2 plus
bas, wo = 1, w1 = Sa, W2 = $3Sa, W3 = SaSgSa, etc., alors up n’est autre que p — w]:l(p)7 ce qui
prouve (i) puisque wa, = id.

(18)N.D.E. : On a corrigé l'original, pour étre en accord avec la convention £(a) < £(8) de 4.0.
(19N.D.E. : Compte-tenu de la N.D.E. (17), ceci découle immédiatement de 3.5.1 et 1.1.9 : on a

ng +mg = (*T - wk($)7p) = ($7p _wk_l(p) = (x7uk)
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Corollaire 4.3 — (29 Soit x € V*. Pour tout w € W, on pose
x—w(x) = aya™ + by 0.

Si(z,a) 20 et (x,0) 20, alors ay + by = 0. Si de plus (z,a) > 0 (resp. (x,5) > 0),
alors ay + by > 0 pour w # 1, sg (resp. pour w # 1, sq).

Cela résulte aussitot de 4.1 et 4.2.

Corollaire 4.4 — Soit Z une donnée radicielle quelconque et soit A un systéeme de
racines simples. Soient v une racine positive, o, 3 deuz racines simples, W, g le sous-
groupe de W engendré par s, et sg. Si

orda(sa(7)) < orda(), orda(sg(7)) < orda (),
alors, pour tout w € Wy, on a orda(w(y)) < orda(y); de plus orda(w(y)) <
orda(y) st w # 1, w # sg.

En effet, considérons la donnée radicielle duale Z*, puis la donnée (M*, M, R'* R/),
ot R’ est I’ensemble des racines combinaisons linéaires rationnelles de o et de S.
Appliquant 4.3 & cette donnée, on trouve le corollaire annoncé. (21

5. Le groupe de Weyl : générateurs et relations

Soit Z une donnée radicielle. Comme le groupe de Weyl est le méme pour cette
donnée et pour la donnée réduite correspondante, on peut supposer Z réduite pour
étudier le groupe de Weyl.

Soit A = {a1,...a,} un systeme de racines simples (n = rgss(#)). Soit n;; Pordre
de I'élément sq,; s, de W. En particulier, on a ny; = 1 et on a vu en 3.4.2 et 3.4.3 que
le sous-groupe W;; de W engendré par s, et so; était défini par les relations :

2 2 _ Nij _
Sa, = Sa, = (Sa;8a,;)" = 1.

Théoréme 5.1— Le groupe W est le groupe engendré par les éléments so,, i =
1,2,...n, soumis aux relations (Sq,5q,)"" = 1.

Nous avons déja vu que le théoreme est vrai lorsque n = 2; nous nous servirons de
cette remarque dans le cours de la démonstration. Introduisons le groupe W engendré
par des éléments T;, ¢ = 1,2,...,n, soumis aux relations (T;T;)" = 1. On a en
particulier n;; = 1, d’ott T2 = 1. Soit p : W — W le morphisme de groupes qui envoie
T; sur s4,. On sait que p est surjectif, on va montrer qu’il est injectif.

Lemm£5.2 — On peut définir de maniére unique pour chaque o € P(A) un élément
T, € W de telle maniére que l'on ait les propriétés suivantes :

(1) p(TOl) = Sa;

(i) Ta, = T;

(ili) SifB et o sont deux racines positives telles que sq, () = 3, alors T, T, T; = Tg.

(20N.D.E. : On a corrigé I’énoncé.
(UN.D.E. : En effet, les hypothéses équivalent & dire que (v, a*) > 0 et (v, 8*) > 0; alors v — w(y)
appartient & Nao + NS pour tout w € Wy, g, et est # 0si w & {1,s3}.
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Remarquons d’abord qu’il résulte de 1.2.10 et 3.3.6 que (i) est une conséquence
de (ii) et (iii) et que (ii) et (iii) déterminent parfaitement les T,. Nous allons faire
la construction par récurrence sur orda(«). Si orda () = 1, alors « € A et on pose
T, =T; si @ = a;. Considérons ’hypothese :

(Hp) il existe des Ty, pour o € FZ(A), orda(e) < p, vérifiant (ii) et la
condition (iii) chaque fois que orda («) < p, orda(8) < p.

Celle-ci est vérifiée pour p = 1 : en effet si « et s,, () = 3 sont simples, «; et «

sont orthogonales, donc si I'on note a; = o = 3, on a n;; = 2, d’out

T, T,T; = T;.

Supposons p > 1 et (H,_1) vérifiée.

A) Construction des T, pour orda(a) < p. Il suffit évidemment de le faire pour
orda (o) = p. Il existe alors o; € Atel que sq, () € ZP(A) et orda(sq; () < p (3.3.3).
On posera alors

(*) Tot = TiTsai (a)Tl

Vérifions que T, ne dépend que de a. Soit donc a; € A tel que sq, (o) € FP(A) et
orda(sa; (@) < p. Prouvons que

(+) TiTsai (a)Ti - Tstaj (a)Tj-

Distinguons deux cas.

(1) Supposons « combinaison linéaire de «; et de ;. Il en est alors de méme de
Sa; (@) et sa,;(a) et par (Hp—1), Ty, () et Ts., (a) 8'écrivent comme des mots en T;
et T;. Comme la projection de (+) dans W est vérifiée et que le théoreme est vrai
pour n = 2, donc que p est injectif sur le sous-groupe de W engendré par T; et T},
(4) est bien vérifiée.

(2) Supposons « non combinaison linéaire de a; et de a;. Alors si w € Wy, q,, les
w(a) seront tous positifs (cf. 3.4.9). La relation & vérifier s’écrit aussi

(++) (TTy)" ™ Ty, 0y (T3T)" 7 =T, (a)-

Or il résulte de 4.4 que les w(c) sont tous d’ordre < p pour w € Wq,o, w # 1. On
peut donc appliquer 2(n;; — 1) fois I’hypothese (Hp_1) et on a terminé.

B) Vérification de (H,). ®? On doit vérifier que si a;; € A et si 3 = sq, (a) vérifie
orda(B) < p, alors T,;T,T; = Tg. Si orda(8) < p, ceci résulte de ce qui précede
(puisque T? = 1), donc on peut supposer que orda(83) = p = orda(«). Dans ce cas,
o et a; sont orthogonales, donc 3 = «, et il s’agit de voir que I'on a

() T;ToTj = Ta.

(22)N.D.E. : On a détaillé loriginal dans ce qui suit.

123
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D’apres (x) ci-dessus, on a T, = TiTs, (a)Ti, et donc il ne reste plus qu’a vérifier
I’égalité suivante :

(+_|__|_) TjTiTsai(a)TiTj =T, = TiTsa (a)Tv

Notons m = n;; et s; = 5q4,, §j = 84;- On a T;T; = (T;T;)™~ " et, d’apres 4.4, on a
orda(w(a)) < p pour tout w € W;; distinct de 1 = (s;5;)™ et de s; = s;(sis;)
On en déduit, d’apres 'hypothese de récurrence, que

Tj (TlTj)m72 Te,(oz) (TjTi)m72 TJ = Tsj-(sisj-)m_gsi(a) = Ts,;s_j(oz) = Te,(a)

m—1

(la derniere égalité car s;(a) = «), d’out finalement
(TiTj)"™ Ty (o) (T3 Ta)™ ™ = Ty T (o) T
ce qui prouve (+++).
Lemme 5.3 — Soit h € W. Ecrivons-le
h=Tga - Ta,

avec les a; € A, non nécessairement distincts, de telle maniére que m soit minimum.
Alors

p(h)(am) € =2(A).
En effet, comme p(Ta, )(@m) = Sa,, (m) = —am, si p(h)(ay,) était positif, il

m

existerait un indice k, 1 < k < m — 1 tel que
U= Sauiy Sam (Um) = =Sapss ** Sam_1(am) € =P (A),
et sq, (u) € Z(A). Mais alors on a nécessairement v = —ay, (3.3.1), d’out
Sapsr " Sam_1(m) = Qg,
ce qui entraine par (iii)
T, T Ty, Ty, =T
et ceci contredit le caractere minimal de m.

Soit maintenant h € W tel que p(h)(Z(A)) € Z2(A). Par le lemme 5.3, on a
p(h) =1, ce qui démontre le théoréme 5.1 et en outre le

g1’ Qg1 " Tam_la

Corollaire 5.4 — Si Ry est un systéme de racines positives et si w € W est tel que
w(R4) =Ry, alors w = 1.

Corollaire 5.5 — Le groupe de Weyl opére librement et transitivement dans l’ensemble
des systeme de racines positives (resp. des systémes de racines simples, resp. des
chambres de Weyl).

Choisissons maintenant un systéme de racines simples A. Posons RT = Z(A).
(23) Pour tout couple de racines simples (o, 3) € A x A, notons R4 3 'ensemble des
racines combinaison linéaire o et de 3. Notons RZ’B = RT" NRap et soit Wy 5 le
groupe de Weyl de R, g, c’est-a-dire le sous-groupe de W engendré par s, et sg.

(23)N.D.E. : On a écrit ici RT au lieu de R, afin de pouvoir noter Rz 53 =Ra,gN RT.



5. LE GROUPE DE WEYL : GENERATEURS ET RELATIONS 89

Théoréeme 5.Tits). — Soient o et B deux racines simples et soit w € W tel que
w(a) = B. 1l existe une suite de racines simples a, - . .,y et une suite wo, . . ., Wip—1
d’éléments de W vérifiant les conditions suivantes :

(i) Onaag=a, an, = 0.

(il) On a w = Wy—1Wm—2 - Wo.

(iii) On a wi(®;) = a1, pour 0 < i —1.
(iv) Pour tout i, 0 < i< m—1, tel que oy 7& air1, on aw; € We, ;-
(v) Pour tout i, 0 <1 <m —1, tel que o; = aj11, il existe une racine simple 3;
telle que w; € Wy, ;.
Posons (24 126
M(w) = Card(RT Nw™}(-R™")) = w(a) € —RT}.

Si M(w) = 0, alors w(R™) = R* donc w = 1 par 5.4 et le théoréme est trivial (m = 0,
les assertions (iii) a (v) sont vides). Raisonnons par récurrence sur M(w). Si M(w) > 0,
il existe By € S tel que w(By) € —R*. Posons ag = a. Considérons 1’ensemble

A= wil(RJr) n Rao,ﬁo~

C’est un systeme de racines positives de Rq,,g,. Il existe donc wy € Wy, 3, tel que

(Ra0 5,) = A
Posons w’ = wwy '. Par 3.4.9, on a aussitot
_ + +
RT ROfo Bo wo(R™ — Raoﬂo)’

d'on
(1) (RT =R} ) N w™ ' (=RT) = wy ((R — R}, N w'—l(—Rﬂ).

D’autre part,

(2) Bo € R, 5, Nw ™ (-RY),
et, comme wo(RO,0 80) = Rag, 80, 00 @ wo(—A) = Ray,5, Nw'~H(—=RT), d’ou
(2,) ao Bo ﬂwl 1( ) Rao Bo n wo(—A) Rao Bo n Rao Bo = a.

Il résulte de (1), (2) et (2') que M(w') < M(w).

Posons a; = wg(ap), montrons que ay € A, c’est-a-dire ag € wo_l(A). On sait que
w(ap) € A, done que ag € w™(A), donc aussi que g € w™H(A) N Ry, 5., done que
ap est une racine simple de A = w™ (R*) N Ry .5, = Wy (R;ro,ﬁo)’ donc appartient &

o (ANRY 5) =wy ' ({ao, Bo})

(voir 3.4.8). Donc ay = wo(ao) égale ag ou By. Si ay # ag, on a a1 = By et wy €
WO‘OJM'
Enfin, on a 8 = w'(a1), avec M(w’) < M(w) et on conclut par récurrence.

(249)N.D.E. : Dans ce qui suit, on a détaillé I'original, et 'on a corrigé I’égalité (1).
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6. Morphismes de données radicielles

6.1. Définition. — Soient Z = (M, M* R, R) et Z' = (M',M'*,R’,R’*) deux don-
nées radicielles. Soit f : M’ — M une application linéaire et ¢ f : M* — M’* I’applica-
tion transposée.

Définition 6.1.1 — On dit que f est un morphisme de %' dans # et on note
f:R — R, si finduit une bijection de R’ sur R et ¢f une bijection de R* sur
R’*.

Alors ' f est un morphisme des données radicielles duales :

YR — R

On voit facilement que si f est un morphisme de %’ dans Z, et si on note a = f (o)
pour o € R/, on a o’* =t f(a*). En effet, on voit immédiatement que si on note p et
p’ les applications de 1.2.1 respectives & Z et Z', on ap’ = ‘fopo f, et 'assertion

cherchée en résulte aussitot. Nous laissons au lecteur le soin de démontrer les énoncés

qui suivent et qui sont presque tous triviaux.

Proposition 6.1.2 — Soit f : #' — % un morphisme de données radicielles. Si o €

R et a= f(a'), alors o/* =t f(a*). De plus, f induit des isomorphismes :
RILR, ToR) -5 To(R),  #(R) = #(R),

et tf induit des isomorphismes :

R* = R'*, Lo(R*) = Io(R™), ¥ (R*) — ¥ (R"),

le dernier étant le transposé du morphisme correspondant induit par f. L’application
Sal ¥ Sp(ar) se prolonge en un isomorphisme W(Z') — W(Z#) compatible avec les
opérations de ces deux groupes dans les ensembles de 1.1.13.

Proposition 6.1.3 — Les applications
A" f(A), Ry~ fRL), Cw(feR)™H(C)

définissent des correspondances bijectives entre systemes de racines simples, systémes
de racines positives et chambres de Weyl pour Z' et #. Ces correspondances sont
compatibles avec action des groupes de Weyl et avec les correspondances

S (Ry) « Ry < € (Ry).

Lemme 6.1.4— Les morphismes se composent. Pour que le morphisme [ : #' — X
soit un isomorphisme, il faut et il suffit que f : M — M soit bijectif.

6.2. Isogénies

Définition 6.2.1 — Un morphisme f : #' — % de données radicielles est dit une
isogénie si f : M — M est injectif de conoyau fini.

Si f est une isogénie, alors ! f est une isogénie.

Définition 6.2.2 — Soit f : #Z' — % une isogénie. On pose K(f) = Coker(M’ ER M).
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Lemme 6.2.3— On a un accouplement naturel

K(f) xK("f) = Q/Z,

qui met ces deux groupes finis en dualité.
C’est classique.

Lemme 6.2.4— Si f : Z' — Z est un morphisme, alors rgss(Z') = rgss(#). Si de 129
plus f est une isogénie, on a aussi rgred(Z’') = rgred(%).

Trivial.

Lemme 6.2.5— Tout morphisme de données radicielles semi-simples est une isogé-
nie.

Cela résulte aussitot du fait que f doit induire un isomorphisme de V' = ¥(R’)
sur V= 7(R).

Si #' et Z sont semi-simples, toute isogénie [ : #Z' — 2 définit un diagramme
commutatif :

Io(R’) —=— To(R)

—_—

M/ C—f> M.
Si M =Tg(R), alors f est nécessairement un isomorphisme.

Définition 6.2.6 — Une donnée radicielle est dite adjointe (resp. simplement conneze)
si M =T'o(R), resp. M* =T'x(R").

Une donnée radicielle adjointe ou simplement connexe est donc semi-simple.
D’autre part, #Z est adjointe (resp. simplement connexe) si et seulement si Z* est
simplement (resp. adjointe). En vertu du résultat précédent, on a :

Proposition 6.2.7 — Soit # une donnée radicielle semi-simple. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) Z est adjointe (resp. simplement connezxe).

(i1) Toute isogénie #' — X (resp. # — RZ') est un isomorphisme.
Proposition 6.2.8 — Soit Z une donnée radicielle adjointe (resp. simplement con-
nexe). Toute racine (resp. coracine) indivisible est un élément indivisible de M (resp.

de M*).

En effet, toute racine indivisible fait partie d’une base de T'o(R), par 3.3.5. 130
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6.3. Radical et coradical
Soit Z une donnée radicielle. Posons
N={zxeM|(a",2) =0 pour tout a* € R"};
N* = M*/¥(R*) N M*.
Lemme 6.3.1— Considérons les morphismes canoniques :
N — M, M* — N*.
1ls sont transposés l'un de l'autre et N* s’identifie au dual de N.

C’est immédiat, compte-tenu de 1.2.5.

Définition 6.3.2 — On appelle coradical de Z et on note corad(#) la donnée radicielle
triviale

corad(#Z) = (N,N*, &, &).

Si on pose Z° = (M,M*, &, ) (c’est une donnée radicielle triviale), on a donc un
morphisme
corad(#) — %°.

Définition 6.3.3 — On appelle radical de #Z et on note rad(#) la donnée radicielle
triviale :

rad(#) = corad(Z*)*. (25)
On a donc un diagramme

corad(Z) rad(%)

N

%0

dont le transposé est le diagramme correspondant pour Z*.
Lemme 6.3.4 — Le morphisme canonique u : corad(#) — rad(Z) est une isogénie.

Définition 6.3.5 — On pose N(#) = K(u) = M/((¥(R) " M) + g Ker(a®)). On

a alors un accouplement canonique
N(Z) x N(Z*) — Q/Z.
Lemme 6.3.6 — On a rgred(rad(#Z)) = rgred(corad(Z)) = rgred(#) — rgss(%Z), et
les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Z est semi-simple,
(il) rad(Z) = 0,
(iii) corad(Z#) = 0.

(Z5)N.D.E. : c.-a-d., si ’on note P = {y € M* | (y,a) = 0 pour tout a € R} et P* = M/¥(R) N M,
on a rad(#Z) = (P*,P, 0, 2).
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6.4. Produits de données radicielles

Définition 6.4.1 — Soient Z = (M, M*,R,R*) et Z' = (M',M'*,R’,R"*) deux don-
nées radicielles. On appelle donnée radicielle produit de Z et de %’ et on note
X" = R x #' la donnée radicielle (M”, M"* R”,R"*) ou

MI/ — M X 1\/[/7 M//* — M* X 1\/-[/*7
R"=(Rx0)U(0xR), R" = (R* x0)U (0 x R"™),
I’application o — o™ étant I'application évidente.

Proposition 6.4.2 — Sous les conditions précédentes on a des isomorphismes cano-
niques

To(R") =~ To(R) x To(R), VR") =V (R) x V(R),
W(Z") ~ W(Z) x W(Z'),
etc., et les égalités 132
rgred(#") = rgred(Z) + rgred(Z%’), rgss(Z") = rgss(Z) + rgss(Z').

On a également un isomorphisme canonique de données radicielles
(B X BN ~F* x R'*.
Les définitions précédentes se généralisent aussitot & un produit de plusieurs fac-

teurs. On a aussitot :

Proposition 6.4.3 — Soit Z = %1 X %o X -+ X X, un produit de données radicielles.
Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Z est semi-simple (resp. simplement conneze, resp. adjointe, resp. réduite).
(i1) Chaque Z; est semi-simple (resp. simplement conneze, resp. adjointe, resp. ré-
duite).

Considérons le cas particulier suivant : soit Z; une donnée radicielle triviale et %
une donnée radicielle semi-simple. On a alors un diagramme commutatif

%0 X %1
% d R,

Lemme 6.4.4— On a des isomorphismes canoniques

corad(%Zoy X %1) rad(Zo x %1)

Ro

En particulier, N(%o x %) = 0.
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Nous verrons plus tard que si réciproquement N(Z) = 0, alors la donnée radicielle
Z est produit d’une donnée semi-simple par une donnée triviale.

6.5. Données radicielles induites et coinduites

Soit Z = (M, M*, R, R*) une donnée radicielle. Soit N C M un sous-groupe conte-
nant les racines, i.e. tel que

I'hv(R) c NC M.
L’application linéaire canonique ix : N — M donne par transposition une application
linéaire

bin t M* — N*.
Posons Ry = R et Rf = “in(R¥).

Lemme 6.5.1 — Zn = (N,N*,Rn,RY) est une donnée radicielle, et ix un mor-
phisme.

Montrons d’abord que *iyx induit un isomorphisme de R* sur RY. Si o, 5 € R et
tin(a*) = tin(B%), on a (a*,z) = (B*, ) pour tout = € N, en particulier pour z € R,
ce qui donne o = § par 1.1.4. Le reste s’en déduit sans difficultés.

Définition 6.5.2 — %y est dite la donnée radicielle induite par Z sur N.

Lemme 6.5.3— Soit f : Z' — % un morphisme. Posons N = f(M') C M. Alors f
se factorise de maniére unique par iN-.

En particulier, les isogénies %' — %, & isomorphisme prés, correspondent biunivo-
quement aux sous-groupes d’indice fini de M/T'o(R), ce qui précise 6.2.7.

Soit maintenant N* un sous-groupe de M* contenant R*. On définit la donnée
coinduite par Z sur N* par

N* * O\ %
X = (%N*) )
et on a un morphisme canonique :
N B — AN

Lemme 6.5.4— Soit f : #' — Z un morphisme. Il existe des sous-groupes N C M
et N'* € M'* tels que [ se factorise en

X' X
PN/ l/ TiN
@ —L gy,

otu fo est un isomorphisme.
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En effet, on prend N = f(M’) comme dans 6.5.3. Le morphisme M’ — N obtenu
est surjectif, donc son transposé injectif. On prend 'image de ce dernier comme N’*.

Traitons maintenant certains cas particuliers. Si on prend N = T'g(R), on notera
Znx = ad(Z). Si on prend N = ¥ (R) N M, on notera Zn = ss(#). On a donc un
diagramme :
ad(Z) — ss(#) — Z.

Posons dér(Z) = ss(%*)* et sc(#) = ad(Z*)* ; par dualité, on obtient un diagramme :
X — dér(R) — sc(X).

Proposition 6.5.5 — (i) Dans la premiére ligne du diagramme

ad(#) — s3(%) dér(%) — sc(R)
%

les quatre données sont semi-simples et les trois morphismes des isogénies.

(i1) ad(Z) est une donnée adjointe, et Z est adjointe si et seulement si ad(#) — X
est un isomorphisme.

(iii) sc(Z) est une donnée simplement connexe, et Z est simplement conneze si et
seulement si # — sc(X) est un isomorphisme.
(iv) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) Z est semi-simple,
(b) ss(#) — Z est un isomorphisme,
(¢c) Z — dér(Z) est un isomorphisme.

Arrétons-nous un instant sur le morphisme ss(#) — dér(%). En se reportant a la
construction de ss(Z) et de dér(Z), il est aisé de démontrer le

Lemme 6.5.6 — Soit h : ss(#) — dér(#) lisogénie canonique. On a K(h) ~ N(Z).

6.5.7 — Considérons d’autres cas particuliers de données induites. Posons
N={zeM]|(a",z) =0 pour a € R} x I'x(R);

on sait que la somme est directe par 1.2.5. Il en résulte que la donnée radicielle Zn
s’identifie au produit ad(Z) x corad(Z).

On peut faire de méme en remplagant I'o(R) par ¥ (R) N M, puis dualiser ces deux
constructions. On obtient ainsi un diagramme de données radicielles :

ad(Z) ss(Z) dér(#) sc(Z)

| l |

ad(Z) x corad(Z) — ss(#) x corad(Z) —= # — dér(Z) x rad(#) — sc(Z) x rad(Z)

L T

ad(Z) ss(%) dér(Z) sc(

);

135
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136  qui est commutatif, comme on le vérifie aussitot. Ce diagramme est auto-dual en un
sens évident. Les morphismes horizontaux sont des isogénies. Les composés des fleches
verticales sont 'identité.

Lemme 6.5.8 — Soient hy et hy les isogénies canoniques :

ss(Z#) x corad(Z) S dér(Z) x rad(Z).

On a K(h1) ~ K(h2) ~ N(Z).
C’est trivial sur les définitions.

Corollaire 6.5.9 — Soit Z une donnée radicielle. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :
(i) N(#Z) =0, i.e. corad(Z) — rad(Z) est un isomorphisme.
ii) h:ss(#Z) — dér(Z) est un isomorphisme.
iil) hy :ss(Z) x corad(Z) — Z est un isomorphisme.

iv) he : Z — dér(Z) x rad(Z) est un isomorphisme.

~—~ o~ ~~

v) Z est le produit d’une donnée semi-simple et d’une donnée triviale.
Enongons également une conséquence triviale des remarques précédentes :

Corollaire 6.5.10 — Pour toute donnée radicielle Z, il existe des isogénies
ad(Z) x o — X — sc(X#) X Ko,

ot Xy est « la» donnée radicielle triviale de rang rgred(#) — rgss(Z).
Signalons enfin un résultat qui peut étre utile :

Lemme 6.5.11— Soient Z une donnée radicielle, A un systéme de racines simples,
A" une partie de A, considérons la donnée radicielle (cf. 3.4.7)

%A’ = (M7 M*a RA’ ) R*A’)
137 (1) St % est simplement connexe, alors dér(Za:) est simplement connexe.
(il) Si Z est adjointe, alors ss(Za+) est adjointe.
Les deux assertions sont évidemment équivalentes par dualité. La seconde se ramene
a vérifier la formule :
MN?Ra) =To(Ra);

or, si M = I'g(R), les deux membres sont égaux au sous-groupe de M engendré par
A
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6.6. Poids
Définition 6.6.1 — Soit % une donnée radicielle. On pose (26)

ANZ)={zeVR) | (a",x) €Z pour tout a* € R*}.

Les éléments de A(Z) sont appelés les poids de Z. Les poids de £* sont appelés les
copoids de Z.

On aTy(R) C A(Z) et A(Z) est stable sous W(Z).
Lemme 6.6.2 — L’application bilinéaire V* x V — Q induit une dualité
I'o(R*) x AM(#) — Z.
Trivial.

Corollaire 6.6.3 — Soit A* = (aF,...,ak) un systéme de coracines simples. Soient
pi, 1 =1,2,...n, les éléments de ¥ (R) définis par

(aj,pj) = dij,

(d’0 8a,(pi) = pi — a; et s4,(p;) = pj pour i # 3) *). Alors A(Z) est le groupe
abélien libre engendré par les p;.

Les p; sont appelés les poids fondamentaux correspondant au systeme de coracines
simples A*.

Corollaire 6.6.4 — Pour tout o* € A*, on a donc (a*,>", p;) =1, donc Y, p; = pr.,
(cf. 3.5.1), ot Ry = Z(ind(A)).

Corollaire 6.6.5 — Pour tout x € ¥ (R), on a x =", (a], ) p;.

Remarquons que R* C To(R*) et R C A(Z), donc que (A(Z), To(R*),R,R*) est

une donnée radicielle.

Corollaire 6.6.6 — Le morphisme canonique To(R*) — M* est le transposé du mor-
phisme x — (o, x)p; qui définit un morphisme de données radicielles et on a un
diagramme commutatif :

%/SC
\

(A(%)7PO(R*)7 Rv R*)

()
lz

(*) Attention : si la donnée n’est pas réduite, les a; ne forment pas un systéme de racines simples.

(26)N.D.E. : On a remplacé I'(#Z) par A(Z), pour éviter tout risque de confusion avec I'g(R).

138



139

140

98 EXPOSE XXI. DONNEES RADICIELLES

On a donc une description explicite de sc(Z) en termes des poids de Z. De méme,
on trouve un diagramme commutatif :

ad(Z)

. T
/

(PO(R)’ A(‘%*)7 R7 R*)

4

Corollaire 6.6.7 — Pour que Z soit simplement connexe, il faut et il suffit que M =
ANZR).

Remarque 6.6.8— On a A(Z) "M = ¥ (R) N M. Pour que & soit semi-simple, il est
donc nécessaire et suffisant que M C A(Z).
Des résultats de 6.5 il résulte aussi :

Corollaire 6.6.9 — Pour que Z soit produit d’une donnée simplement connexe par
une donnée triviale, il faut et il suffit que M D A(Z).

Considérons maintenant 1’isogénie canonique
fad(Z) — sc(Z),
et posons Z(Z) = K(f). On a Z(#) ~ Z(sc Z) ~ Z(ad Z).
Corollaire 6.6.10 — On a un isomorphisme canonique Z(#) = MNR)/To(R). Plus
précisément, on a une suite exacte de W(Z)-modules :
0 —Ty(R) — AMZ%) — Z(#) — 0.
Corollaire 6.6.11 — On a un accouplement canonique
UA") x UR) — Q.
qui met ces groupes en dualité.

Remarque 6.6.12— On a Z(# x Z') ~ Z(R#) x Z(#'). Considérons en particulier des
données simplement connexes %;, i = 1,2,--- ,n et une donnée triviale Z;y. Posons
K =Ko X H1 % -+ X Kp. Solent Z = (M,M*,R,R*), Zo = (M, Mj, d,2). On a

M/Fo(R) ~ MO X Z(%l) X X Z(%n)

6.7. Automorphismes

Un automorphisme de £, c’est, d’apres 6.1.4, un automorphisme de M, soit u, tel
que u(R) = R, 'u(R*) = R*. En particulier, tout élément w de W(Z) définit un
automorphisme de Z.

Lemme 6.7.1 — W(Z) est un sous-groupe invariant de Aut(Z). Plus précisément, si
u € Aut(Z) et € R, on a
usqu Tt = Su(a)-

La démonstration est la méme que celle de 1.2.10.
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Proposition 6.7.2 — Soit A un systéme de racines simples. Posons
Ea(Z) = {u € Aut(Z) | u(A) = A}
Alors Aut(Z) est le produit semi-direct de W (%) par EA(Z).

Cela résulte aussitot de ce que W(Z) opere de fagon simplement transitive sur les
systemes de racines simples et de ce que si A est un systéme de racines simples de R,
alors u(A) est un systéme de racines simples pour tout automorphisme u de Z.

Nous verrons plus tard une description plus simple de Ea(Z) dans le cas des

données radicielles réduites et irréductibles.

Définition 6.7.3 — On note Aut®(#) ") Iensemble des u € Aut(%), tel que le dia-
gramme suivant soit commutatif :

%’\u

rad(Z)

4

On note E4 (%) = Ea(Z) N Aut®(Z).

Remarque 6.7.4— Si u € Aut(#), on a donc v € Aut’(#) si et seulement si
(u—id)(M) C ¥ (R). En particulier W(Z) C Aut®(Z). Il en résulte aussitot :

Proposition 6.7.5 — Le groupe Aut®(%Z) est le produit semi-direct de W(Z) par
EA(Z), pour tout systéme de racines simples A.

A tout automorphisme de Z est associé par fonctorialité un automorphisme de
ad(Z). On a donc un morphisme canonique

Aut(Z) — Aut(ad(Z)).
Lemme 6.7.6 — Le morphisme Aut® (%) — Aut(ad(Z)) est injectif.

Soit en effet u un automorphisme de M tel que (u—id)(M) C ¥ (R) et que tu(a*) =
a* pour a* € R*. Pour tout x € M, on a

(o, u(z) — 2) = ('u(a”) — a*,2) =0,
donc u(x) — x = 0, par 1.2.5.
Lemme 6.7.7 — Le groupe Aut®(#) est fini.

En effet, il nous suffit de prouver que Aut(Z) est fini si Z est adjoint. Comme M
est engendré alors par R, tout automorphisme de & est déterminé par la permutation
de R qu’il définit.

Remarque 6.7.8— On voit aussitot que Aut(%) (resp. Ea(Z)) est fini si et seulement
si rgred(#) — rgss(#) < 1.

(2T)N.D.E. : L'exposant s a pour but de suggérer « semi-simple ».
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6.8. p-morphismes de données radicielles réduites
Dans ce numéro, p est un nombre entier > 0 fixé une fois pour toutes.
Définition 6.8.1 — Soient #Z = (M,M*,R,R*) et Z = (M',M’*,R/,R’*) deux don-
nées radicielles réduites. On dit qu’un morphisme de groupes
f:M —M
est un p-morphisme de %' dans %, si les conditions suivantes sont vérifies : il existe
une bijection
u:R =R
et une application ¢ : R — {p",n € N} telles que :
(i) on a f(u(a)) = g(a)a pour tout a € R.
(ii) on a tf(a*) = g(a)u(a)* pour tout o € R. (2
Corollaire 6.8.2 — Un 1-morphisme n’est autre qu’un morphisme.
Corollaire 6.8.3 — Le transposé d’un p-morphisme est un p-morphisme.

Lemme 6.8.4— Siw € W(Z), a € R, on a q(w(a)) = q(a). L'application so — Sy(a)
se prolonge en un isomorphisme @ : W(%Z) — W(Z#') tel que
u(w(a)) = a(w) (u(a)).
Il suffit de prouver que pour o, 3 € R, on a u(s4(83)) = su)u(B) et q(sa(B)) =

q(8). Or on a successivement :

F(su@u(B)) = f(u(B)) - (U(Oé)*W(ﬂ))f(U(a))

Siy =u"(syu(B)), on adonc q(v)y = f(u(y)) = q(B)s (5) Les deux racines 7 et
Sq(0) sont donc proportionnelles (sur ) donc égales ou opposées, mais q(y) et ¢(5)
sont positifs. On a donc q(y) = ¢(08) et v = so(5).

Définition 6.8.5 — Les ¢(«) sont dits les exposants radiciels de f.

Exemple 6.8.6 — Soient # une donnée radicielle réduite et ¢ = p™ (n € N). Alors la
multiplication par ¢ : M — M, z +— gx est un p-morphisme dont tous les exposants
radiciels sont égaux a g (et u = id); on le note

q: % — X.

Proposition 6.8.7 — Dans les notations de 6.8.1, u réalise un isomorphisme de l’en-
semble des systémes de racines simples (resp. de racines positives) de R sur l'ensemble
correspondant pour R’.

Cela résulte aussitot de 3.1.5 (resp. 3.2.1).

(28)N.D.E. : Noter que ces deux conditions entrainent g(a) (u(a*),u(8)) = q(3) (*, 8), pour tout

a, B € R.
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7. Structure

7.1. Décomposition d’une donnée radicielle
Proposition 7.1.1 — Soient % wune donnée radicielle, A un systéme de racines
simples.

(i) Soient R’ et R” deux ensembles de racines clos et symétriques formant une
partition de R. St on note A’ = ANR', A = ANR", alors R’ = Rar, R” = Raw,
et toute racine de A est orthogonale a toute racine de A”.

(ii) Soient A" et A" deux sous-ensembles de A formant une partition de A et
orthogonaux. Alors R’ = Ras et R” = Rar~ forment une partition de R.

Prouvons d’abord (i).

Lemme 7.1.2— Sous les conditions de (i), si «, 8 et a+ 3 sont des racines, elles
appartiennent toutes les trois & R’ ou toutes les trois a R”.

Supposons par exemple o + 3 € R’. Alors on ne peut avoir «, 8 € R”, car R” est
clos; supposons donc a € R’. Alors —a € R'et = (f+a) —a €R/.

Montrons maintenant que R’ = Ra+ par récurrence sur l’ordre d’une racine positive
a € RFnZ(A). Siorda(a) = 1, alors @« € R"NA = A’. Si orda(a) > 1, il existe
B€Atelquea— 3 €R. Parlelemme,ona e A, a— B €R, donca—3¢cRa
par récurrence et enfin a = (o — 3) + § € Ra.

Montrons enfin que A’ et A” sont orthogonaux. Si a € A’ et 8 € A”, alors
(6*,a) < 0. 851 (8", a) #0, alors 8 + « est une racine, contrairement au lemme.

Démontrons (ii). Si A’ ou A” est vide, c’est immédiat. Sinon, et si Ras et Ra» ne
forment pas une partition de R, il existe une racine « de la forme

a:Zméaé—!—Zm}'a;’, m; € Ly, mj €Ly,

ol on note a; (resp. af) des éléments de A’ (resp. A”). Appliquant 3.1.2, on en déduit
une relation de la forme (quitte & inverser A’ et A”) :

d=y+p, y€Ra, BeA", JeR
Mais comme (8*,v) = 0, v — 3 est aussi une racine par 2.2.5, ce qui est impossible.
Proposition 7.1.3 — Soit Z une donnée radicielle. Les conditions suivantes sont équi-

valentes :

(i) Il n’existe pas de partition non triviale de R en deuz sous-ensembles clos et
symétriques.

(ii) Pour un (resp. tout) systéme de racines simples A de R, il n’existe pas de
partition de A en deux sous-ensembles non vides orthogonaux.

(iii) La représentation naturelle de W(#) dans ¥ (R) est irréductible.

(iv) Pour tout couple (o, B) de racines, il existe une suite de racines ag, i, s,
ce,Qp, avec @ = Qq, o = [, les racines a; et a;rq (1 = 0,...,m — 1) étant non
orthogonales.
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On a (i) « (ii) par 7.1.1. On a évidemment (iv) = (ii). Réciproquement, si (ii)
est vérifiée pour A, la condition (iv) est vérifiée si a, 8 € A. Or pour tout racine, il
existe une racine simple qui ne lui soit pas orthogonale (3.1.1 par exemple). D’autre
part (iii) = (i). En effet sous les conditions de 7.1.1, ¥ (R’) est stable par W(Z). 11
reste & prouver (i) = (iii).

Soit donc H un sous-espace vectoriel de ¥ (R), stable par W(Z). Pour tout « € R,
I'équation s,(H) = H donne aussitot o € H, ou a* € H* (orthogonal de H dans
¥ (R*), qui est en dualité avec ¥ (R)). Si on pose R' = {a € R | @ € H} et R” =
{a € R| a* € HY}, on a réalisé une partition de R en deux sous-ensembles clos et
symétriques.

Définition 7.1.4 — Une donnée radicielle (resp. un systéme de racines) vérifiant les
conditions équivalentes de 7.1.3 et de rang semi-simple # 0 est dite irréductible.

Corollaire 7.1.5 — Pour toute donnée radicielle Z, il existe une partition unique (a
Uordre prés) de R en sous-ensembles clos, symétriques et irréductibles.

Corollaire 7.1.6 — Toute donnée radicielle adjointe (resp. simplement connexe) est
produit de données radicielles adjointes (resp. simplement connexes) irréductibles.

Il suffit de le voir dans le cas adjoint. L’assertion résulte alors de ce que sous les
conditions de 7.1.1, on a
To(R) =To(R') x To(R").

Corollaire 7.1.7 — Pour tout donnée radicielle (resp. donnée radicielle réduite) %,
il eriste une isogénie # — X', ou X#' est produit d’une donnée radicielle triviale et
de données radicielles simplement connexes irréductibles (resp. et réduites).

7.2. Propriétés des données radicielles irréductibles

Définition 7.2.1 — Soit #Z une donnée radicielle irréductible. Pour tout a € R, on
pose
long(ar) = £(a)/l(cv0);

ol a € R est telle que £(ap) soit minimum ; on dit que long(c) est la longueur de «.

Lemme 7.2.2 — Soit Z une donnée radicielle irréductible. Le groupe de Weyl opére
transitivement dans ’ensemble des racines de méme longueur.

En effet, soient o, 8 € R. Comme la représentation de W dans #'(R) est irréductible,
« ne peut étre orthogonale & tous les w(3), w € W. 1l existe donc w € W, avec w(3)
non orthogonale & a. Or £(w(f5)) = €(B) et on conclut par 2.3.2

Lemme 7.2.3— Si #Z est irréductible et réduite, alors long(R) est {1}, {1,2}, ou

{1,3}.

En vertu de la remarque utilisée ci-dessus, pour tout «, 5 € R, il existe toujours un
w € W tel que w(f) ne soit pas orthogonale & 5. On a donc £(«)/¢(8) = 1,2,3,1/2
ou 1/3 (par 2.3.1). On a donc long(a) = 1,2, ou 3, mais si long(a) = 2, long(8) = 3,
alors £(a)/€(3) = 2/3, ce qui est impossible.
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Remarque 7.2.4— En raisonnant de maniére semblable, on prouve le résultat sui-
vant : si R est irréductible et non réduit avec rgss(#) > 1, on a long(R) = {1,2,4}.
Si on pose 1ong_1(i) = R;, alors ind(R) = Ry URg, R4 = 2R; et deux racines non
proportionnelles de R; sont orthogonales. Réciproquement si R est un systéme ir-
réductible et réduit tel que long(R) = {1,2}, posons long™*(i) = R; et supposons
que deux racines non proportionnelles de Ry soient orthogonales; alors R U2 R; est
irréductible, non réduit et ind(R U 2R1) = R.

Lemme 7.2.5— Si Z est une donnée radicielle irréductible, Z* 1’est aussi et le pro-
duit long(a) long(a*) est constant, lorsque « parcourt R.

Cela résulte aussitot de 7.1.3 (iv) et 2.2.6.

Définition 7.2.6 — Soit #Z une donnée radicielle quelconque. On appelle longueur de
a € R et on note long(a) la longueur de « dans sa composante irréductible.

Lemme 7.2.7 — 1l existe un unique homomorphisme de groupes u : To(R) — To(R*)
tel que u(a) = long(a)a* pour o € R.

En vertu de 3.5.5, il suffit de vérifier que si o, 3, a+ 6 € R, on a

long(ar)a™ + long(8)" = long(a + B)(a + 8)".
Mais «, 8 et a + (8 sont dans la méme composante irréductible de R par 7.1.2 et on

est ramené a 1.2.2.

Remarque 7.2.8— Soit u comme en 7.2.7. Pour «, 5 € R, on a (u(a), B) = (u(B), ).
En effet, cela revient a voir que

long(a)(a*, B8) = long(8)(5*, a)

ce qui est évidemment vérifié si « et B sont orthogonales. Si o et 3 ne sont pas
orthogonales, alors elles sont dans la méme composante irréductible de R, et on est
ramené a 1.2.1, formule (9).

Remarque 7.2.9— La forme bilinéaire symétrique (u(x), y) est positive non dégénérée
sur I'o(R).

En effet, soient R; les composantes irréductibles de R. On a
To(R) =[] To(Rs),

et la forme bilinéaire (u(x),y) est le produit des formes

271 (0) " (p(x), )

sur les I'g(R;), ot £(a;) est le minimum de ¢(a) pour o € R;. Or ces différentes formes
bilinéaires symétriques sont positives non dégénérées (1.2.6).

148

149



150

104 EXPOSE XXI. DONNEES RADICIELLES

7.3. Matrice de Cartan

Soit Z une donnée radicielle. Si A est un systéme de racines simples, on appelle
matrice de Cartan de Z relativement a A la matrice carrée sur 'ensemble d’indices
A définie par

aa,p = (&, 0), pour o, 3 € A.
Remarquons d’abord que si A’ est un autre systéme de racines simples et w un élément
de W(Z) tel que w(A) = A’, on a
(w(a)*,w(B)) = (a, ),
donc la matrice de Cartan de Z relativement & A’ s’obtient & partir de celle relative
a A par lisomorphisme A — A’ sur ’ensemble d’indices défini par w. Il en résulte

qu’a un isomorphisme pres sur 'ensemble d’indices, la matrice de Cartan ne dépend
que de Z.

Proposition 7.3.1 — La matrice de Cartan posséde les propriétés swivantes :
(1) aa,a =2, aa,3 < 0 pour a # (.
(ii) aa,p =0 entraine ag o = 0.
(iii) 1l existe des entiers strictement positifs me (= long(«)) tels que la matrice
(Mo @a,p)
soit symétrique, positive et non dégénérée.
(iv) Les mineurs diagonauz de la matrice (aq,8)a,8en, i-€. les déterminants
dét(an,g)a,penr  pour A" C A,

sont strictement positifs.
(V) On a sq(B) =0 —aapa et sq(0*) = 0% —ag,a ™.

En effet, (v) est une définition, (i) résulte de 3.2.11, (ii) de 2.2.2, (iii) de 7.2.9, (iv)
se déduit aussitot de (iii) par la relation

dét(maaa7g)a75€A/ = H Me -dét(aa7g)a7ggA/.
acA’
Proposition 7.3.2 — Soient Z et %' deux données radicielles simplement connexes
(resp. adjointes) et réduites, A (resp. A') un systéeme de racines simples de X (resp.
X', etu: A — A" un isomorphisme tel que si on note (aa,p) et (a5 les matrices
de Cartan de Z et %' relativement o A et A', on ait :

!
Cu(a)u(g) = Ga,B-

Alors, il existe un unique isomorphisme de % sur %' qui induise u sur A.

11 suffit évidemment de faire la démonstration dans le cas adjoint. Alors M = T'g(R)
et M = I'y(R’) sont les groupes abéliens libres engendrés par A et A’. 1l existe donc un
unique isomorphisme de groupes de M sur M’ qui induise u sur A. Notons-le aussi u.
Montrons que u(R) C R’. Toute racine o de Z s’écrit sq, - - Sa, (Qnt1) avec a; € A.
On a évidemment

U(Oé) = Su(ay) """ Su(an)(u(an-i-l))a
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en vertu de ’hypothése sur u et des relations (v) de 7.3.1.
Il reste & prouver que 'u(R’*) C R*, ce qui résulte de ce que les éléments de
M*(resp. M'*) sont déterminés par la dualité avec R ou A (resp. R’ ou A’), par 1.2.5.

Corollaire 7.3.3 — Une donnée radicielle réduite simplement conneze ou adjointe est
déterminée a isomorphisme prés par sa matrice de Cartan.

Corollaire 7.3.4 — Soient Z une donnée radicielle réduite et simplement connexe
(resp. adjointe), et A un systeme de racines simples. Le groupe Ea(Z) s’identifie
au groupe des automorphismes de I’ensemble A qui laissent invariante la matrice de
Cartan.

Remarque 7.3.5— La question de lexistence d’une donnée radicielle correspondant
a une matrice de Cartan donnée vérifiant (i) (ii) et (iv) (par exemple) ne se résoud
pas facilement directement, sans utiliser la classification.

7.4. Diagrammes de Dynkin

Définition 7.4.1 — On appelle structure de diagramme de Dynkin (le mot « schéma »
a ét¢é banni pour des raisons évidentes) sur un ensemble fini A la donnée d’un ensemble
de couples d’éléments distincts de A, dits couples liés, et d’une application de A dans
I'ensemble {1,2,3}. La notion d’isomorphisme de telles structures est évidente.

Définition 7.4.2 — Soient #Z une donnée radicielle et A un systéme de racines simples.
On appelle diagramme de Dynkin de Z relativement & A, 'ensemble A, deux racines
simples étant liées si et seulement si elles ne sont pas orthogonales, a chaque racine
étant associée sa longueur.

Proposition 7.4.3 — Diagramme de Dynkin et matrice de Cartan se déterminent bi-
uniwoquement.

En effet I’équivalence
o et B ne sont pas liés <= aq,3 =0,
et la relation
long() aa,p = long(B) aga,

(avec inf long(a) = 1 dans chaque composante connexe du diagramme) déterminent
les aq 5 en fonction des liaisons et des longueurs, et réciproquement (le détail de la
vérification est laissé au lecteur).

Corollaire 7.4.4 — Une donnée radicielle réduite simplement conneze ou adjointe est
déterminée par son diagramme de Dynkin.

Corollaire 7.4.5 — Soient Z une donnée radicielle réduite simplement connexe ou
adjointe et A un systéme de racines simples. Le groupe Ea(Z) s’identifie au groupe
des automorphismes du diagramme de Dynkin de X% relativement a A, ¢’est-a-dire au
groupe des permutations de A conservant les longueurs et les liaisons.
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Remarque 7.4.6— On classifie avec la méthode habituelle *)(29) les divers dia-
grammes de Dynkin connexes, et on montre que chacun correspond effectivement
a une donnée radicielle réduite simplement connexe irréductible. On trouve les types
bien connus :

1 1 1 1 1 1 A n>1

2 2 2 2 2 1 B, n>2

1 1 1 1 1 2 C, . n>3

1 1 1 1 1

——————o 9 ... <:1 Dn, n>4
1 1 1 1 1

Fy.
— GQ,

Par 7.4.5, on trouve aussitot le groupe Ea(Z#) correspondant; on a :
Ea(%Z) = {e} pour A1,B,,C,,E7, Es,Fy, Gs.
Ea(#Z) =7Z/2Z pour A, (n > 2),D,, (n > 5),Es.
EA(Z) = &3 pour Dy.

7.5. Compléments sur les p-morphismes

Soit f : #Z — %' un p-morphisme (cf. 6.8). Il est clair sur les définitions que la
bijection u : R — R’ associée & f fait se correspondre systémes de racines simples,
systémes de racines positives, composantes irréductibles (etc.) de R et de R’. Suppo-
sons donc pour simplifier R et R’ irréductibles.

Lemme 7.5.1— Si R et R/ sont irréductibles, il existe k € Q tel que pour tout o € R
k long(u(a)) = q(a)? long().

(*) Confer Bourbaki, Groupes et algebres de Lie, chap. VI n°4.2 ou Séminaire Sophus Lie.

(29)N.D.E. : Pour une démonstration légérement différente, voir aussi [De80)].
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En effet, on a long(«) (a*, 8) = long(8) (6*, ) et, de méme,
long(u(a)) (u(a)*, u(B)) = long(u(3)) (u(B)*, u()).

On en déduit aussitot que pour « et 8 non orthogonales, on a

q()?long(e) _ g¢(B)*long(B)
long(u(a)) long(u(63))
et 'on conclut alors par 7.1.3 (iv).

Remarque 7.5.2— Il résulte de 7.2.2. et 6.8.4. que ¢() ne dépend que de long(a). On
voit alors facilement que si g(«) n’est pas constant, alors g(«)long(a) est constant,
ce qui montre qu’alors p = 2 ou 3. Un coup d’oeil sur les diagrammes du numéro
précédent montre qu’il y a quatre cas possibles (on désigne par la méme lettre un
diagramme de Dynkin et la donnée radicielle simplement connexe réduite correspon-
dante) :

p=2, B, ELR s Cn ELN B, (avec Co = Ba).
p=2, Fi L Fy.
p=3,  GsGo.

Le lecteur remarquera que fi o fa, foo f1, go g et h o h sont des p-morphismes de la
forme décrite en 6.8.6.

7.5.3 — On voit aussitot sur la description précédente que si Z et Z’ sont deux
données radicielles réduites de rang semi-simple < 2 et si on a un p-morphisme de %’
dans Z, alors Z et %' sont de méme type. Plus précisément, on a le tableau suivant.

Notations : Soit f : #' — % un p-morphisme. On désigne par ¢ (resp. q1) une
puissance positive quelconque de p. On utilise pour les systemes de rang 2 les notations
du numéro 4 (on désigne par «, 3 les racines simples, avec £(«) < £(3)).

Type P valeurs de f valeurs de 'f
Trivial quelconque - -

Ay quelconque f(&) =qa tf(a*) = qa'*

Ap x Ay quelconque f(&) =qa tf(a*) = qa'*

fB)=ap f(B*) = ap”

As, Bo, Go quelconque f(&) =qa tf(a*) = qa'*

f(B) =4qp () =q8"”

B p=2 fla)=qp Hflar) =2qp"

f(B) = 2qo f(B*) = go*

e p=3 fla') =qp fla®) = 3¢B"™

f(B) = 3qo f(B*) = ga*
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EXPOSE XXII

GROUPES REDUCTIFS : DEPLOIEMENTS,
SOUS-GROUPES, GROUPES QUOTIENTS

par M. DEMAZURE

Cet exposé comporte deux parties. La premiere (1 & 5.5) rassemble les résultats
techniques nécessaires a la démonstration des théoremes d’unicité et d’existence. La
seconde (5.6 & la fin) ne sera pas utilisée dans cette démonstration; la fin du n°5 sera
utilisée en particulier dans ’exposé XXVI consacré aux sous-groupes paraboliques;
le n°6 établit dans le cadre des schémas les résultats classiques sur le groupe dérivé
d’un groupe réductif.

1. Racines et coracines. Groupes déployés et données radicielles

Théoréme 1.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, T un tore mazximal de
G, a une racine de G par rapport a T.

(i) Il existe un unique morphisme de groupes a groupe d’opérateurs T
exp, : W(g¥) — G

qui induise sur les algébres de Lie le morphisme canonique g¢ — g. Ce morphisme
est une immersion fermée. Le morphisme correspondant

T« W) — G

est également une immersion fermée.

Sipa : Go,s — G est un monomorphisme normalisé par T avec le multiplicateur o,
il existe un unique X, € T'(S, g%)* () tel que po () = exp, (2X4) ; on a Lie(pa)(1) =
X, et les deux formules précédentes établissent une correspondance bijective entre
I'(S,g%)* et ensemble des monomorphismes Go s — G normalisés par T avec le
multiplicateur o.

(ii) Il existe une dualité unique (notée (X,Y) — XY)

§" ®os 0" — Os,

(UN.D.E. : L’ensemble I'(S, g*)* est défini en XIX 4.4.1.
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et un unique morphisme de groupes

a* Gy, — T,

tels que l'on ait la formule (F) de Exp. XX 2.1. On a
aoa® =2, (—a)* = —a*,
et o est donné par la formule de Exp. XX 2.7.

En effet, un morphisme normalisé par T avec le multiplicateur « se factorise né-
cessairement par le sous-groupe fermé Z, = Centry(T,) de G (cf. Exp. XIX 3.9). Or
(Za, T, ) est un S-systeme élémentaire (Exp. XX 1.4), et on est ramené aux résultats
de l'exposé XX (1.5, 2.1 et 5.9).

Remarque 1.2. — La partie (i) du théoréme 1.1 reste valable si on suppose seulement
que « est un caractere de T, non trivial sur chaque fibre. En effet, on a alors une
décomposition S = S’ II S”, telle que alg soit une racine de Gg/ par rapport & T
et g%ls» = 0. SiS =9, on est ramené & 1.1; si S = S” le résultat est trivial; le cas
général s’en déduit aussitot.

Notations 1.3. — Comme dans Pexposé XX, on note U, I'image de W(g®); c’est un
sous-groupe fermé de G, muni canoniquement d’une structure vectorielle. On dira
que c’est le groupe wectoriel associé a la racine a. On dit que o* est la coracine
associée & a. Des sections X, € I'(S, g%) et X_, € I'(S,g~%) sont dites appariées si
XoX_q =1. Alors X, € T'(S, g%)* et de méme pour X_,,. Les morphismes p, et p_,
correspondants sont contragrédients I'un de I’autre et on a

Pa(2) p—aly) = P-a (1 fxy) (14 2y) pa (1 fx;,) .

Proposition 1.4. — Sous les conditions de 1.1, soit w € Normg(T)(S). Alors 8 =
aoint(w)™! : T — G, s est une racine de G par rapport ¢ T, * = int(w) o a* est
la coracine correspondante, et le diagramme suivant est commutatif :

exp,

W) ———>G
Ad(w)
)

int(w)

expg

W(g”
Trivial : transport de structure.

Définitions 1.5. — (a) Sous les conditions de 1.1, on note s, 'automorphisme de T
défini par

so(t) =t-a*(aft)) ™t
On note ( , ) Paccouplement canonique

Homg o, (G, s, T) x Homg ,, (T, Gy, s) — Homg o, (G, s, G, s) = Zs.
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Alors s, opere dans Homg ,, (T, G, s), resp. Homg ,, (G, s, T), par les formules
suivantes, ot y (resp. u) désigne une section arbitraire de Homg ,, (T, Gy, s) (resp. de
Homg o, (G5, T)) :

On a s, 08, =1id et s_, = 84-
(b) Si X € I'(S, g*)*, alors 'automorphisme intérieur w, (X) de T défini par
Wa(X) = expy (X) exp_o(—X ) exp, (X)
(cf. Exp. XX 3.1) coincide avec s,, (loc. cit.). On conclut alors de 1.4 :

Corollaire 1.6. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, T un tore mazimal de
G, «a et 8 deux racines de G par rapport a T. Alors

sa(B)=B—-(a",B)a
est une racine de G par rapport a T, la coracine correspondante étant
sa(B)" = sa(B%) =" = (8%, a)a”.
Corollaire 1.7. — Sous les conditions précédentes, a® = 3* implique o = 3.
En effet, si a* = 8%, on a cf. XXI1.1.4
spl@) =a—28,  sa(B)=p8-2a,
et on en déduit aussitot
(spsa)™ (@) = a+2n(8 — a).

Si B # «, il existe un s € S tel que ay # Bs. Mais alors la formule précédente
montre qu’il existe une infinité de racines distinctes de Gz par rapport a Ts, ce qui
est impossible.

Définitions 1.8.0. — ) Si u : Gm,s — T est un morphisme de groupes, on dira que
u est une coracine de G par rapport a T, s’il existe une racine o de G par rapport a
T telle que a® = u. Considérons le foncteur R* des coracines de G par rapport a T
défini comme suit :

R*(S') = ensemble des coracines de Gg/ par rapport & Tg/.

Si R est le foncteur des racines de G par rapport & T (Exp. XIX 3.8.), on a un
morphisme canonique R — R*. En vertu de 1.7 et de Exp. XIX 3.8, on a :

Corollaire 1.8. — Le morphisme canonique R — R* est un isomorphisme. En particu-
lier, R* est représentable par un S-schéma fini constant tordu qui est un sous-schéma
ouvert et fermé de Homg ., (G, s, T).

Ceci conduit a poser la définition suivante :

(IIN.D.E. : On a ajouté la numérotation 1.8.0 pour mettre en évidence ces définitions.

159

160



161

162

112 EXPOSE XXII. GROUPES REDUCTIFS : DEPLOIEMENTS, ETC.

Définition 1.9. — Soient S un schéma, T un S-tore. On appelle donnée radicielle tordue
dans T la donnée :

(i) d’un sous-schéma fini R de Homg ,, (T, Gy, s),
(ii) d'un sous-schéma fini R* de Homg ., (G s, T),
(iii) d'un isomorphisme R — R* noté a — a*,
vérifiant les conditions suivantes :
(DR 1) Pour tout S" — S et tout o € R(S’), on a a0 ™ = 2.
(DR 2) Pour tout " — S et tous o, 3 € R(S'), on a
a— (8% a)B € R(S), o —(a”, 8) B € R*(S).
De plus, si o € R(S') (S’ # &) entraine 2a € R(S’), on dit que la donnée radicielle

est réduite.

Proposition 1.10. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, T un tore maximal
de G, R (resp. R*) le schéma des racines (resp. des coracines) de G par rapport a T.
Alors (R,R*) est une donnée radicielle tordue réduite dans T.

Le seul fait qui reste a vérifier est que cette donnée radicielle tordue est réduite.
C’est ce qu’on a fait en Exp. XIX 3.10.

1.11. Soit T = Dg(M) un tore trivialisé. Si on note M* le groupe abélien dual de M,
on a des isomorphismes canoniques (cf. Exp. VIII 1.5) :

Homg ,, (T, G s) — Ms
Homg ,, (Gm,s,T) — Mg,
donc des isomorphismes de groupes :
Homg g (T, Gy, s) — Homige const. (S, M),
Homg g (G, s, T) — Homioe.const. (S, M™).

Un caractére de T (resp. un morphisme de groupes G,, s — T) sera dit constant
(relativement & la trivialisation donnée) si 'isomorphisme précédent le transforme en
une application constante de S dans M (resp. M*).

1.12. Sous les mémes notations, soit (M, M* R,R*) une donnée radicielle (Exp.
XXI). Alors (Rg,Rg) est une donnée radicielle tordue dans T. Réciproquement, si
(R, R*) est une donnée radicielle tordue dans un tore T, on appellera déploiement de
cette donnée radicielle la donnée d’une donnée radicielle habituelle (M, M*, R, R*) et
d’un isomorphisme T ~ Dg(M) qui transforme (R, R*) en (Rs,Rg).

Définition 1.13. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, T un tore maximal
de G. On appelle déploiement de G relativement a T la donnée

(i) d’un groupe abélien M et d’un isomorphisme T ~ Dg(M),

(ii) d’un systéme de racines R de G par rapport & T (Exp. XIX 3.6),

vérifiant les deux conditions suivantes :
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(D7) S est non vide et les racines a« € R (resp. les coracines correspondantes)
s’identifient & des fonctions constantes de S dans M (resp. M*).

(D2) Les g (o € R) sont des g-modules libres.
On dit que G est déployable relativement a T s’il existe un déploiement de G rela-
tivement & T. On appelle déploiement de G la donnée d’un tore maximal T de G
et d’'un déploiement de G par rapport a T. On dit que G est déployable s’il existe
un déploiement de G. On appelle S-groupe déployé un S-groupe réductif muni d’un

déploiement ; on le notera par un symbole du type (G, T, M, R), ou simplement G §’il
n’y a pas de confusion possible.

La condition (D 1) entraine que R (resp. R*) s’identifie canoniquement & une partie
de M (resp. M*).

Proposition 1.14. — Soient S un schéma (non vide), (G, T,M,R) un S-groupe déployé,
alors
%(G7 T7 M7 R) = (M’ M*7 R7 R*)

est une donnée radicielle réduite (Exp. XXI 1.1 et 2.1.3) ; ¢’est un déploiement de la
donnée radicielle tordue de 1.10.

C’est une conséquence triviale de 1.10 et de Exp. XIX 3.7.

Nous noterons parfois pour simplifier Z(G,T,M,R) = #(G). Nous utiliserons
systématiquement les notations V, ¥ (R), W, ... de Exp. XXI.
Remarque 1.15. — a) Si S est connexe non vide (resp. si Pic(S) = 0) la condition
(D 1) (resp. (D 2)) est automatiquement vérifiée.

b) Si (G,T,M,R) est un S-groupe déployé, alors pour tout S’ — S, S’ # &,
(Gs, Ts/, M, R) est un S’-groupe déployé et Z(G,T,M,R) = Z(Gg, Ts/, M, R).

1.16. Soit T = Dg(M) un tore trivialisé. L’algebre de Lie t de T s’identifie canoni-
quement (Exp. IT 5.1.1) &

t~M"® Os.
Pour tout morphisme de groupes u : T — G, g, ZLie(u) est une forme linéaire

Zie(u) : t — Os = Zie(Gy,, 5/9).

En particulier, si u est défini par un élément o € M, alors Zie(u) est la forme linéaire
a sur M* ® Og définie par « :

am®z) = (m,a).

Symétriquement, pour tout morphisme de groupes h : G, s — T, Zie(h) est un
Os-morphisme Og = Zie(G,,,s/S) — t, défini canoniquement par la section

H = Zie(h)(1) e T'(S,¢).
En particulier, si h est défini par un élément m € M*, on a

H=Zie(h)(1) =m® 1.
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Comparant les deux définitions, on trouve en particulier
a(H) = (h,a) -1 €T(S, Os).

1.17. Ces définitions s’appliquent en particulier au cas ou T est le tore maxi-
mal d’'un groupe déployé. Toute racine o € R définit une racine infinitésimale
@ € Homgy (t, Og) avec

am@x)=(m,a).
Chaque coracine « € R définit une coracine infinitésimale

H, € I'(S,v), Ho=a"® 1.

On a pour a, 3 € R, la relation

a(Hﬂ) = (6*’04) -1,
et en particulier

a(H,) =2.

En particulier, si 2 est inversible sur S, alors @ et H, sont non nuls sur chaque fibre.

2. Existence d’un déploiement. Type d’un groupe réductif

Proposition 2.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, T un tore maximal
de G. Supposons T déployé. Alors G est localement déployable par rapport a T :
pour tout sg € S, il existe un voisinage ouvert U de sg tel que le U-groupe Gy soit
déployable relativement a Ty .

En effet, écrivons T ~ Dg(M) et

o= ] o™
meM
Soit R={m € M |m #0, g™(so) # 0}. Quitte & restreindre S et & le remplacer par
un voisinage ouvert de sp, on peut supposer les g%, a € R, libres, et les g", m # 0,

m ¢ R, nuls. On a alors
g=t@ [] o

aER
les g* étant libres de rang 1. Il en résulte que R est un systeme de racines de G par
rapport & T (Exp. XIX 3.6). Les coracines o* correspondant aux a € R s’identifient
alors a des fonctions localement constantes sur S a valeurs dans M*. En restreignant
encore S, on peut les supposer constantes et on a terminé.

Notons que la démonstration donne aussitot :

Proposition 2.2. — Soit S un schéma connexe non vide tel que Pic(S) = 0, par exemple
Spec(Z) ou un schéma local (en particulier le spectre d’un corps). Si G est un S-groupe
réductif possédant un tore mazimal déployé T, alors G est déployable relativement a
T.

On déduit aussitot de 2.1 et du fait qu’un groupe réductif possede localement des
tores maximaux pour la topologie étale (Exp. XIX 2.5) :



2. EXISTENCE D’UN DEPLOIEMENT. TYPE D’UN GROUPE REDUCTIF 115

Corollaire 2.3. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif (resp. et T un tore
mazimal de G). Alors G est localement déployable (resp. localement déployable rela-
tivement a T) pour la topologie étale sur S.

Corollaire 2.4. — Soient k un corps, G un k-groupe réductif. Il existe une extension
séparable finie K/k telle que Gk soit déployable.

Remarque 2.5. — En utilisant 2.1 et la remarque Exp. XIX 2.9, on prouve aussitot le
résultat suivant : soit G = (G, T, M, R) un S-groupe déployé; il existe un recouvrement
de S par des ouverts U; tel que chaque groupe déployé Gy, provienne par changement
de base d'un groupe déployé sur un anneau noethérien (et en fait une Z-algebre de
type fini). Nous prouverons d’ailleurs que tout groupe déployé sur S provient déja
d’un Z-groupe déployé (Exp. XXV).

2.6. Soient k un corps algébriquement clos et G un k-groupe réductif. On sait (2.4
par exemple) qu’il existe des déploiements de G. Soient (G, T, M, R) et (G, T/, M’,R/)
deux déploiements de G; les données radicielles Z(G,T,M,R) et Z(G,T',M',R/)
sont alors isomorphes.

En effet, on voit d’abord qu’on peut se ramener au cas ot T = T’ (car il existe g €
G(k) tel que TV = int(g)T, et on vérifie facilement que si on transporte un déploiement
par un automorphisme de G, on trouve une donnée radicielle isomorphe a la donnée
initiale) ; mais S = Spec(k) étant connexe, 'isomorphisme Dy (M) — T — D (M’)
provient d’un unique isomorphisme M ~ M’; pour la méme raison, il existe au plus
un systeme de racines de G par rapport a T.

Définition 2.6.1. — ®) Si G est un k-groupe réductif (k un corps algébriquement clos),
on appellera type de G la classe d’isomorphisme de la donnée radicielle définie par un
déploiement quelconque de G; si G est un tore, de type M au sens de Exp. IX 1.4,
alors le type de G comme groupe réductif est donné par la donnée radicielle triviale
(M,M*, &, @).

Par 1.15 b) ), le type est invariant par extension (algébriquement close) du corps
de base.

Définition 2.7. — Si G est un S-groupe réductif et si s € S, on appelle type de G en s
le type du s-groupe réductif Gs.

Pour tout S’ — S et tout s’ € S’ se projetant en s € S, le type de Gg: en s’ est égal
au type de G en s.

Si G est déployable, et si (G, T, M, R) est un déploiement de G, alors le type de G

en s est la classe d’isomorphisme de Z(G,T,M,R) en vertu de 1.15 b) (). 1 résulte
alors aussitot de 2.3 la

(3IN.D.E. : On a ajouté le n°2.6.1, pour des références ultérieures.
(4)N.D.E. : On a corrigé l'original, qui renvoyait & 1.17.
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Proposition 2.8. — Soit G un S-groupe réductif (S # @). La fonction
s — type de G en s

est localement constante sur S. En particulier, il existe une partition de S en sous-
schémas ouverts non vides tels que sur chacun d’eur G soit de type constant. Plus
précisément, soit E ’ensemble des types des fibres de G ; pour tout t € E, soit S¢
Uensemble des points s € S ou G est de type t; alors (S¢)ter est une partition de S
et chaque Sy est ouvert et fermé (et non vide).

3. Le groupe de Weyl

3.1. Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, T un tore maximal de G. Alors
We(T) = Normg (T)/T

est un S-groupe étale fini (Exp. XIX 2.5). Le morphisme n — int(n) induit par passage
au quotient un monomorphisme canonique (qui est d’ailleurs une immersion ouverte) :

Wal(T) — Autg,, (T).
3.2. Supposons maintenant que G soit déployable relativement a T. Choisissons un
déploiement, soit (G, T,M,R). On a alors un isomorphisme canonique (Exp. VIII 1.5)
Autg ,, (T) ~ (Autg. (M))s.

En particulier, si W est le groupe de Weyl de la donnée radicielle Z(G) (Exp. XXI
1.1.8), on a un monomorphisme

Wg — Ms—gr. (T)

3.3. Pour chaque racine o € R, la symétrie s, € W opere dans M par
sa(z) =2 — (0, 2) a,

donc dans T (par le morphisme précédent), par
so(t) =t-a*(a(t)) "t

D’autre part, comme g* est supposé libre, il existe un X € T'(S,g®)*. Considérons
alors wy, (X) € Normg (T)(S) (Exp. XX 3.1). On a (loc. cit.)

int (we, (X)) (t) = sa(t).

Comme W est engendré par les s,, a € R, il résulte des remarques précédentes
que si on considere W et Normg (T)(S)/T(S) comme des groupes d’automorphismes
de T, on a

W € Normg (T)(S)/T(S) € We(T)(S).
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Par définition du groupe constant Wg associé & W (cf. I 1.8), on a donc un diagramme
commutatif

N

We(T)
Ms—gr. (T) .

Proposition 3.4. — Soient S un schéma, (G, T, M, R) un S-groupe déployé, W le groupe
de Weyl de la donnée radicielle Z(G). Alors le monomorphisme canonique

Ws — Wg(T) = Normg (T)/T

est un isomorphisme.

Ce sont en effet des groupes étales sur S; il suffit donc de vérifier que pour tout
s € S, Wg(5) — Wg(T)(5) est un isomorphisme. (®) Or cette derniere assertion
résulte, par exemple, de Bible, §11.3, th. 2.

Remarque 3.5. — En utilisant 2.3, la proposition précédente donne une nouvelle dé-
monstration du fait que le groupe de Weyl d’un tore maximal d’un S-groupe réductif
G est fini sur S (Exp. XIX 2.5 (ii)). ©

3.6. Sous les conditions de 3.1, pour tout w € W (T)(S), on note N, (7) le produit
fibré suivant :

N,, —— Normg(T)

| |

S “— Wea(T).

C’est un sous-schéma ouvert et fermé de Normg (T), qui est un fibré principal ho-
mogene sous T & gauche (resp. a droite) par la loi (¢,q) — tq (resp. (¢,t) — gt). Si
n € Ny (S), on a

Nuyw =1 Ny, Ny = Ny - 1.

(®)N.D.E. : En effet, puisque Wg et W¢ (T) = Normq (T)/T sont étales sur S, le morphisme f : Wg —
W¢(T) = Normg (T)/T est étale (EGA IVy, 17.3.4) ; si de plus chaque fs est un isomorphisme alors,
d’apres loc. cit., 17.9.1, f sera une immersion ouverte surjective, donc un isomorphisme.

(6)N.D.E. : En effet, soit T un tore maximal de G. Le fait que W (T) soit fini sur S est local pour la
topologie (fpqc) (EGA IVa, 2.7.1) donc a fortiori pour la topologie étale. D’apreés 2.3, on peut donc
supposer que G est déployé relativement a T, auquel cas I’assertion découle de 3.4.

(M)N.D.E. : On a remplacé Q,, par Ny, de méme qu'en XX 3.0 on avait remplacé Q par N*.
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3.7. En particulier, si « est une racine de G par rapport a T, N n’est autre que ce
qui avait été noté N* en Exp. XX 3.0. Si g* est libre sur S, on a donc N,_(S) # @.

Par 3.4 et la condition (D 2) du déploiement, on en déduit le

Corollaire 3.8. — Sous les conditions de 3.4, le morphisme
NO&G (T)(S) — WG (T)(S) = Homloc.cons.(sa W)

est surjectif. En particulier, pour tout w € W, il existe un n,, € Normg(T)(S) tel que
int(ny)|r = w.

4. Homomorphismes de groupes déployés

4.1. La « grosse cellule »

4.1.1. — Soit (G, T, M, R) un S-groupe réductif déployé. Choisissons un systéme de ra-
cines positives (Exp. XXI3.2.1) R de la donnée radicielle Z(G). On pose R_ = —R.

Choisissons un ordre total sur Ry (resp. R_) et considérons le morphisme induit
par le produit dans G

U H Ua>§T>S< H U, — G.

acR_ a€R4

C’est une immersion ouverte. En effet, comme les deux membres sont plats et de
présentation finie sur S, il suffit de le vérifier sur chaque fibre géométrique (SGA 1,
I 5.7 et VIIT 5.4); on est donc ramené au cas ou S est le spectre d’un corps algé-
briquement clos; mais, par Bible, §13.4, cor.2 au th. 3, u est radiciel et dominant ;
comme 'application tangente a u & 'origine est un isomorphisme (définition d’un sys-
téme de racines), u est birationnel ; mais G étant normal, on peut appliquer le « Main
Theorem » de Zariski (EGA III;, 4.4.9) et u est une immersion ouverte.

Montrons que l'image 2 de cette immersion ouverte est indépendante de 1’ordre
choisi sur Ry (resp. R_). Comme il s’agit de comparer des ouverts de G, on est ramené
a prouver qu’ils ont mémes points géométriques, donc on peut supposer encore que
S est le spectre d’un corps algébriquement clos. Mais alors ’assertion n’est autre que
Bible, §13, prop. 1 (c) et th. 1 (a).

On a donc prouvé :

Proposition 4.1.2. — Soit (G, T,M,R) un S-groupe déployé. Soit Ry un systéme de
racines positives de R. Il existe un ouvert Qr_ de G tel que pour tout ordre total sur
Ry (resp. R_), le morphisme induit par le produit dans G

H UQ§T>S< H U, — G

a€R_ acRy

soit une immersion ouverte d’image Qg .
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Remarque 4.1.3. — On peut traduire 4.1.2 de la facon suivante : choisissons pour tout
a € R un isomorphisme de groupes vectoriels p, : Gq, s — U, (cf. 1.19); alors le
morphisme (on pose N = Card(R4) = Card(R_))

Gy s XTx Gy — G
défini ensemblistement par

((xa)aeR_7t7 (wa)a€R+) [ — H pa(ma) -t H pa(xa)

a€R_ a€Ry

est une immersion ouverte, dont I'image ne dépend que de Ry (et non du choix des
Do €t des ordres sur Ry et R_).

Notation 4.1.4. — On note Qr, =[[,en_ Ua-T-[loer, Ua- @

Proposition 4.1.5. — Le schéma Qg est de présentation finie sur S (donc rétrocom-
pact dans G) et est universellement schématiquement dense dans G relativement a S
(cf. Exp. XVIII 1).

La premiére assertion est triviale. Alors, (9 Qg . est plat et de présentation finie
sur S, et contient la section unité, donc coupe chaque fibre de G selon un ouvert non
vide donc dense; la seconde assertion découle donc de Exp. XVIII 1.3.

Corollaire 4.1.6. — Soit (G, T,M,R) un S-groupe réductif déployé. Alors
Centr(G) = ﬂ Ker(a).

aER

(19 Par conséquent, Centr(G) est représentable par un sous-groupe fermé de G, dia-

gonalisable.

La seconde assertion découle aussitot de la premiere. Pour démontrer celle-ci, on
peut invoquer Exp. XII 4.8 et 4.11; on peut aussi procéder directement comme suit.
(1) Soit 8" — S. Sit € T(Y) et si a(t) = 1 pour tout a € R, alors int(t) induit
I'identité sur T/ et sur chaque (Uy)s/, @ € R, donc aussi sur (g, )s/, donc sur Gg
par densité schématique, d’olt t € Centr(G)(S').

Réciproquement, comme Centrg_, (Ts/) = Ts (cf. Exp. XIX 2.8), si g € G(S)
centralise Tg: et les (U, )s/, c’est une section de Ts/ qui annule les a € R.

Corollaire 4.1.7. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif. Alors le centre de G
est représentable par un sous-groupe fermé de G, de type multiplicatif; c’est aussi
« lintersection des tores mazimaur de G » au sens suivant : pour tout S’ — S,
Centr(G)(S') est l’ensemble des g € G(S") dont I’image réciproque dans G(S"), pour
tout S” — S', est contenue dans tous les T(S"), ou T parcourt I’ensemble des tores
mazimauz de Ggr.

(®N.D.E. : Et on I’appelle la « grosse cellule » correspondant a R .
(9N.D.E. : On a détaillé loriginal dans ce qui suit.
(1ON.D.E. : On a ajouté la phrase qui suit.

(IDN.D.E. : On a détaillé loriginal dans ce qui suit.
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Compte-tenu de 2.3, la premiére assertion découle de 4.1.6 par descente. (12) Dé-
montrons la seconde assertion. Soit H « I'intersection des tores maximaux de G » au
sens précédent. On a évidemment Centr(G) ¢ H. ®) Alors, par descente, il suffit
de prouver Centr(G) = H dans le cas ou G est déployé. Comme H est contenu dans
I'intersection des tores maximaux de G au sens habituel, cela résulte alors de la re-
marque suivante : si (G, T,M,R) est un déploiement, o € R et X € T'(S, g*)*, alors
int(exp,, (X))(T)NT = Ker(«), comme le montre un calcul trivial. (Cf. aussi Exp. XII
8.6 et 8.8 pour un énoncé plus général).

Remarque 4.1.8. — Dans la suite, nous identifierons systématiquement dans le cas
déployé T a Dg(M). Alors Centr(G) n’est autre que Dg(M/T'g(R)), ou T'g(R) est le
sous-groupe de M engendré par R (cf. Exp. XXI 1.1.6). Si {a1,as,...,a,} est un
systeéme de racines simples de R, on a aussitét (cf. Exp. XX 1.19) :

Centr(G) = N Ker(o;) = [ Centr(Zy,, ).

Proposition 4.1.9. — Soient S un schéma, (G, T,M,R) un S-groupe déployé, Q un S-
tore, ag un caractére de Q, £ un Os-module inversible,

f:Q—T, p:W(Z)—G
des morphismes de groupes vérifiant la relation ensembliste

plao(q) x) = int(f(q)) - p(x),
pour tous ¢ € Q(S'), x € W(ZL)(S'), S" — S. Supposons que f sépare les éléments de
R au sens suivant : si o, € R et si m,m’ € Z alors ma o f = m'a’ o f entraine
ma =m'o’. ) Soit enfin s € S tel que (ap)s # e et ps # e.
1l existe alors un ouvert U de S contenant s, un entier ¢ > 0 tel que x — x9 soit
un endomorphisme de G, v, une racine o € R et un isomorphisme de Oy-modules

h: (Z)u)® = ¢%lu
tels que

(i) (ao flu = (gao)u,
(ii) p(X) = expy, (h(X9)) pour tout X € W(ZL)(S'), ' — U.
De plus, une fois U choisi, q, a et h sont uniquement déterminés.

Quitte a restreindre S, nous pouvons supposer que «qg est non nul sur chaque fibre
de S. Choisissons un systéme de racines positives Ry de R et soit V.= p~!(Qg, ).
C’est un ouvert de W(.&¢) contenant la section nulle et stable par multiplication par
tout ap(q), ¢ € Q(S'), 8" — S. Comme «p est non trivial sur chaque fibre, il s’ensuit
immédiatement que V = W(.Z), donc que p se factorise par Qg . Choisissons un

(12)N.D.E. : En effet, la représentabilité du centre par un sous-schéma fermé de G est locale pour la
topologie (fpgc) (SGA 1, VIII 5.2 et 5.4) donc a fortiori pour la topologie étale, et il en est de méme
de la propriété « de type multiplicatif« .

(13)N.D.E. : On a détaillé loriginal dans ce qui suit.

(14)N.D.E. : Noter que ceci est équivalent & P'hypothése : si o,/ € R et m,m/ € Z et si (mao f)s =
(m’a’ o f)z pour tout point géométrique 5 de S, alors ma = m/a’. En particulier, cette hypothese
de séparation est stable par changement de base.
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ordre quelconque sur Ry et R_ ; tous les produits seront supposés pris dans cet ordre.
On a donc des morphismes uniques

aq 1 W(Z) — U,, a€R,
b:W(¥) — T

tels que

a€R_ a€R 4

Ecrivant la condition de covariance sous Q, on obtient aussitot

aal(ao(q) z) = a(f(q)) aa(z), a€R
b(ao(q) x) = b(x)

pour tous z € W(Z)(S'), ¢ € Q(S'), S’ — S. La seconde condition donne aussitot
b=e.

Soit maintenant e € R tel que (a4 )z # e (nous savons qu'il existe un tel a, car pz
est supposé # e). Appliquant Exp. XIX 4.12 (a), on en déduit qu’il existe un entier
n > 0, tel que (ao f)z = (nayp)s. Quitte a restreindre S, on peut supposer ao f = nay
(Exp. IX 5.3). Mais alors, pour tout o’ € R, & # a, on a (¢’ o f)z # mag pour tout
entier m > 0 en vertu de I'hypothese faite sur f (et du fait que les seules racines
proportionnelles & a sont « et —a). Appliquant de nouveau Exp. XIX 4.12 (a), & aq
cette fois, on en déduit que a, est nul au voisinage de S; R étant fini, on peut, quitte
a restreindre encore S, supposer les a,s nuls pour o’ € R, o’ # « . On a alors p = a,,
et on peut lui appliquer Exp. XIX 4.12 (b), puis (c), qui donne le résultat annoncé
(les assertions d’unicité sont évidentes).

Remarque 4.1.10. La condition imposée a f en 4.1.9 est vérifiée en particulier si f
est surjectif (= fidélement plat).

Proposition 4.1.11. — Soient (G, T, M, R) un S-groupe déployé, Ry un systéme de ra-
cines positives de R, Qr, la « grosse cellule » correspondante.

(i) Soit H un S-foncteur en groupes, séparé 1°) pour (fppf). Si f,g : G = H sont
deux morphismes de groupes qui coincident sur Qgr, , alors f =g.

(i) Soient H un S-faisceau en groupes pour (fppf) et f : Qr, — H un S-morphisme
vérifiant la condition suivante : pour tout S — S et tous x, y € Qr (S') tels que
ry € Qr, ('), on a f(xy) = f(x)f(y). 1l existe alors un (unique, par (i)) morphisme
de groupes f : G — H qui prolonge f.

En effet, par 4.1.5, (i) (resp. (ii)) résulte aussitot de Exp. XVIII 2.2 (resp. 2.3 et
2.4).

(15)N.D.E. : On rappelle (cf. Exp. IV, 4.3.5) qu’un S-préfaisceau H est séparé pour une topologie T
si pour tout S — S et toute famille de S-morphismes (S} — S’);e1 couvrante pour 7, 'application
H(S") — [, H(S) est injective.
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Remarque 4.1.12. — Si o« € R4, on a
(T) QR_;_mZoz:Ufoz'T'Ua'

(16) En effet, pour tout 8’ — S, si g = [[5cp_ ps(ap) ‘t-[Tger, Po(zp) est un élément

de Qg (5') et sit’ € To(S"”), alors
g™t = T pa(Bt)zs) -t IT po(8(t)20)

BER- BER 4
et comme « et —« sont les deux seuls éléments de R qui valent 1 sur T, on obtient
que g appartient & Z, = Centr(T,) si et seulement zg = 0 pour § # ta.
D’apres (t), on déduit de XX 2.1 que si X e I'(X,g*) et Y € I'(S, g~ ), on a :

exp, (X) exp, (Y) € Qr_ (S) <= 1 + XYinversible.

4.2. Morphismes de groupes déployés

Définition 4.2.1. — Soient S un schéma (non wvide), (G,T,M,R) et (G, T/,M',R/)
deux S-groupes déployés. On dit que le morphisme de S-groupes f : G — G’ est
compatible avec les déploiements, ou définit un morphisme de groupes déployés, si la
restriction de f & T se factorise en un morphisme fr : T — T’ qui soit de la forme
fr = Dg(h), o h : M’ — M est un morphisme de groupes vérifiant la condition
suivante :

il existe une bijection d : R — R’ () et pour chaque o € R un entier
q(a) > 0 tel que z — 29(®) soit un endomorphisme de Ga,s et que

h(d(a)) = ¢(a) a, "h(a”) = q(@) d(e)".

Remarque 4.2.2. — 11 est immédiat que h, d, ¢(a) pour o € R, sont uniquement
déterminés par f. On note h = Z(f). Les q(«) sont les exposants radiciels de f (ou
de h).

Soit p le nombre premier (s’il existe) qui est nul sur S; posons p = 1 s’il n’existe
aucun nombre premier nul sur S. Alors Z( f) est un p-morphisme de données radicielles
réduites au sens de Exp. XXI 6.8. On a donc défini un foncteur & de la catégorie des S-
groupes déployés dans celle des données radicielles réduites (munie des p-morphismes).

Proposition 4.2.3. — Sous les conditions de 4.2.1, on a les propriétés suivantes :
(i) Pour tout a € R, il existe un isomorphisme unique de Os-modules
fo: (ga)®q(a) -~ g/d(a)
tel que
Fexp, (X)) = expy(a) (fa(XW))
pour tout X € W(g®)(S'), S — S.

(ii) Pour tout o € R, on a q(—a) = q(a) et fo et f_o sont contragrédients l'un de
Uautre.

(16)N.D.E. : On a détaillé loriginal dans ce qui suit.
(I7)N.D.E. : On a remplacé la notation u : R — R’ par d : R — R/.
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iii) Pour tout o € R, tout Z € W(g*)*(S'), S’ — S, on a
(iii) (g%)7(
f(wa(z)) = wd(a)(zq(a))'

Par hypothese le diagramme

*

[e3 [e3%

Gm, S T Gm, S
q(a)l fTL Q(Q)l
d(a)* d(a
Gm’ S (@) T/ © Gm, S

est commutatif. Il en résulte que f applique Ker(a) dans Ker(d(«)), donc T,, dans
Til(a)v donc Z, dans Zil(a). Il n’y a plus alors qu’a appliquer Exp. XX 3.10 et 3.11
aux groupes Z, et Z'd(a).
Proposition 4.2.4. — Le morphisme f induit un morphisme fx de Norm(T) dans
Normg, (T'), donc un morphisme fw de Wq(T) dans Wa/ (T) ; celui-ci est un iso-
morphisme. Plus précisément, si on note d : W(Z(G)) = W — W = W(Z(G))
lisomorphisme qui prolonge sq +— 84(q) (Exp. XXI 6.8.4), on a un diagramme com-
mutatif d’isomorphismes :

Wa(T) % W (T)

L

Wy WY

~

Cela résulte aussitot de 3.4, Exp. XXI 6.8.4, et (iii) ci-dessus

Remarque 4.2.5. — Avec les notations de 4.2.3, la restriction de f a Qgr_ (pour un
systeme de racines positives Ry.) s’écrit explicitement : elle applique Qg dans QLI(R”
(d(R4+) est un systéme de racines positives de R’ par Exp. XXI 6.8.7) et est donnée

par la formule ensembliste :

f H exp, (Xa) - t- H exp, (Xa)

a€R_ a€R
= I ewua (fa(Xg(“))) fr@) - T ePaca (fa(X'é(a))) :
acR_ ac€Ry

Proposition 4.2.6. — (i) f est surjectif (= fidelement plat dans le cas présent, cf. VIg
3.11) si et seulement si fr [’est.

(i) On a Ker(f) C Qg, .

Prouvons (i) : si f est surjectif, alors fr(T) = f(T) est un tore maximal de G’
(en effet f(T) est un sous-tore d’un tore maximal T (Exp. IX 6.8); pour vérifier que

f(T) =T, on est ramené au cas d’un corps algébriquement clos, ou c’est Bible, § 7.3,
th. 3 (a)).
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Si fr est surjectif, alors la formule précédente montre que f induit une surjection
de Q = Qg, sur Q' = Q;(R”. (18) Comme les fibres de G’ sont connexes, il en résulte
(cf. Exp. VI, 0.5) que f est surjectif.

Prouvons (ii) et pour cela admettons un résultat qui sera démontré ci-dessous
(5.7.4) : choisissons pour chaque w € W un n,, € Normq(T)(S) qui le représente;
alors les ouverts n,Q (w € W) forment un recouvrement de G. Il suffit alors de
prouver que Ker(f) Nn,{ # & entraine w = 1. Si x € Q(S'), S’ = S et f(ny,z) =1,
on a f(x) = f(ny) b or f(x) € A () et f(ny,) ! € Normg, (T')(S"). En vertu de
4.2.4, on est ramené a prouver :

Lemme 4.2.7. — Sous les conditions de 4.1.2, on a © N Norm(T) = T.

Soit

T = H Pa(za) - - H Pa(Ta) =viu € Q(S).

@€R_ @€R4
Si 2 normalise Ts/, on a pour tout t' € T(S'),
zt'z =t" € T(Y),
c’est-a-dire zt' = t” x, ce qui s’écrit
v (tt) (T ut) = (" ot" ™ (t7t) u,
ce qui donne #~tut’ = u, donc u € Centr(T)(S") = T(S'), soit u = 1. De méme
v=1.
Corollaire 4.2.8. — On a
Ker(f) = H K, - Ker(fr) - H Ka,
@€R_ a€R4
ot pour chaque a € R, K, désigne le S-groupe fini
K, = Ker(U, — U®4(¥)) ~ Qga), s-
Pour appliquer ce corollaire, posons :

Définition 4.2.9. — Soient S un schéma, G et G’ deux S-groupes réductifs. Un mor-
phisme de S-groupes f : G — G’ fidélement plat et fini (i.e. surjectif et & noyau fini
sur S) est appelé une isogénie. Si de plus Ker(f) est un sous-groupe central de G, on
dit que f est une isogénie centrale.

Proposition 4.2.10. — Soit f : G — G’ un morphisme de groupes déployés. Pour que
f soit une isogénie (resp. une isogénie centrale) il faut et il suffit que fr soit une
isogénie i.e. que Z(f) soit injectif de conoyau fini (resp. et que pour tout o« € R, on
ait g(a) = 1).

En effet, par 4.2.8, Ker(f) est fini sur S si et seulement si Ker(fr) est fini sur S,
et Ker(f) C T si et seulement si chaque g(a) vaut 1 (Ker(f) est alors central car de
type multiplicatif et distingué, cf. Exp. IX 5.5).

(I13)N.D.E. : On a détaillé la référence & 'Exp. VI dans ce qui suit.
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Remarque 4.2.11. — a) On voit donc que f : G — G’ est une isogénie centrale si et
seulement si Z(f) : Z(G’) — Z(G) est une isogénie au sens de Exp. XXI 6.2 ; de plus
on a dans ce cas (avec les notations de loc. cit.) :

Ker(f) = Ds(K(Z(f))). K(#(f)) = Coker(Z%(f))-

b) Si G et G’ sont semi-simples, tout morphisme de groupes déployés G — G’ est
une isogénie.

¢) Si f: G — G’ est fidélement plat et fini et si G est réductif (resp. semi-simple),
alors G’ lest aussi. Il est en effet de présentation finie sur S (Exp. V 9.1), affine sur S
(EGA 11 6.7.1), lisse sur S (Exp. VI 9.2), & fibres géométriques connexes et réductives
(resp. semi-simples) par Exp. XIX 1.7.

La définition 4.2.1 peut sembler arbitraire. Elle est justifiée par la proposition qui
suit (que nous énoncerons, pour simplifier, pour des groupes semi-simples).

Disons qu’un morphisme f : G — G’ de S-groupes réductifs est déployable s’il
existe des déploiements de G et G’ avec lesquels f soit compatible. On a alors la

Proposition 4.2.12. — Soient S un schéma, G et G’ deur S-groupes semi-simples,
f : G — G’ un morphisme de groupes. Soit s € S. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Ker f5 est fini (< e est isolé dans Ker f(3)) et fs est surjectif, i.e. f5 est une
isogénie.

(i) f5 est déployable.

(iii) Il existe un morphisme étale 8" — S couvrant s tel que fs : Gy — Gg soit
déployable.

On a évidemment (iii) < (ii); (i) = (i) résulte de 4.2.10 (b) (c’est ici qu’intervient
I’hypothese que G et G’ sont semi-simples — les autre implications sont valables pour
des groupes réductifs).

Prouvons maintenant (i) = (iii). On peut supposer G et G’ déployés de telle sorte
que f induise un morphisme fr : T — T' (2.3 et Exp. XIX 2.8); quitte & restreindre
S, on peut supposer que fr = Dg(h), ot h est un morphisme de groupes M’ — M.
Soit o € R, considérons le morphisme composé

exp,, f
p: W(g*) —G——G .
Comme Ker(ps) est fini, ps # e. D’autre part fr. est surjectif; on peut donc appliquer
4.1.9 et il existe un ouvert V, de S contenant s, une racine o’ € R/, un entier g(«) tel
que z — 29(®) soit un endomorphisme de Ga, v, , et un isomorphisme de Oy _-modules

fa: (@)% @)y, — ¢*|v.,

tel que f(expa(Xa)) = expyqe) (a(XE®)) et o’ o fr = h(a’) = gla)a . On peut
remplacer S par l'intersection des V,, pour a € R. Posons o’ = d(«). Il est clair que
d : R — R’ est une bijection, car le noyau de h est fini (fr. étant surjectif). Il ne reste
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plus qu’a prouver que fr o a* = g(a)a’*, ce qui se fait par une modification triviale
de 'argument utilisé en Exp. XX 3.11.

De toutes fagons, comme on I’a vu au cours de la démonstration, on a (i) = (iii).
On a donc :

Corollaire 4.2.13. — Soient S un schéma, [ : G — G’ une isogénie de groupes réduc-
tifs. Alors f est localement déployable pour la topologie étale.

4.3. Quotients centraux de groupes réductifs

Considérons d’abord un cas particulier.

Proposition 4.3.1. — Soient S un schéma, (G, T,M,R) un S-groupe déployé, N un
sous-groupe de M contenant R, Q = Dg(M/N) C Centr(G). Alors :
(i) G’ = G/Q est un S-groupe réductif, T' = T/Q en est un tore mazimal ;

(ii) si on identifie T! a Dg(N), alors R C N est un systeme de racines de G' par rap-
port a T/, (G', T/,N,R) est un déploiement de G, et Z(G') s’identifie canoniquement
a la donnée radicielle induite (Exp. XXI 6.5) Z(G)n ;

(iii) le morphisme canonique G — G’ est compatible avec les déploiements, d’ex-
posants radiciels 1, et donne par fonctorialité le morphisme canonique (loc. cit.)

Z(C)x — Z(Q).

On sait que G’ = G/Q est représentable par un schéma en groupes affine sur S
(Exp. VIII 5.7), lisse sur S (Exp. VIg 9.2), a fibres géométriques connexes et réductives
(comme quotients de groupes réductifs, cf. Exp. XIX 1.7); G’ est donc un S-groupe
réductif.

11 est clair que T = T/Q ~ Dg(N) en est un tore maximal. Remarquons ensuite
qu’en choisissant un systéme de racines positives Ry de R, louvert Qr, de 4.2 est
stable sous Q et que 'on a un isomorphisme canonique

O, /Q= [ Uax(T/Qx [] Ua,

a€R_ a€Ry

et que Qr, /Q est un ouvert de G’, contenant la section unité (cf. Exp. IV, 4.7.2 et
6.4.1).

Il en résulte que si on note g’ lalgebre de Lie de G’ et a le caractere de T/Q
induit par « (ou, ce qui revient au méme défini par & € N dans identification
T/Q = Dg(N)), le morphisme canonique g — ¢’ induit pour chaque @ € R un
isomorphisme

ga ;g/a.
On a donc prouvé que R est un systéme de racines de G’ par rapport a T’, et on
termine la démonstration sans difficulté.

Corollaire 4.3.2. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, Q un sous-groupe
invariant de type multiplicatif de G. Alors Q est central dans G, le quotient G/Q
est représentable par un S-groupe réductif, et le morphisme canonique G — G/Q est
localement déployable pour la topologie étale (avec des exposants radiciels égauz d 1).
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La premiere assertion résulte de Exp. IX 5.5; les autres sont locales pour la topo-
logie étale et on est ramené a 4.3.1.

Définition 4.3.3. — Soit G un S-groupe réductif. On dit que G est adjoint (resp. sim-
plement conneze) si pour tout s € S, le type de G en s est donné par une donnée
radicielle adjointe (resp. simplement connexe), i.e. (Exp. XXI 6.2.6) telle que M soit
engendré par R (resp. M* engendré par R*).

Proposition 4.3.4. — (i) Un groupe réductif adjoint (resp. simplement connezxe) est
semai-simple.

(ii) Si T est un tore mazimal du groupe réductif adjoint (resp. simplement conneze)
G et si a est une racine de G par rapport a T, alors la racine infinitésimale @ est non
nulle sur chaque fibre (resp. a* est un monomorphisme et la coracine infinitésimale
H, est non nulle sur chaque fibre).

En effet, (i) est trivial; (ii) se vérifie sur les fibres géométriques et résulte aussitot
de Exp. XXI 6.2.8.

Proposition 4.3.5. — (i) Pour que le groupe réductif G soit adjoint, il faut et il suffit
que Centr(G) = {e}s.

(ii) Pour tout groupe réductif G, le groupe quotient G/ Centr(G) est un groupe
réductif adjoint.

En effet, on peut supposer G déployé, alors (i) est trivial (car Centr(G) =
Ds(M/To(R)), et (ii) résulte de 4.3.1.

Définition 4.3.6. — Soit G un S-groupe réductif. On appelle groupe adjoint de G et
on note ad(G) le groupe G/ Centr(G). On appelle radical de G et on note rad(G) le
tore maximal (unique par Exp. XII 1.12) de Centr(G). On appelle groupe semi-simple
associé & G le quotient G/ rad(G).

Les définitions précédentes sont compatibles au changement de base. Si s € S,
rad(G)s est bien le radical de Gz au sens habituel (Exp. XIX 1.6).

4.3.7. — Si (G, T,M,R) est un groupe déployé, alors rad(G) = Dg(M/N), ou N =
MN¥(R), donc le groupe semi-simple associé & G (comme d’ailleurs le groupe adjoint
de G) est muni d’un déploiement canonique (4.3.1) et on a un diagramme de groupes
déployés

G — s3(G) — ad(G)
correspondant au diagramme canonique de données radicielles (Exp. XXI 6.5.5)

ad(Z(G)) — ss(R(G)) — Z(G).

Remarque 4.3.8. — Soit (G, T,M,R) un S-groupe déployé adjoint (resp. simplement
conneze), A un systéme de racines simples de R. Alors la famille {a},ca, resp.
{a*}aca, induit un isomorphisme

T = (Gm,s)A, resp. (GWS)A =T
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En effet, M = I'o(R) (resp...) et A est une base du groupe abélien libre I'y(R)
(Exp. XXI 3.1.8).

Remarque 4.3.9. — Le radical d’un groupe réductif est un sous-groupe caractéristique
(i.e. stable sous Autg ,, (G)), vu sa définition.

5. Sous-groupes de type (R)

Nous nous intéressons spécialement aux groupes réductifs, mais certains des résul-
tats que nous allons établir sont valables plus généralement pour une classe de groupes
plus large : les groupes de type (RR).

5.1. Groupes de type (RR)

Définition 5.1.1. — Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes. On dit que G est
de type (RR) 8’il vérifie les conditions suivantes :

(i) G est lisse et de présentation finie sur S et & fibres connexes.
(ii) G possede localement pour la topologie (fpqc) des tores maximaux.

(iii) Pour tout s € S, tout tore maximal T de Gz et toute racine de Gz par rapport
a Ts (Exp. XIX 1.10), Zie(Gs)® est de rang 1 (comme espace vectoriel sur &(s)).

(iv) Pour tout s € S et tout tore maximal T de Gz, notons R I'ensemble des racines
de Gs par rapport & T et I'g(R) le sous-groupe de Homg_ g, (T, Gy, 5) engendré par R ;
alors le contenu (1) de toute racine a € R dans le groupe abélien libre T'o(R) (qui est
donc un entier > 0) est inversible sur S.

Rappel 5.1.1.1. — 29 Rappelons que si G est un groupe algébrique lisse et connexe sur
un corps algébriquement clos k, un sous-groupe de Cartan de G est le centralisateur
d’un tore maximal de G (XII 1.0), et un tel sous groupe est lisse et conneze : pour
ceci, ainsi que pour d’autres caractérisations des sous-groupes de Cartan, voir Bible,
§7.1, Th. 1 dans le cas G affine et Exp. XII Th. 6.6 dans le cas général). Si S est un
schéma arbitraire et G un S-groupe lisse de type fini, on appelle sous-groupe de Cartan
de G un sous-S-groupe lisse C de G tel que, pour tout s € S, Cz soit un sous-groupe
de Cartan de Gz (XII Déf. 3.1).

Remarque 5.1.2. — a) En vertu de Exp. XII 7.1 (ou I’hypothese G séparé est vérifiée
ici puisque G est & fibres connexes, cf. Exp. VIg 5.5), (i) et (ii) entrainent que G
possede localement pour la topologie étale des tores maximaux (resp. des sous-groupes
de Cartan), conjugués localement pour la topologie étale.
b) Les sous-groupes de Cartan de G sont & fibres connexes (Exp. XII 6.6).
¢) Si G est affine sur S, (i) et (ii) sont équivalents respectivement a
(i") G est lisse sur S et a fibres connexes.
(ii") Le rang réductif des fibres de G est localement constant (Exp. XII 1.7).

(19)N.D.E. : Le contenu de la racine a est le générateur positif de I'idéal {f(a), f € ['o(R)*} de Z;
c’est le plus grand entier ¢ > 0 tel que a/c € T'o(R).
(20N.D.E. : On a ajouté ce rappel.
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d) Par Exp. XII 8.8 (c) et (d), G posseéde un centre réductif Z et pour tout s € S
on a, avec les notations de (iv), V) Zs = Nacr Ker(a), dott

Homgz g ((T/Z)5,Gi,5) ~ To(R).

e) La condition (iv) est vérifiée en particulier dans les deux cas suivants :

(1) S est de caractéristique 0;
(2) toute racine est un élément indivisible du groupe engendré par les racines.

f) Le fait d’étre de type (RR) est stable par changement de base et est local pour
la topologie (fpqc).

Des remarques (c) et (e), il résulte aussitot la
Proposition 5.1.3. — Un groupe réductif est de type (RR).

Proposition 5.1.4. — Soient S un schéma, G un S-groupe de type (RR), Q un sous-
groupe central de G de présentation finie sur S tel que le quotient G/Q soit repré-
sentable (par exemple G affine sur S et Q de type multiplicatif (IX 2.3) ou bien S
artinien (VIp 3.3.2)) ; alors G/Q est un S-groupe de type (RR).

En effet G/Q est lisse sur S (Exp. VI 9.2), de présentation finie sur S (Exp. V
9.1) et a fibres connexes, donc la condition (i) est vérifiée. D’autre part, la condition
(ii) résulte de Exp. XII 7.6; il reste & vérifier les conditions (iii) et (iv).

Notons G’ = G/Q, soit u : G — G’ le morphisme canonique, T/ = u(T) le tore
maximal de G’ image de T (cf. Exp. XII 7.1 (e)) ; pour chaque o € R, notons encore
« le caractere de T’ défini par @ (on a QN T C (), g Ker(a) d’aprés 5.1.2 (d)).
Prouvons d’abord :

acR

Lemme 5.1.5. — Sous les conditions de 5.1.4, soit T = Dg(M) un tore mazimal tri-
vialisé de G, supposons que la décomposition de g = ZLie(G) sous Ad(T) soit de la
forme

o=@ J[e* . RcM-{0},
aEcR

ot pour tout s € S, g¥(s) # 0 pour a € R (donc g* est un Os-module inversible pour
tout « € R et R est l'ensemble des racines de Gz par rapport @ Tz pour tout s € S).

Alors Ualgébre de Lie g’ de G' se décompose sous AA(T’) de la maniére suivante :
g/ _ g/0 @ H g/a
a€R

et Lie(u) induit un isomorphisme de g* sur g’* .

(21)N.D.E. : L’original indiquait « sous les conditions de (iv) », mais la derniere condition de (iv) ne
semble pas utilisée ici.
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En effet, soit p = ZLie(u) : g — ¢’. On a aussitot p(g*) C g’“ pour tout o € R, et
p(g°) C ¢g’°. Comme
Ker(p) = Zie(Q) C Lie(Centry(T)) = g°,

p induit un monomorphisme de g* dans g’® , pour tout « € R.

Pour démontrer le lemme, il suffit de le faire lorsque S est le spectre d’un corps
algébriquement clos, et en vertu des remarques précédentes, il suffit alors de prouver
que rg(g’) = rg(g’’) + Card(R). Or posons C = Centr(T), ¢/ = Centrg, (T'); par
Exp. XII 7.1 (e), u induit un morphisme fidélement plat C — C’ de noyau Q. On a
donc

dim ¢’ 4 dim Q = dim C.
Mais G, G’, C et C’ sont lisses, donc
dim G = rg(g) = rg(g®) + Card(R) = dim C + Card(R)
= dim Q + dim C’ + Card(R) = dim Q + rg(g’°) + Card(R)
rg(g’) = dim G’ = dim G — dim Q
ce qui entraine
rg(g’) = rg(g”’) + Card(R),
c’est-a-dire la relation cherchée.

Revenons a la démonstration de 5.1.4; on peut supposer que S est le spectre d’un
corps algébriquement clos. Soit T un tore maximal de G; appliquant 5.1.5, on a
aussitot (iii) et (iv) pour G/Q.

Pour utiliser la proposition précédente, introduisons une définition :

Définition 5.1.6. — On dit que le S-schéma en groupes G est de type (RA), s’il est de
type (RR) et 8’il vérifie en outre la condition (iv’) (plus forte que (iv)) :

(iv') Pour tout s € S et tout tore maximal T de Gg, toute racine de Gz par rapport
a T a un contenu dans Homg g, (T, Gm,5) qui est inversible sur S.

Remarques 5.1.7. — a) Un S-groupe réductif adjoint est de type (RA).

b) Si S est de caractéristique 0, tout groupe de type (RR) est de type (RA).

¢) Le fait d’étre de type (RA) est stable par changement de base et est local pour
la topologie (fpqc).

La remarque (a) précédente se généralise par :

Proposition 5.1.8. — Soient S un schéma, G un S-groupe de type (RR), Z son centre
réductif, supposons le quotient G/Z représentable (par exemple G affine sur S, ou S
artinien) ; alors G/Z est de type (RA).

En effet, cela résulte aussitot de 5.1.4, 5.1.5 et 5.1.2 (d).

Remarque 5.1.9. — Si G est de type (RR) et si T est un tore maximal de G, on peut
appliquer Exp. XIX 6.3. En particulier W (T) est étale, quasi-fini et séparé sur S.
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5.2. Sous-groupes de type (R)
Définition 5.2.1. — Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes lisse de présenta-
tion finie & fibres connexes, (*2) H un sous- schéma en groupes de G. On dit que H
est de type (R) si:

(i) H est lisse, de présentation finie sur S et & fibres connexes. (22)

(ii) Pour tout s € S, Hg contient un sous-groupe de Cartan de Gs.
Cette notion est stable par changement de base et locale pour la topologie (fpqc).

Rappel 5.2.2. — (cf. Exp. XII 7.9) Sous les conditions précédentes :

a) H = Normg (H)°.

b) Si G contient localement pour la topologie étale des sous-groupes de Cartan
(resp. des tores maximaux), il en est de méme de H, et les sous-groupes de Cartan

(resp. les tores maximaux) de H sont des sous-groupes de Cartan (resp. des tores
maximaux) de G.

Exemples 5.2.3. — a) Sous-groupes de Borel : un sous-groupe de Borel de G est un
sous-groupe H de type (R) dont les fibres géométriques sont des sous-groupes de Borel
de celles de G. 33

b) Sous-groupes paraboliques : un sous-groupe parabolique de G est un sous-groupe
de type (R) dont les fibres géométriques contiennent des sous-groupes de Borel.

D’autres exemples sont donnés par les propositions suivantes.

Proposition 5.2.4. — Soit G comme dans 5.2.1, K C H deux sous-schémas en groupes
de G, H étant supposé de type (R). Alors K est un sous-groupe de type (R) de H si
et seulement si c’est un sous-groupe de type (R) de G.

(24) En effet, soit s € S. Comme H est de type (R), alors tout tore maximal de
Hz est un tore maximal de Gz, et donc il en est de méme pour les sous-groupes de
Cartan.

Proposition 5.2.5. — Soit G comme dans 5.2.1, T un tore mazimal de G, Q un sous-
tore de T, Z = Centro(Q). Si H est un sous-groupe de type (R) de G contenant T,
alors HNZ est un sous-groupe de type (R) de Z.

Rappelons d’abord que Z est un sous-schéma en groupes fermé de G, de présenta-
tion finie (Exp. XI 6.11), & fibres connexes (Exp. XII 6.6), lisse sur S (Exp. XI 2.4),
donc vérifie les conditions imposées dans la définition 5.2.1. De méme, H N Z est

(22)N.D.E. : L’hypothese que G (resp. H) soit de présentation finie sur S est automatiquement vérifiée
car G (resp. H) étant lisse sur S et & fibres connexes, il est quasi-compact et séparé sur S (VIg 5.5),
donc de présentation finie sur S.

(23)N.D.E. : Il revient au méme de dire que H est un sous-groupe lisse de G, dont chaque fibre
géométrique Hz est un sous-groupe de Borel de Gz (puisque tout sous-groupe de Borel de Gz est
connexe et contient un sous-groupe de Cartan de Gg).

(29N.D.E. : On a détaillé ce qui suit.
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de présentation finie, lisse et & fibres connexes (car HNZ = Centry(Q)); de plus
HNZ > Centrg(T).

Proposition 5.2.6. — Soient S un schéma, G un S-groupe de type (RR) (resp. (RA)), H
un sous-groupe de type (R) de G. Alors H est un S-groupe de type (RR) (resp. (RA)).

En effet (i) est clair, (ii) résulte de 5.2.2 (b), (iii) et (iv) (resp. (iv’)) sont & vérifier
lorsque S est le spectre d’'un corps algébriquement clos. Alors H contient un tore
maximal T de G (et donc aussi C = Centrg(T) (?%)) et les assertions & démontrer
résultent aussitot de :

Lemme 5.2.7. — Soient S un schéma, G un S-groupe de type (RR), T un tore maximal
de G muni d’une trivialisation T ~ Dg(M), supposons que
g=0"®[] ¢
a€R
(les g* étant alors des Os-modules inversibles).

Soit H un sous-groupe de type (R) contenant C = Centr(T) (i.e. contenant T).
Alors h = ZLie(H/S) est localement sur S de la forme

o+ J] o* =ow:
aeR/
de maniére précise, soit pour chaque s € S, R/'(s) = {a € R | g*(s) C h(s)}. Alors
R’(s) est une fonction localement constante de s; si U est un ouvert de S sur lequel
R'(s) =R/, on a
hu =av D H gv -

aER/

En effet, h est un sous-module de g, localement facteur direct, contenant g° et
stable par T.

5.3. Transporteur strict de deux sous-groupes de type (R). Applications

Rappel 5.3.0. — % Soient S un schéma, G un S-groupe lisse, g = Zie(G/S) et h un
sous-Os-module de g localement facteur direct. La Os-algebre &/ = Sym(wé /S) est
localement libre, donc le S-schéma Lie(G/S) = W(g) = Spec(&/) est essentiellement
libre au sens de Exp. VIII, 6.1. Comme W(h) est un sous-schéma fermé de Lie(G/S),
de présentation finie sur Lie(G/S), alors N = Normg(h) est représentable par un
sous-schéma en groupes fermé de G, de présentation finie sur G, d’apres Exp. VIII,
6.5 (a). (Voir aussi les ajouts 6.2.3 et 6.2.4 (a) dans Exp. VIg.) D’autre part, d’apres
Exp. I 5.3.1, on a Lie(N/S) = Normy,;e(g/s)(h)-

Enfin, d’apres Exp. VI 3.10, si N est lisse sur S aux points de la section unité, alors
le sous-foncteur en groupes N° (défini en VIg 3.1) est représenté par un sous-schéma
en groupes ouvert de N, lisse sur S.

(25)N.D.E. : Par hypothese, H contient Centr (T’) pour un certain tore maximal T’ de G ; alors T
et T/ sont conjugués dans H, donc H contient aussi C = Centr (T).
(26)N.D.E. : On a ajouté ce rappel, qui est utilisé dans la démonstration de 5.3.1 et 5.3.4.
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Proposition 5.3.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe de type (RA) (5.1.6), H un
sous-groupe de type (R) de G, g D b leurs algébres de Lie.

Alors Normg, (h) (qui est représentable par un sous-schéma fermé de G de présen-
tation finie sur S d’apres 5.3.0) est lisse sur S en tout point de la section unité et
lon a

Normg (h)° = H.

(27) Démonstration. Posons N = Normg(h) et n = Zie(N/S). On a H C N et,
d’apres Exp. II 5.3.1, on a pour tout s € S
b(s) C n(s) = Normg(s)(h(s)).
Or, d’apres 5.3.2 ci-dessous, on a h(s) = Normg(,) (h(s)), et comme H est lisse sur S,
on a dim,) h(s) = dimHy (cf. [DG70], §11.5, Th. 2.1). On obtient donc que
dim, 5y n(s) = dim,s) h(s) = dim Hy < dim Ny

d’ott N¥ = HY = H, (H étant & fibres connexes). Il en résulte que le sous-foncteur en
groupes N° (défini en Vg, 3.1) est représenté par le S-groupe lisse H. Ceci prouve
5.3.1, modulo le lemme suivant :

Lemme 5.3.2. — Sous les conditions de 5.2.7, si G est de type (RA), on a, pour tout
s €S,

Normg(s)(h(s)) = b(s)

En effet, on est ramené au cas ou S est le spectre d'un corps, donc ou b = gg/ pour
un certain R’ C R. Mais on a déja

Transp,(t, h) = b.
En effet, si He tet X € g*, on a [H,X] = @(H) X, oh @ : t — Oy est le morphisme
dérivé de a. Or la condition (iv’) dit justement que @ # 0 pour tout a € R.

Corollaire 5.3.3. — Soient S un schéma, G un S-groupe de type (RA), H et H' deux
sous-groupes de type (R) de G, b et by’ leurs algébres de Lie. Alors
H=H < h=p.
Corollaire 5.3.4. — Sous les conditions de 5.2.7, G étant de type (RA), les applications
Heo Zie(H/S), b Nomng(h)°

réalisent une correspondance bijective entre l’ensemble des sous-groupes de type (R)
de G contenant T, et ’ensemble des sous-algébres de Lie de g contenant g°, stables
par'T, et dont le normalisateur dans G est lisse sur S en tout point de la section unité.

(28) En effet, soit h une sous-algebre de Lie de g vérifiant les propriétés ci-dessus.
D’apres 5.3.0, H = Normg (h)° est un S-schéma en groupes lisse. De plus, comme
C = Centr, (T) stabilise chaque g* et est a fibres connexes (XII6.6), on a C C H. Donc

(2T)N.D.E. : On a détaillé loriginal dans ce qui suit.
(28)N.D.E. : On a ajouté la démonstration qui suit.

195



196

134 EXPOSE XXII. GROUPES REDUCTIFS : DEPLOIEMENTS, ETC.

H est un sous-groupe de G de type (R). D’apres Exp. 115.3.1, on a Lie(H) = Norm, (h).
Enfin, d’apres la démonstration de 5.3.2, on a Norm,(h) = b.

Corollaire 5.3.5. — Soient S un schéma, G un S-groupe de type (RR) (5.1.1.), T un
tore mazimal de G, H et H' deux sous-groupes de type (R) de G, contenant T. Alors

H=H <= hH=4.

En vertu des hypotheses de présentation finie, on se rameéne comme d’habitude
(cf. EGA TV3, §8 et Exp. VIg §10) au cas ol S est noethérien; il suffit alors de
vérifier que h = b’ implique Hys = Hg, pour tout S’ spectre d’un quotient artinien
d’un anneau local de S; (29) on est donc ramené au cas ot S est artinien et ot on peut
appliquer 5.1.8. Soient alors v : G — G’ = G/Z le morphisme canonique et T = T/Z
le tore maximal de G’ correspondant & T. En vertu de Exp. XII 7.12, il existe des
sous-groupes de type (R) Hy et H} de G/, contenant T’, tels que H = u~*(H;) et
H' = u~!(H}). 1l suffit de prouver que H; = H;. Mais par 5.2.7 et 5.1.5, on a

Zie(Hy) = Zie(H)),
et on est ramené a 5.3.3.
Remarque 5.3.6. — Le fait que H et H' contiennent le méme tore maximal est essentiel

pour la validité de 5.3.5 lorsque G n’est pas de type (RA). Exemple : tores maximaux
de SLg, 1, pour k de caractéristique 2. (30)

Corollaire 5.3.7. — Soient S un schéma, G un S-groupe de type (RR), T un tore
mazimal de G, H et H' deux sous-groupes de type (R) de G, contenant T. L’ensemble
U des s € S tels que Hy = H, est ouvert et fermé dans S et Hy = Hy;.

En effet, cela résulte aussitot de 5.3.5 et 5.2.7.

Corollaire 5.3.8. — Le « foncteur des sous-groupes de type (R) contenant T », ot T
est un tore maximal donné dans un groupe G de type (RR) est formellement non
ramifié (Exp. XI 1.1).

Théoréme 5.3.9. — Soient G un S-groupe de type (RR) (5.1.1), H et H' deux sous-
groupes de type (R) (5.2.1). Soit Transt(H,H') le transporteur strict de H dans H’
défini par

Transt (H,H)(S) = {g € G(S') | int(g)Hs, = Hg, }.
Alors Transt (H,H') est représentable par un sous-schéma fermé de G, qui est lisse
et de présentation finie sur S.

(29)N.D.E. : En effet, soient g € G, s son image dans S, m I"idéal maximal de 0q 4, n celui de Os ,
et I (resp. I’) le noyau du morphisme de 0g 4 vers O,y (resp. Oy g) (ce dernier étant ’anneau nul
si g € H, resp. g ¢ H'). Comme Og 4 est noethérien, I et I’ sont fermés pour la topologie m-adique,
donc a fortiori pour la topologie n-adique, donc il suffit de montrer que I+ n"0g 4 =1’ + n"0g 4
pour tout n € N.

(30)N.D.E. : En effet, si k est algébriquement clos, tous les tores maximaux de G = SLy j sont
conjugués sous G(k), et ont tous pour algebre de Lie la droite kid C Ma(k) (qui est invariante par
Paction adjointe).
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Le fait que Transtq (H, H') soit représentable par un sous-schéma fermé de G, de
présentation finie sur S résulte de Exp. XI 6.11 (a). Pour démontrer qu’il est lisse sur
S, il faut prouver que si S est affine et si Sp est le sous-schéma fermé défini par un idéal
nilpotent J, et si go € G(Sp) et int(go)Ho = Hy, il existe un g € G(S), se projetant sur
go et tel que int(g)H = H'. Comme la question de lissité est locale pour la topologie
étale, on peut supposer que H contient un tore maximal T de G.

Alors Ty est un tore maximal de Hy, donc int(gg)To un tore maximal de Hj,. Par
Exp. IX 3.6 bis, il existe un tore T’ de H' tel que T} = int(go) Ty ; par Exp. IX 3.3 bis,
il existe donc un g € G(S), se projetant sur go et tel que int(g)T = T’. Quitte a
remplacer H par int(g)H, on peut donc supposer que H et H' contiennent le méme
tore maximal T et que Hy = H{,. Mais alors H = H’ par 5.3.7. C.Q.F.D.

Corollaire 5.3.10. — Soient G un S-groupe de type (RR), H un sous-groupe de type
(R) de G. Alors Normg (H) est représentable par un sous-schéma en groupes fermé
de G, de présentation finie et lisse sur S.

Utilisant maintenant le raisonnement qui a servi, dans Exp. XI, a déduire 5.4 bis
de 5.2 bis, on obtient :

Corollaire 5.3.11. — Sous les hypotheses de 5.3.9, les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) H et H' sont conjugués localement dans G pour la topologie étale.

(i bis) idem pour la topologie (fpqc).

(ii) Pour tout s € S, Hz et HL sont conjugués par un élément de G(3).

(ii bis) Le morphisme structural Transte (H,H') — S est surjectif.

(iii) Transt(H,H') est un fibré principal homogéne sous laction du S-schéma en

groupes lisse et de présentation finie Normg (H).

Remarquons simplement que assertion non triviale (iii) = (i) est le lemme de
Hensel.

Utilisant maintenant Bible, §6.4, th.4 (= [ChO05], §6.5 th.5) et §9.3, th.1, on
obtient par 5.3.10 et 5.3.11 :

Corollaire 5.3.12. — Soient G un S-groupe de type (RR). Les sous-groupes de Borel
de G sont fermés dans G, leur propre normalisateur, et conjugués localement pour la
topologie étale.

Définition 5.3.13. — Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes lisse de présenta-
tion finie et & fibres connexes. (1) On appelle couple de Killing de G un couple T C B,
ou T est un tore maximal de G et B un sous-groupe de Borel de G contenant T.

Utilisant maintenant la conjugaison des tores maximaux dans B (cf. 5.1.2 (a) et
5.2.6, par exemple), on a :

Corollaire 5.3.14. — Soit G un S-groupe de type (RR). Les couples de Killing de G
sont conjugués localement pour la topologie étale.

(BUN.D.E. : cf. la N.D.E. (22).
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Corollaire 5.3.15. — Soit G un S-groupe de type (RR). Soit T un tore maximal de G,
Wa(T) = Normg (T)/ Centr (T) le groupe de Weyl correspondant (Exp. XIX 6.3).
Le « foncteur des groupes de Borel de G contenant T » est formellement principal
homogéne sous W (T).

Cela résulte aussitot de 5.3.14 et du fait que si B est un sous-groupe de Borel de
G contenant T, on a
Normg (T) B = Centr(T),

of. Exp. XIV 4.4.

Proposition 5.3.16. — Soient G un S-groupe de type (RR), H un sous-groupe de type
(R), N = Norm (H) son normalisateur (5.3.10). Soient T un tore mazimal de H,
Wu(T) et Wn(T) les groupes de Weyl correspondants (étales quasi-finis séparés par
Exp. XIX 6.3). On a la suite exacte de faisceauz (pour la topologie étale) suivante
(les morphismes sont induits par les morphismes Normy (T) — Normy(T) — N/H) :

1 — Wg(T) — Wx(T) — N/H — 1.

Le seul point non trivial est le fait que la derniere fleche soit un épimorphisme.
Soit donc n € N(S'), S — S. Les deux tores maximaux T et int(n)T de H sont conju-
gués dans H localement pour la topologie étale. Il existe donc une famille couvrante
{S, — S’} et pour chaque i un h; € H(S,) tel que int(h;)T = int(n)T. On a donc
nh; ! € Normy(T), ce qui entraine le résultat cherché.

Remarque 5.3.17. — On peut décrire Wx(T) de la maniére suivante : supposons-nous
ramenés & la situation de 5.2.7, avec h = grs. Alors Wx(T) égale Normy, (R’), le
faisceau des sections de W = W¢ (T) qui, opérant sur R, normalisent R’. En effet, par
5.3.5, on a

Normy (T) = Norm (H) N Norm (T) = Norm, (h) N Norme (T).

Corollaire 5.3.18. — Soient G un S-groupe de type (RR), H un sous-groupe de type
(R). Supposons « les groupes de Weyl de G finis », i.e. que pour tout S’ — S et
tout tore mazimal T de Gsr, le S'-schéma étale Normg,_, (T)/ Centrg_, (T) soit fini
(cf. Exp. XIX 6.3 (iii)). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) H est fermé dans G.
(ii) Normg (H)/H est représentable par un S-schéma fini étale.

(iii) « les groupes de Weyl de H sont finis ».

En effet, on peut supposer que H possede un tore maximal T. D’apres 5.3.10,
N = Normg (H) est fermé dans G, donc W(T) est fermé dans W (T) et donc fini
sur S. On a évidemment (i) = (iii), et on a (iii) = (ii) par la suite exacte de 5.3.16.
Enfin, on a (i) = (i) car si N/H est fini, il est séparé, donc H est fermé dans N donc
dans G.

Remarque 5.3.19. — Lorsque G est réductif, les conditions précédentes sur H semblent
toujours vérifiées. Nous les démontrons ci-dessous dans la plupart des cas.
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5.4. Sous-groupes de type (R) d’un groupe réductif déployé (généralités)

5.4.1. — Si H est un sous-groupe de type (R) du groupe réductif G, alors H contient
localement pour la topologie étale un tore maximal de G (5.2.2). Par 2.3, on peut,
localement pour la topologie étale, supposer G déployé par rapport a ce tore. Soit
donc (G, T, M, R) un S-groupe déployé, H un sous-groupe de type (R) de G contenant
T. Par 5.3.5 un tel sous-groupe est caractérisé par son algebre de Lie, laquelle (5.2.7)
est localement sur S de la forme gr- :

o =t@ ] o

acR/

Définition 5.4.2. — Soit (G, T,M,R) un S-groupe déployé. On dira que la partie R’
de R est de type (R) si grs est l'algebre de Lie d’un sous-groupe de type (R) de G
contenant T. Ce sous-groupe, uniquement déterminé par R/, est noté Hg:.

Lemme 5.4.3. — Sous les conditions précédentes, on a les équivalences suivantes :
HNZy,=T<=a¢R, —a¢R,
H>U,<=a€R,
HNU,=e<=a¢R/,
HDZy+=acR, —-acR.
En effet, H N Z, est un sous-groupe de type (R) de Z,, par 5.2.5; mais un sous-

groupe de type (R) de Z,, contenant T, est localement égal & I'un des sous-groupes
suivants : T, T -U,, T-U_g,, Za, par 5.3.5.

Lemme 5.4.4. — Sous les conditions de 5.4.2, soit Ry un systéme de racines positives ;
choisissons des ordres sur R’ "Ry et RN —Ry.. Le morphisme
QR+,R’: H Ua>S<T>S< H Ua—>G
a€R/N—-Ry a€R'NR4

induit par le produit dans G induit une immersion ouverte

Qr, rr — Hr/.

En effet, par 5.4.3, ce morphisme se factorise par Hgr/ et induit donc une immersion
Qr, r’ — Hg/. On raisonne alors comme dans 4.1.1.

Proposition 5.4.5. — Soit (G, T,M,R) un S-groupe déployé. Soient R’ et R” deux par-
ties de R, de type (R).
(i) Hr NHg est lisse en tout point de la section unité, R’ NR" est de type (R) et
lon a
(Hr NHg)? = Hrrarer
(ii) On a léquivalence

Hr C Hgr <= R C R".
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En effet, (ii) résulte aussitot de (i). Pour prouver (i), il suffit de prouver que
Hgr NHg~ est lisse en tout point de la section unité : sa composante neutre
(cf. Exp. VIg 3.10) sera alors un groupe de type (R) contenant T, donc égale a
Hg/ARr/ ; mais QR+,R’ N QR+,R” = QR_'_’R/OR” est un ouvert de Hgrs N Hr» contenant
la section unité et lisse sur S.

Corollaire 5.4.6. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, T un tore mazimal
de G, s un point de S. Si H et H' sont deux sous-groupes de type (R) de G contenant
T tels que Hy C H, il existe un ouvert U de S contenant s tel que Hy C Hy;.

s

On peut en effet supposer G déployé par rapport a T. L’assertion résulte alors
aussitot de 5.4.5 (ii).

On est conduit & se demander quelles sont les parties R’ de type (R) de R. On peut
supposer le groupe adjoint ; il faut alors vérifier que grs est une algebre de Lie et que
son normalisateur est lisse en tout point de la section unité. Le cas le plus important
est donné par le

Théoréme 5.4.7. — Toute partie close R’ de R est de type (R). (On rappelle, cf. Exp.
XXT 3.1.4, que R’ C R est dite close si o, € R, a4+ 8 € R entraine a + 8 € R’).

Remarque 5.4.8. — Nous verrons plus tard (Exp. XXIIT 6.6) que si 6-1g # 0 32) (par
exemple, si S possede une caractéristique résiduelle distincte de 2 et de 3), le fait que
gr soit une algebre de Lie entraine déja que R’ est close, donc R/ est de type (R) si
et seulement si elle est close. Le théoréeme 5.4.7 donne donc toutes les parties de type
(R) «indépendantes de la caractéristique ».

Démontrons d’abord :

Lemme 5.4.9. — Choisissons pour chaque a € R un X, € T'(S, g%)*. Soient o, 5 € R,
avec a+ (3 # 0 et soit q le plus grand entier i tel que a+1i 8 € R. Il existe des sections
Ma g, € I'(S, Os), uniquement déterminées, telles que

q
Ad(exp, (1Xa)) (Xp) = X5+ D Maygi 7' Xgpia,
i=1

pour tout © € G4(S'), " — S.

En effet, z +— Ad(exp, (7X4))(Xp) définit un morphisme G, s — W(g) ~ G}'g. 1l
existe donc des sections Y,, € I'(S, g), uniquement déterminées, telles que

Ad(exp, (2X4))(Xg) = Z z"Y,.
n=0
Faisant opérer ’automorphisme intérieur défini par une section ¢t de T, on trouve
aussitot
Ad(t)(Yn) = B(t) a(t)" Yy,

ce qui entraine Y,, € I'(S, g?*t"). Comme « et 3 ne sont pas proportionnelles, aucun
des B 4+ no n’est nul; on a donc Y, = 0 pour n > ¢, Y, = Mag.n Xg4na pour

(32)N.D.E. : En fait, il suffit (cf. loc. cit.) que 2 et 3 soient non nuls sur S.
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0 <n < g ot Mygn € Go(S) est uniquement déterminé. Faisant z = 0 dans la
formule obtenue, on trouve Yy = Xz, ce qui acheve la démonstration.

Remarque 5.4.10. — En dérivant pour = 0 la formule précédente, on trouve

Na,sXats, ol Naopsp=Myg1, sia+ B8R,

[XOuXﬁ] = {0 .
si a+ B ¢€R, a+ B #0.

Démontrons maintenant 5.4.7. Si R’ est une partie close de R, alors gr: est une
sous-algebre de Lie de g, par 5.4.10 et Exp. XX 2.10, formule (3). Par 5.4.9 et Exp. XX
2.10, formule (2), U, normalise grs pour chaque o € R’. Choisissons un systeéme de
racines positives R, et considérons 'ouvert O, de 4.1.2; soit Qr, g/ le sous-schéma
fermé de Qr, défini comme suit :

Or, r = II Ua]-T-| ] UVa

a€R'N—Ry a€R/NR

L’immersion canonique Qr, r — G se factorise par i : Qr, r# — Normg(gr).
Supposons G adjoint ; I'application tangente a ¢ en les points de la section unité
est bijective par 5.3.2; en particulier, le morphisme i est étale en tout point de la
section unité donc est une immersion locale 33) en tout point de la section unité,
donc Norm (gr/) est lisse en tout point de la section unité, ce qu’il fallait démontrer.

5.5. Sous-groupes de Borel d’un groupe réductif déployé

Proposition 5.5.1. — Soit (G, T,M,R) un S-groupe déployé. Pour tout systéme de ra-
cines positives Ry de R, Hr, (qui existe par 5.4.7) est un sous-groupe de Borel de G
et, pour tout ordre sur Ry, le morphisme induit par le produit dans G

T>S< H Uog — G

acR

est une immersion fermée d’image Hg,. On note Br, = Hg, .

Par définition des sous-groupes de Borel, la premiére assertion peut se vérifier en
remplacant S par le spectre d’un corps algébriquement clos. Soit alors B le sous-groupe
de Borel de G contenant T et correspondant au systéme de racines positives R (Bible,
§10.4, prop. 9); 'algebre de Lie de B est gr, ; on a donc B = Hg, par 5.3.5.

Démontrons la seconde assertion : le morphisme de 1’énoncé induit une immersion
ouverte i : T xs[,er, Ua — Hr, (5.4.4). Or i est surjectif (Bible, §15.1, cor. 1 & la

prop. 1).

(33)N.D.E. : D’apres EGA IVy, 17.11.2, i est étale en tout point de la section unité (et Normg, (gr/)
est lisse en tout point de la section unité). De plus, soit V le plus grand ouvert de QRJﬂR/ sur lequel
i est étale; comme 7 est un monomorphisme, iy est une immersion ouverte (ibid, 17.9.1).
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Corollaire 5.5.2. — Choisissons un ordre quelconque sur Ry et pour chaque o € Ry
un Xo € T'(S,g%)*. Soient o, 8 € Ry. Pour chaque couple (i,7) € N* x N* tel que
ta+ 708 € R, il existe une section unique

Cijap €L(S,05)

telle que, pour tous x,y € G4(S'), S — S, on ait
exp, (2Xa) expg(yXp) exp, (2Xa) 7! =

expp(Xs) [ ePiasss(Cijasa’ v’ Xiarsn)-
i,jEN
ia+jBER

Si a = (3, lassertion est triviale. Supposons donc a # (3; alors, en vertu de la

proposition, il existe des morphismes uniques
FO:G3’5—>T, FW:G3’5—>GQ’S (v € Ry)
tels que 'on ait
exp(2Xa) exp(yXp) exp(zXa) ™! = Fo(z,y) [] exp(Fy(z,y)X,).
vER4

Soit t € T(S'), S’ — S. Faisons agir int(¢) sur cette formule ; on a aussitot les relations
(1) FO(a(t) Lﬂ,ﬂ(t) y) :FO(x7y)7
(2) Fy(at)z, 6(t)y) = () Fy(2,y).
Comme « et [ sont deux caractéres linéairement indépendants (sur Q) de T,

on conclut comme d’habitude de la premiere relation que Fg est constant, donc
Fo(z,y) = e. Ecrivons ensuite

F (z,y) = Zaijxiyj, avec a;; € I'(S, Os).

Reportant dans la relation (2) et identifiant les polynémes des deux membres on
trouve

aij (a(t)'B(t)? —~(t)) = 0.
Siy#£ia+ ], on sait (Exp. XIX 4.13) qu'il existe un S’ — S fidelement plat quasi-
compact et un t € T(S’) tel que a(t)’B(¢)? —v(¢) = 1. On a donc a;; = 0 sur §’, donc
sur S. Si v =ia+ jB, on pose a;; = C; j o . Faisant x = 0 (resp. y = 0), on trouve
C()yl’oé’ﬁ =1 (resp. Cl,O,a,ﬁ = 0)

Remarque 5.5.3. — Dérivant pour y = 0 et comparant a 5.4.9, on trouve
Citap =Mag

Corollaire 5.5.4. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, T un tore mazimal
de G, o # 3 deuz racines de G par rapport a T telles que oo + (3 soit non trivial sur
chaque fibre. Ordonnons l'ensemble des ia + jfB (i,57 € N*) de maniére quelconque.
Pour tous i,j € N* tels que ia+j0 € R, il existe un unique morphisme de Os-modules

fopi: (8% ® (g7)% — g'ot7”
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tel que pour tout S — S et tous X € W(g*)(S'), Y € W(g®)(S') on ait (les exp au
second membre étant pris au sens de 1.2 ®Y) :

XD (X) exp(Y) exp, (~X) = exps (V) [] eXPiasss (faig (X @ Y9)).
(i,9)
L’assertion est locale pour (fpqc). D’apres le §2, on peut donc supposer G déployé
relativement a T, « et 3 constantes dans le déploiement. Comme a+ (3 # 0, il existe un

systéme de racines positives Ry contenant « et 5 (Exp. XXI 3.5.4) et on est ramené
2 5.5.2.

Corollaire 5.5.5. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif.

(i) G posséde localement des sous-groupes de Borel pour la topologie étale. Si T est
un tore mazimal de G, alors G posséde également localement pour la topologie étale
des sous-groupes de Borel contenant T.

(ii) Si T est un tore mazimal de G, le « foncteur des sous-groupes de Borel de G
contenant T » est représentable par un fibré principal homogéne sous W (T).

(iii) Si (G, T, M, R) est déployé, tout sous-groupe de Borel B de G contenant T est
localement sur S de la forme Br_, ot Ry est un systéme de racines positives de R.

(iv) Si T C B est un couple de Killing de G, il existe une famille couvrante 208
{S; — S} pour la topologie étale, et pour chaque i un déploiement (Gs,, Ts,, M;, R;)
et un systéme de racines positives Riy de R; tel que Bg, = Br,, .

En effet, (i) résulte de 2.3 et 5.5.1, (ii) de (i) et 5.3.15, (iii) de (ii) et de 5.5.1, (iv)
de (iii) et 2.3.

Lemme 5.5.6. — Choisissons sur le groupe T'g(R) engendré par les racines une struc-
ture de groupe totalement ordonné telle que les racines > 0 soient les éléments de
R, (cf. Exp. XXI 3.5.6) 3%). Soient ay < --- < an les éléments de R.. Considérons
l’isomorphisme
f:iTxUq x---xUqsy — Br,
S S S

induit par le produit dans G. Posons pouri=1,... N,
Usi = (Ua, %+ X Ua).
(i) Chaque Us; est un sous-groupe invariant de Br .
(ii) Pour1 < i < N —1, Us; s’identifie au produit semi-direct
Usi =Ug,, - Usitq.
(ili) Br, s’identifie au produit semi-direct

Br, =T Us;.

(BYN.D.E. : c.-a-d., si g?®T9P = 0 sur une composante connexe de S, Pexponentielle correspondante
vaut 1 sur cette composante.

(35)N.D.E. : Noter qu’un tel ordre est nécessairement compatible avec orda, oit A = .%(R4) (cf. XXI
3.2.15).
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(iv) Pourl < i < N—1, les automorphismes intérieurs de Usy opérent trivialement
dans Us;/Usit1 (qui s’identifie Uy, par (ii)).

Prouvons d’abord par récurrence sur i ’assertion suivante :
Us; est un sous-groupe invariant de Br_ , produit semi-direct de Uy, et de Uyjqq.

L’assertion est vraie pour ¢ = N ; supposons-la vraie pour i + 1 et prouvons-la pour <.
On a (comme schémas)
Usi = Uy, - Usigr;

il est d’abord clair que Uy, est stable par les automorphismes intérieurs de Br,, . C’est
clair pour int(t), t € T(S), il suffit de le vérifier pour int(z), x € Uy(S), a € R4. Or
Usy1 est supposé invariant, donc il suffit de voir que int(z)U,, C Us,. Par 5.5.2, si
y € Uy, (S'), on a y~toyz=t € Us,;41(Y), ce qui entraine int(x)(y) € Us,(S).

Prouvons maintenant que Us; est un sous-groupe de Bgr, . Si z,y € U;(S), on
peut écrire x = pz’, y = qy’, avec p,q € Uy, (S), et 2,y € Ux;+1(S). On a

zy =pr'qy = pa(q~'2'q)y’ € Uq, (S )Usit1(S);

de méme z7' = p~!(pz’~'p!) € Uy, (S)Usi41(S). Nous avons donc prouvé (i) et

(ii), ainsi que (iv) chemin faisant. Quant a (iii), ¢’est une conséquence triviale de 5.5.1.

Lemme 5.5.7. — Avec les notations précédentes, choisissons pour chaque 1 < i < N
un X; € I'(S,g*)* et considérons l'isomorphisme

a: GIL:{S — U
défini ensemblistement par
a(x1...,2N) = exp,, (£1X1) - - - exp, (2N XN).
1l existe une famille unique (Q;), i =1,...,N, de polynémes
Qi = Qi(w1,..., 2N, Y1, -, YN)
a coefficients dans I'(S, Os) telle que l'on ait ensemblistement

a(xl,. ..,xN)a(yl,...,yN) = a(Ql(ml,...,yN),...,QN(xl,...,yN)).

De plus, les Q; sont a coefficients dans le sous-anneau de I'(S, Os) engendré par les
Cijap de5.5.2 (a, 8 € Ry, 1,5 € N*) et chaque Q; est de la forme

Qi(x1, .. yyn) =2 +yi + Qi(T1, - T, Y1y Y1)

L’existence et 'unicité des Q; résultent aussitot du fait que a est un isomorphisme
de schémas. Notant z, 2/, 2" des sections de Us;11, on a

a(xy,...,xN) (Y1, ..., Yn) =

a(zy,...,2i-1,0,...0)exp(z;X;) 2 - a(y1, -, ¥i-1,0,...,0) exp(y; X;) 2’;
utilisant 5.5.6 (i) et (iv), le terme de droite s’écrit
a(ry, ..., 2-1,0,...,0)a(yr .-, ¥i-1,0,...,0) exp((z; + v:)X;)2";

ce qui donne, réutilisant 5.5.6,

Qi(w1,...,oN, Y1, YN) = @ + i + Q1. Tim 1, Y1, - Yim1)s
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avec

Q;(xla ey Li—15Y15 - - - 7yi—1) = Qi(xia cee 7Ii—1707' . '5073/17 ey Yi—1ye - 70)7
soit la forme précise demandée.

Démontrons enfin I'assertion sur les coefficients des polynémes Q;. Soit A le sous-
anneau de I'(S, Og) engendré par les C; j.o,5 (o, f € Ry, 1,75 € N*). Démontrons par
récurrence décroissante sur i quesiz; =---=x;_1 =0ety; =--- =y;_1 = 0, c’est-
a-dire si a(z1,...,2N) et a(y1,...,yn) sont des sections de U, alors les polynémes

Rj(miy .o, 2N, Yis - 9N) = Qw1+ -, 2N, Y1, -+, UN),

sont a coefficients dans A. C’est trivial pour ¢ = N et aussi pour j < i (car R; =0
pour j < 4). Soit ¢ < N, supposons ’assertion vérifiée pour i + 1 et prouvons-la pour
i (et j =>1).On a

a(0,...,0,z;,...,zNn) = exp(x;X;) a(0,...,0,241,...,2N) = exp(z;X;) Z;.
Ecrivons de méme
CL(O, e Yiy e ayN) = eXP(vav) T7
On a
a(0,..., 24 ...,oNn) a0, ..., yiy ..., yn) = exp((@; + y;)X;) int(exp(—y;X;))(Z;) - T;.
Or
int (exp(—9:X,)) (Ze) = int(exp(~4:Y)) (xp(isXisn) -+ explanX)

est un produit de N—i—1 sections de Uy;4; dont les coefficients dans la décomposition
Usit1 = Uqa,,, -+~ Uay sont des polynémes en y; et 41, ..., 2N a coefficients dans A
(par 5.5.2). Appliquant I’hypothése de récurrence, on en déduit que les coeflicients de

int(exp(—y:X;))(Z;) - T;
sont également des polyndmes a coefficients dans A, ce qui termine la démonstration.

Remarquons que la récurrence précédente donne aussitot une démonstration du

Lemme 5.5.8. — Avec les notations de 5.5.6, soit pour chaque i = 1,... N, un mor-
phisme de groupes
fi : qu, — H7
ou H est un S-foncteur en groupes. Pour que le morphisme
f:Us1y —H
défini par
f(exp(z1Xy) - exp(znXn)) = filexp(z1Xy)) -+ fu(exp(znXn))

soit un morphisme de groupes, il faut et il suffit que pour tout couple i < j, on ait
filexp(x;X;)) fi(exp(xiXi)) fj(exp(—;X;)) =
£ (exp(a;X;) exp(eiXi) exp(2,X;)).
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5.6. Sous-groupes de type (R) a fibres résolubles

Proposition 5.6.1. — Soient (G, T,M,R) un S-groupe déployé, R’ une partie de R de
type (R) (5.4.2), Hr/ le sous-groupe de G correspondant. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Hr' est a fibres géométriques résolubles.

(ii) Il existe un systéme de racines positives Ry tel que R" C Ry, donc Hrr C Bgr,
(cf. 5.4.5).

(iii) R N —R' = 2.
(iv) Pour tout ordre sur R/, le morphisme induit par le produit dans G
T x Ua Hy/
< 1 Vo —He
a€R/
est un isomorphisme.
(v) Hrr N Normg(T) = T.
(vi) Pour toute partie R” de R, de type (R), on a (cf. 5.4.5)
Hgr/ (\Normg (Hgr~) = Hr/are

Nous allons démontrer ces équivalences selon le schéma logique

(i) (ii) (vi)

(iv)

T~

(i) (v).

On a évidemment (ii) = (iii) et (vi) = (v) (prendre R” = @). Par 5.4.6, il suffit
de vérifier (i) = (ii) sur les fibres géométriques; or si S est le spectre d’un corps
algébriquement clos, Hgs est contenu dans un groupe de Borel contenant T, donc de
la forme Hg, (5.5.5 (iii)).

De méme (iii) = (i) se vérifie sur les fibres géométriques; supposons (iii) vérifié;
si Hgr, n’était pas résoluble, il existerait un sous-tore Q de T, de codimension 1 dans
T tel que Centry_, (Q) ne soit pas résoluble (Bible, §10.4, prop. 8); or Centry ,(Q) a
comme algebre de Lie gr, ol R” est 'ensemble des racines de R’ s’annulant sur Q,
donc R” = @ ou {a} (en vertu de (iii)) ; donc Centry_,(Q), qui est un sous-groupe
de type (R) de G, est T ou T - U,, donc résoluble contrairement & I’hypothése.

De méme (ii) = (iv) se vérifie sur les fibres géométriques (car il s’agit de S-schémas
plats et de présentation finie) ; par Bible, § 13.2, th. 1 d), le morphisme en question est
bijectif; il induit un isomorphisme sur les espaces tangents a l'origine, et on conclut
comme d’habitude (cf. 4.1.1).

On a (iv) = (v) par 4.2.7. Pour prouver (v) = (i), on est encore ramené au cas ol
S est le spectre d’un corps algébriquement clos et on conclut par Bible, §10.3, cor. a
la prop. 6 et §9.3, cor. 3 au th. 1.
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11 ne reste donc a prouver que assertion (ii) = (vi). On peut se ramener au cas
ou G est adjoint. On a alors, par 5.3.3
Normg (Hy) = Norme (grr) © Transp,, (6 grer). 9
Par 5.4.5, il suffit de prouver 214
(x) Hg/(S) N Transpg ) (t, gr7) € Hreare (S).
Démontrons d’abord un lemme.
Lemme 5.6.2. — Dans les notations de 5.5.7, soit
u=exp(x1Xy) - exp(xnXn)
ot z; € G4(8S). Soit m un entier, 1 < m < N, tel que x; =0 pour i < m.
a) SiH e T(S,t), la composante de Ad(u)H sur g&™ est
— 0 (H) ., X
b) SiY € I'(S,g~*m), la composante de Ad(u)Y sur t est (avec les notations de
Exp. XX 2.6)
T (X, YY H,,, -
Notons en effet u = g*m+1 + ... + g*N. En vertu de 5.4.9, on a
Ad(exp(z;X;))u C u, pour ¢ >m.
Par Exp. XX 2.10, on a
Ad(exp(z;X;)) H=H —a;(H) z; X; .
Cela donne aussitot, modulo u,
Ad(uw)H = Ad(exp(2mXm))H =H — @, (H) 2 X
ce qui entraine le premier résultat.
De méme, notons GV n = g 4. 4+ g™ et u; = exp(Tymi1Xma1) - - exp(znXn).
Pour ¢ > m, on a a; > «,, donc, d’apres 5.4.9, on a, modulo n,
Ad(u1)Y =Y d’ou Ad(u)Y = Ad(exp(xmXm))Y.
Appliquant Exp. XX 2.10, on obtient donc, modulo n,
Ad(w)Y =Y = 2, (Xon, Y) Hy,,
d’oti le second résultat.
Revenons & la démonstration de l'inclusion (x). Supposons qu'’il existe h € Hg/(S), 215
h & Hr/qr~(S), tel que
Ad(h)t C grr.
On peut écrire
h =texp(z1Xy) - exp(znXn).

(36)N.D.E. : L’inclusion suit de t C gg/.
(B37)N.D.E. : On a corrigé loriginal dans ce qui suit.
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Comme h € Hg/qr~ (S), il existe un plus petit m tel que
texp(z1Xy) - exp(Tm_1Xm_1) € Hriar(S) et am € R’ x,, #0.

Alors b/ = exp(x;,Xy,) - - -exp(anXy) vérifie aussi les conditions imposées & h ci-
dessus. Mais par 5.6.2, pour tout H € T'(S, t) la composante de Ad(h')H sur g*m est
—0m(X) Ty Xopp- En vertu de hypotheése sur h et sur m, on a donc @,,(H) = 0 pour
tout H € T'(S, t), ce qui est impossible (car G est supposé adjoint et @, est donc non
nul sur chaque fibre).

Remarque 5.6.2. bis. — Reprenons les notations de 5.6.2. Si Ad(u) est I'identité sur t
et sur g~*m, on a x,,, = 0. En effet, on a x,, @,, = 0 et x,,, Ho,, = 0; si ay, & 2M,
alors @, est non nul sur chaque fibre; si a,, € 2M, alors o, & 2M* et H,  est non
nul sur chaque fibre; dans chaque cas, cela entraine z,, = 0. Il en résulte que u = e
si Ad(u) opere trivialement sur g.

Remarque 5.6.3. — Si H est un sous-groupe de type (R) du groupe réductif G, a fibres
géométriques résolubles, alors H est fermé dans G et Norm (H)/H est représentable
par un S-schéma séparé fini étale.

Cela résulte de 5.3.18 et, au choix, 3.5 ou Exp. XIX 2.5 (ii).

Corollaire 5.6.4. — Soient (G, T, M, R) un groupe réductif déployé. SiR’ C R est close
et si R" N =R’ = &, alors R’ est contenu dans un systéme de racines positives.

En effet, R’ est de type (R) par 5.4.7, donc le résultat découle de 5.6.1.

Corollaire 5.6.5. — Sous les conditions de 5.6.1, le produit dans G induit un isomor-
phisme

I Vo = Uw,

aER/

ou Ugs est un sous-schéma en groupes fermé de G, lisse sur S, a fibres géométriques
connezes et unipotentes, indépendant du choiz de l'ordre sur R’. De plus, Hgr: est le
produit semi-direct T - Urs (Ur/ invariant).

En effet, si R C Ry, alors Hr: NUs; (notations de 5.5.6) est un sous-groupe fermé
de G de présentation finie, invariant dans Hg/. Par 5.6.1 (iv), on a Hgs = T - Ug/, ce
qui entraine les autres assertions.

Remarque 5.6.6. — En particulier, Ug, est le groupe Uy de 5.5.6.

Dégageons certains corollaires des résultats précédents concernant les groupes du
type Ur-.

Corollaire 5.6.7. — Soient (G, T, M, R) un groupe réductif déployé, R' et R"” deuz par-
ties de R de type (R), avec R’ N —R/ = @.
(i) On a
Ur/ (Normg (Hr~) = Urnre -
(ii) Supposons R’ clos. Si pour tous o € R/, § € R tels que « + 5 € R on a
a+ B € R/, alors Hr» normalise Ug;.
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En effet, (i) résulte aussitot de 5.6.5 et 5.6.1 (vi). Pour prouver (ii), il suffit, vu
5.4.4, de montrer que T et chaque Ug, 8 € R”, normalisent Ug;. (38) Pour T, c’est
trivial, pour Ug, cela résulte de 5.5.2 et Exp. XXI 3.1.2. (39)

Corollaire 5.6.8. — Soient (G, T,M,R) un S-groupe déployé, Ry un systéme de ra-
cines positives, a une racine simple de Ry (i.e. un élément de Ry tel que Ry — {a}
soit clos). Notons
Uz = Ur,—{a}-

Alors

(i) Ug est un sous-groupe invariant de Bg, .

(i) Ur, est le produit semi-direct de Ug par U,.

(iii) U_4 normalise Ug.

(iv) Zq normalise Ug.

Si on définit de méme U_g = Ugr__{_q) (00 R_=—-Ry), ona

Qr, =U_5-U_,-T-U,-Us.

En effet, (ii) découle de 5.6.5, et (i) de 5.6.7 (ii). De méme, (iii) résulte de 5.5.2 (en
effet, si § € Ry, 8 # «, aucune combinaison i(—a) + j3, avec i, j > 0 ne peut étre
négative car [ contient au moins une racine simple # «). Puis (iv) résulte de (i) et
(iii), car U_, - T - U, est schématiquement dense dans Z,. Enfin, la derniére assertion
découle de (ii) et de son analogue pour Ugr-.

Revenons a la situation générale.

Proposition 5.6.9. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, H un sous-groupe
de type (R), a fibres géométriques résolubles.

(i) Ds(H) = Homg ,, (H, G,y s) est représentable par un S-groupe constant tordu,
dont le type en s € S est 784 Gs) | Le morphisme de bidualité (Exp. VIII §1)

f :H— Ds(Ds(H))
est lisse et surjectif.

(ii) Le noyau H" de f est le plus grand sous-schéma en groupes invariant fermé
de H, lisse sur S, a fibres géométriques connexes et unipotentes. On dit que c’est la
partie unipotente de H et l’on note aussi H* = rad"(H).

(33)N.D.E. : En effet, G étant & fibres connexes, il est séparé sur S d’apres VIg 5.5, donc d’apres X1
6.11 (voir aussi 'ajout 6.5.5 dans VIg), Normg (Ug/) est représenté par un sous-schéma en groupes
fermé N de G. Si N contient T et les Ug, pour 8 € R”, il contient alors la grosse cellule QR%R// ;or
celle-ci est schématiquement dense dans Hg/» d’apres 5.4.4 et EGA IV3, 11.10.10 (les fibres de Hy
sont integres et QR_*_’RH contient un ouvert non vide de chaque fibre). Il en résulte que Hg»» C N,
donc Hg/ normalise Ug;.

(39N.D.E. : 1l s’agit de voir que, sous les hypothéses de (ii), si & € R’ et 8 € R”, alors toutes les
racines de la forme i + j3 avec i, j € N* appartiennent & R/, et pour ceci on a remplacé la référence
XXI 2.3.5 par XXI 3.1.2. Cela peut aussi se voir directement par inspection des systémes de racines
de rang 2.
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Alors H" est aussi le faisceau des commutateurs de H : tout morphisme de groupes
de H dans un S-préfaisceau en groupes commutatifs, séparé pour (fppf), s’annule sur
H" et se factorise donc par H/H* = Dg(Dg(H)).

(iii) Si T est un tore mazimal de H, le morphisme T — H induit des isomorphismes
Ds(H) = Dg(T) et T == Dg(Ds(H)). De plus, H s’identifie au produit semi-direct
de H" par T.

(iv) Dans la situation de 5.6.1, si H = Hg/, alors H* = Up-.

Les assertions de la proposition sont locales pour la topologie étale (Exp. X 5.5).
On peut donc se ramener au cas de 5.6.1. On sait alors (5.6.5) que Hg est le produit
semi-direct de Ug: par T. Montrons que Ugrs est le faisceau des commutateurs de
Hg/ : comme Hg//Ug = T est commutatif, il suffit de prouver que tout morphisme
de groupes ¢ : Hrs — V comme dans (ii) s’annule sur Ug/. Il suffit de prouver que ¢
s’annule sur chaque U,, « € R". Orsit € T(S'), X € W(g*)(S'), on a

1= o(texp,(X) ¢ exp, (—X)) = ¢ exp,((a(t) — 1)X)).
Comme « : T — G,,,s est fidelement plat, on en déduit aussitéot que ¢ s’annule sur
UX; mais toute section de U, est localement somme de deux sections de UZX. On a
donc
Homg ,, (H,V) = Homg ., (H/Ur/, V)

pour tout V comme ci-dessus. Appliquant ce résultat & V = G,, s, on en déduit
aussitot (i) et (iii), puis (iv) et la seconde assertion de (ii). Il nous suffit maintenant
de prouver la premiere assertion de (ii) ; le seul fait non trivial est que tout sous-groupe
U fermé invariant de H, lisse sur S a fibres géométriques connexes et unipotentes est
un sous-groupe de H*. Or on a d’abord :

Lemme 5.6.10. — Soit G un S-groupe réductif, T un tore maximal, U un sous-schéma
en groupes de G, lisse sur S, a fibres géométriques unipotentes, normalisé par T. Alors
UNT=e.

En effet, comme T = Centrq(T), on a UNT = U (invariants sous int(T)).
Appliquant Exp. XIX 1.4, on en déduit que UN T est lisse sur S, mais il est aussi
radiciel sur S : pour tout s € S, U(5) NT(3) est formé d’éléments a la fois unipotents
et semi-simples. Ceci prouve le lemme.

Revenons & la démonstration de 5.6.9 (ii). Si U est un sous-groupe invariant de
H comme plus haut, alors le produit semi-direct T - U est un sous-groupe de type
(R) de G, a fibres géométriques résolubles. On peut donc le supposer de la forme
Hg, avec R” C R’. 1l suffit de prouver U = Ugr~ et on est donc ramené au cas ot
H =T U; mais le quotient H/U étant commutatif, U est un sous-faisceau du faisceau
des commutateurs de H, qui est H". C.Q.F.D.

Remarquons que nous venons en fait de prouver :
Proposition 5.6.11. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, T un tore mazimal

de G. Les applications
H— H", U—T-U
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sont des bijections inverses l'une de ’autre entre ’ensemble des sous-groupes H de
type (R) de G, contenant T et & fibres géométriques résolubles, et l’ensemble des
sous-groupes U de G, lisses sur S, normalisés par T, a fibres géométriques connexes
et unipotentes. (40)

En particulier, lorsque (G, T,M,R) est déployé, les groupes Hgr, et Ur/ se corres-
pondent.

Corollaire 5.6.12. — Soient S un schéma, (G, T,M,R) un S-groupe déployé (resp. et
Ry un systéme de racines positives de R définissant le sous-groupe de Borel B).

Tout sous-schéma en groupes lisse de G, a fibres géométriques connezes et unipo-
tentes (resp. tout sous-schéma en groupes lisse de B*) normalisé par T est localement
sur S de la forme Ug/, ot R’ est une partie de R contenue dans un systéme de racines
positives (resp. une partie de Ry) de type (R).

Pour le cas « respé », il suffit de remarquer que les fibres géométriques du groupe
donné sont unipotentes et connexes par Bible, §13.2, th. 1 (d).

La proposition 5.6.9 a d’autre part le corollaire suivant :

Corollaire 5.6.13. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, H un sous-groupe
de type (R) a fibres géométriques résolubles, Tor(H) le foncteur des tores maximauz
de H:

Tor(H)(S') = {tores marimaux de Hg' }.

Alors Tor(H) est représentable par un S-schéma affine et lisse, qui est un fibré prin-
cipal homogéne sous H* pour la loi (h, T) — int(h)T. (41

En effet, si T et T/ sont deux tores maximaux de Hg/, il existe une unique section
h € H*(S') telle que int(h)T = T. L’unicité de h résulte aussitdt de I’égalité

Norm(T)NH" =e

(cf. par exemple 5.6.1) ; il suffit donc de prouver l'existence de h localement pour la
topologie étale. D’apres 5.2.6 et 5.1.2(a), on peut supposer T et T’ conjugués par
une section de H, d’ou la conclusion désirée puisque H = H* - T d’apres 5.6.9 (iii). Il
s’ensuit que Tor(H) est un faisceau principal homogene sous H*, qui est affine et lisse
sur S, ce qui entraine aussitét ’énoncé (42,

5.7. Théoréme de Bruhat

Rappel 5.7.1. — Soient k un corps algébriquement clos, G un k-groupe réductif, B un
sous-groupe de Borel de G, T un tore maximal de B, N = Norm(T). Alors

G(k) = B(k) N(k) B(k);

(4ON.D.E. : On a supprimé I’hypothese que U soit fermé, qui est automatiquement vérifiée. En effet,
pour un tel U, on a UNT = e d’apres 5.6.10, donc le produit semi-direct H = T- U est un sous-groupe
de type (R) de G (cf. 5.2.1), a fibres géométriques résolubles. Donc, d’apres 5.6.3, H est fermé dans
G, et comme U est fermé dans H, il est fermé dans G.

(41)N.D.E. : Ceci redémontre et précise XIT 1.10 (pour G réductif).

(42)N.D.E. : d’aprés SGA 1, VIII 2.1 et EGA 1Vy, 17.7.1.
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c’est le théoreme de Bruhat (Bible, §13.4, cor. 1 au th. 3); plus précisément, avec les
notations de 3.6, les ensembles

B(F) Ny (k) B(k) = B* (k) Ny (k)
(k

(
forment, lorsque w parcourt (N/T)(k) une partition de G(k). Si B est un autre sous-
groupe de Borel de G contenant T, les ensembles B’ (k) N,, (k) B(k) forment aussi une
partition de G(k). En effet, si y € N(k) est tel que int(y)B = B’, on a

yB(k) Ny (k) B(k) = B'(k) Ny, (k) B(k).

B (k)

Définition 5.7.2. — Soient (G, T, M, R) un S-groupe déployé, R_ un systeéme de racines
positives de R, B’ = Bgr_ le groupe de Borel qu’il définit. Pour w € W, on note
(cf. 5.6.5) :

RY = R_ Nw(R_), By =Upw = [] Ua
aceRY

Si ny € Norm (T)(S) est un représentant de w (3.8), on peut aussi écrire
Bl = B™ N int(n, )B"™.
Lemme 5.7.3. — Soient (G, T,M,R) un S-groupe déployé, Ry un systéme de racines
positives de R, R_ = =Ry, B (resp. B’) le sous-groupe de Borel de G défini par Ry

(resp. R_). Soient w € W, N,, et B/¥ les sous-schémas de G correspondants (3.8 et
5.7.2).

(i) Le faisceau B’ - Ny, - B, image du morphisme
B'xN, xB— G
S s

induit par le produit dans G, est représentable par un sous-schéma de G (et en fait
un sous-schéma fermé de 'ouvert n, Qg ).

(ii) Le morphisme
B¥ x N, x B* — G,
S S

induit par le produit dans G, est une immersion d’image le sous-schéma précédent.

Montrons d’abord que le morphisme de (ii) est une immersion. Par définition,
int(n,,)~! induit une immersion fermée de B/* dans B'“, donc le morphisme

(t,b) — Ny uny b
induit une immersion fermée
B >S< B— Qr,.
Cela entraine immédiatement que le morphisme de (ii) induit une immersion fermée
du premier membre dans I'ouvert n,, Qg . Pour prouver (i), il suffit de voir que
B'(S) N (S) B(S) = B (S) Nu(S) B“(S).
Or, si & € R, on a int(ny,)Ua(S) = Uyy(a)(S), done si w™(a) € Ry,
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Ua(S)Nw (S)B(S) = Ua(S)nu T(S)B*(S)
= Ny Uwfl(a) (S)T(S)Bu(s)
— nwB(S) = Nu(S)BY(S).

Cela entraine aussitot, vu la définition de RY, I'assertion cherchée.

Théoréme 5.7.4. — Soient S un schéma, (G, T,M,R) un S-groupe déployé, B le sous-
groupe de Borel défini par le systéme de racines positives Ry, B’ le sous-groupe de

Borel défini par R_ = —R,..

(i) (Théoreme de Bruhat) Les schémas BLY - Ny, - B forment, pour w parcourant W,
une partition de l’ensemble sous-jacent a G.

(ii) Pour chaque w € W, soit n,, un représentant de w dans Normq(T)(S) (3.8) ;
alors les ouverts n, Q = n,, B T-BY* forment, pour w parcourant W, un recouvrement
de G.

Les deux assertions se vérifient en effet sur les fibres géométriques, ou on conclut

par 5.7.1 et 5.7.3.

Remarque 5.7.5. — (i) entraine que si S est le spectre d’un corps, G(S) est la réunion
disjointe des BJ%(S) - T(S) - B%(S). L’assertion correspondante pour un S quelconque
(méme local ou artinien) est évidemment fausse. Remarquons cependant que (ii) en-
traine que si S est local, G(S) est bien la réunion des n,, Q(S). En fait :

Corollaire 5.7.6. — Soit A un systeme de racines simples du groupe déployé G sur le
schéma local S.

(i) Alors G(S) est engendré par T(S) et les Ua(S), o € AU —A.

(ii) Si G est simplement connexe(4.3.3), G(S) est déja engendré par les Uy(S),
o€ AU-A.

En effet, soit H le sous-groupe de G(S) engendré par les Uy(S), a € AU —A.
Remarquons d’abord que H contient un représentant de chaque s, (o € A) dans
Norm (T)(S) (Exp. XX 3.1), donc un représentant n,, de chaque w € W.

Comme tout a € R s’écrit w(ag) avec w € W, ag € A, on a

Ua(S) = int(14)Uay (S) € H.

Le sous-groupe engendré par H et T(S) contient donc Q(S) et est donc G(S) tout
entier, par la remarque faite antérieurement.

Si maintenant G est simplement connexe, prouvons que H O T(S). Par Exp. XX
2.7, H contient o*(G,,,(S)) pour tout a € A, et il suffit d’appliquer 4.3.8.

Remarque 5.7.6.1. — Au lieu de prendre, pour chaque o € A, U, (S) et U_,(S), on
peut se contenter de prendre U, (S) et un représentant w, de la symétrie s, ou bien
Ua(S) et une section de U* , .. ..

Corollaire 5.7.7. — Si G est de rang semi-simple 1, choisissons un u, € UX(S). Alors
Q et ug Q2 forment un recovvrement de G.
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En effet, si u_, est la section de U_,, appariée & u, (cf. 1.3), on a, par 5.7.4 (ii),

G=Q Uu:iuau:}xﬁ,
d’ou
G=u_,G= u_aQUuau::;Q = QUu, .
Corollaire 5.7.8. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif. Alors G est essen-

tiellement libre sur S (Exp. VIII 6.1). (43)

En effet, 'assertion est locale pour la topologie (fpqc), on peut supposer G déployé.
Alors G admet un recouvrement par des ouverts isomorphes & GY s Xs G, g, donc
essentiellement libres.

m, S’

Lemme 5.7.9. — Sous les conditions de 5.7.4, soit o une racine simple de Ry et u, €
UX(S). Pour tout v € U_,(S), on a

Q- vCQUu, -

On a a comparer deux ouverts de G, il suffit de le faire lorsque S est le spectre d’un
corps k. Il faut donc prouver
Q(k)v C Q(k) Uug QE).
Or
Q(k)v = B™(k)T(k)B*(k)v = U_z(k)U_o(k)T(k)Uq(k)Ug(k)v
CU_g(k)Za(k)Ug(k)v.

(On utilise la décomposition de 5.6.8). Appliquant maintenant 5.6.8 (iii) et utilisant
5.7.7 pour le groupe Z,, on obtient

Q(k)v C U_g(k)Zo(k)vUgz(k) C U_z(k)Za(k)Us(k)
C U a(k)U—a(R)T(F)Ua(k)Ua(k) JU-a(k)uaU-a(k)T(k)Ua(k)Ua(k).
Utilisant de nouveau 5.6.8 (iii) (pour R_ au lieu de R ), on obtient le résultat.

Proposition 5.7.10. — Sous les conditions de 5.7.4, choisissons pour chaque racine
simple o un uq, € UX(S). Soit Uy le sous-monoide de B*(S) engendré par les u,. Les
ouverts uf), pour u € Uy, forment un recouvrement de G.

Encore une fois, on peut supposer que S est le spectre d’un corps k; en vertu de
5.7.6, il suffit de prouver que (J, oy, u€2(k) est stable par multiplication & droite par
T(k), Un(k), U_a(k) (pour « simple). Dans les deux premiers cas, c’est trivial. Dans
le dernier, cela résulte du lemme.

(43)N.D.E. : Voir aussi les ajouts faits dans VIg, 6.2.1 4 6.2.6 et 6.5.2 & 6.5.5.



5. SOUS-GROUPES DE TYPE (R) 153

Remarque 5.7.11. — Signalons un cas particulier de 5.7.2. Si w = s, est la symétrie
par rapport a la racine simple «, alors

R_Nsa(R_)=R_—{—a}
(Exp. XXI 3.3.1), et, dans les notations de 5.6.8, on a donc
BY =U_gz.

Remarque 5.7.12. — FEn fait, la démonstration de 5.7.10 donne aussitot 1’énoncé sui-
vant : sous les conditions de 5.7.10, soit I' un sous-monoide de G(S); pour que les
ouverts g2 (g € I') forment un recouvrement de G, il faut et il suffit que pour tout
s € S et toute racine simple «, on ait

(ua)sB™(5) C T -B™(3) - T(5) - B“(3).

Remarque 5.7.13. — Par 5.5.5 (iii), raisonnant comme dans 5.7.1, on obtient aussitot

la variante suivante de 5.7.4 : soient (G, T,M,R) un S-groupe déployé, B et B’ deux
sous-groupes de Borel de G contenant T ; pour tout w € W, le faisceau B’ - N, - B est
représentable par un sous-schéma de G ; ces sous-schémas forment, pour w € W, une 227
partition de ’ensemble sous-jacent & G. On peut aussi donner ’analogue de 5.7.3 (ii) :

il faut poser

BY = B™(int(n,)B",
ou B est le sous-groupe de Borel « opposé » & B relativement & T (cf. 5.9.2).

Proposition 5.7.14. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, et
Ad: G — GLg,(g)

sa représentation adjointe. Alors Ker(Ad) = Centr(G), (en d’autres termes, I’homo-
morphisme canonique déduit de Ad par passage au quotient :

Ad: G/Centr(G) = ad(G) — GLg4(g)

est un monomorphisme. (44)

On peut supposer G déployé. Choisissons sur I'o(R) une structure d’ordre total
compatible avec la structure de groupe et soit R4 l’ensemble des racines positives.
En vertu de 5.7.4 (ii) et de 4.1.6, il suffit de prouver que si n,, est un représentant
de 'élément w de W, si u € U(S), ¢ € T(S), v € U™ (S), et si Ad(n,vtu) = id, alors
w=e,v=e,u=-e Pour chaque m € RU {0}, posons

g>m: H gn, g<m — H gn

n>m n<m

Soit X € T'(S, g™) ; écrivons Ad(tu)X = Ad(v~tn 1)X. Or

Ad(t) Ad(w)X — m(H)X € I(S, g™™),
Ad(v™'n )X — Ad(ny )X € T(S, g<v (),

(44)N.D.E. : C’est méme une immersion fermée, d’aprés Exp. XVI 1.5 (a).
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Si w # e, il existe un @ € R tel que w™(a) < a, et faisant m = «a, on en tire une
contradiction car

Ad(tu)X c F(S,ga + g>a) ml—\(&gw*l(a) + g<w71(a)) =0.
On a donc w = e, et on peut choisir n,, = e; on a alors
Ad(v ™ HX =X eT(S,g=™ N (g™ +g"™)) =0,

d’ott Ad(v)X = X pour tout X € I'(S,g™), donc Ad(v) = id. De méme Ad(u) = id.
On conclut alors par 5.6.2 bis.

5.8. Schémas associés a un groupe réductif

Théoréme 5.8.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif. Soit F le foncteur
des sous-groupes de type (R) de G : pour tout " — S, H(S') est 'ensemble des sous-
groupes de type (R) de Gg (cf. 5.2.1). Alors S est représentable par un S-schéma
quasi-projectif, de présentation finie sur S.

(45) Soient G’ = G/ Centr(G) le groupe adjoint de G (4.3.6) et u le morphisme
G — G'. D’apres Exp. XII 7.12, 'application H' +— u~!(H) établit une bijection entre
I’ensemble des sous-groupes de type (R) de G’ et de G (et ceci reste valable apres
tout changement de base). Donc, remplagant G par G’, on peut supposer que G est
adjoint. Considérons alors le morphisme

u: H — Grass(g)

qui associe & chaque sous-groupe de type (R) son algeébre de Lie (qui est un sous-
module localement facteur direct de g. (46)). Alors u est un monomorphisme par 5.3.3.
Il suffit de prouver qu’il est représentable par une immersion de présentation finie,
autrement dit de prouver 'assertion suivante : pour tout S; — S, étant donné un
sous-module localement facteur direct ) de gs,, les " — S; tels que hg soit lalgebre
de Lie d’un sous-groupe de type (R) de Gg/ sont exactement ceux qui se factorisent
par un certain sous-schéma ¥ de présentation finie de S;. Remplacant S; par S,
on se rameéne a S; = S, et I'on peut de plus supposer S affine; alors il existe un
schéma affine noethérien Sy tel que G (resp. h) provienne par changement de base
d’un Sp-groupe réductif adjoint Go (resp. un sous-module localement facteur direct
ho de go = Zie(Gp/Sp). 1l suffit de montrer qu’il existe un sous-schéma ¥y de Sg
ayant les propriétés requises (car alors on aura ¥ = ¥ xg, S). Remplacant S par So,
on peut donc supposer S affine et noethérien (noter qu’alors tout sous-schéma de S
est de présentation finie sur S). Enfin, remplacant S par un ouvert suffisamment petit,
on peut supposer que g est libre de rang n et que h est un facteur direct, libre de rang
T.

On doit d’abord écrire que hg est une sous-algebre de Lie de gg/, i.e. que le mor-
phisme induit par le crochet de Lie :

6: hoh—g

(45)N.D.E. : On a détaillé loriginal dans ce qui suit.
(46)N.D.E. : cf. Exp. II 4.11.8.
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se factorise par . Si (eq, ..., e,) est une base de g telle que (ey,...,e;) soit une base
de b, alors ¢ est donné par des sections aZj de Os (ot i,j=1,...,ret k=1,...,n),
et la condition précédente équivaut & dire que S’ — S se factorise par le sous-schéma
fermé de S défini par les équations azj =0pourk=r+1,...,neti,j=1,...,r.

Remplagons S par ce sous-schéma fermé.

Alors, d’apres 5.3.0, N = Norm, (h) est un sous-schéma en groupes fermé de G, de
présentation finie sur G. On doit maintenant écrire (cf. 5.3.1) que Ng/ est lisse en tout
point de la section unité, de dimension relative r = rang(h), et que U'inclusion de hg
dans Zie(Ng//S’) est une égalité.

(47) Comme N est affine sur S (étant fermé dans G), la section unité ¢ : S — N est
une immersion fermée, donc (S) est défini par un idéal quasi-cohérent # de o/ (N).
Notons que ng/x = _#/_#? s'identifie & 5*(911\1/8), donc sa formation commute & tout
changement de base S’ — S. D’apres I’équivalence (¢’) < (a) dans EGA 1Vy, 17.12.1
(appliqué & f : N — S et j =¢), Ng — § est lisse, de dimension relative r, en tout
point de £(S’) si et seulement si ng//nv = ng/n ®eg Os est localement libre de rang
r et le morphisme ¢,(S") : Sym"(ng//n/) — I8 FET est un isomorphisme pour
tout n > 1. Notons K, (S") = Ker ¢, (S’). D’apres TDTE I, Lemme 3.6, ng/n ®oy
Os est localement libre de rang r si et seulement si S’ — S se factorise par un
certain sous-schéma Z de S. Remplacant S par Z, on peut donc supposer que ng/n =
7| 7?2 est localement libre de rang r. Alors, pour tout ' — S, on a (_#?/_#3) Qe
Oy = #2/ 73 et donc Ka(S') = Kao(S) ®gs Os. 11 en résulte que ¢2(S’) est un
isomorphisme si et seulement si S’ — S se factorise par le sous-schéma fermé S, de
S défini I'idéal engendré par I'image de Symz(nS/N)* ® K2(S) dans Os. Alors, au-
dessus de So, #2/_#3 est isomorphe & Sym?(ng /~) donc localement libre, et le méme
argument montre que ¢3(S’) est un isomorphisme si et seulement si S’ — S se factorise
par un certain sous-schéma fermé Sz de S, etc. On obtient ainsi que Ng» — S’ est lisse,
de dimension relative r, en tout point de £(S’) si et seulement si S — S se factorise par
le sous-schéma fermé Z intersection des S,,. Mais alors, pour tout S’ — Z, Zie(Ng//S’)
est localement un facteur direct de rang r de gs/, et donc I'inclusion hs: C Zie(Ng/ /S’)
est une égalité. On pose alors H = NO°.

Remplagant S par Z, il ne nous reste plus qu’a exprimer que Hy/ est de méme rang
réductif que G, en tout point s’ € S/, ou, ce qui revient au méme, que H, est de
méme rang réductif que Gy en tout point s de I'image (ensembliste) de S’ dans S. Or
cette condition définit un sous-ensemble ouvert de S (Exp. XIX 6.2).

Remarque. — En général, le schéma 5 n’est pas lisse sur S. Il l'est cependant si 6
est inversible sur S, ou 8’il existe un nombre premier p tel que p-1g = 0 (i.e. si S est
de caractéristique p > 0).

(47)N.D.E. : L’original indiquait ensuite que, notant ny /g l'image réciproque du faisceau conormal
Ny/c par la section unité S — N, la condition que NNy, /Ger wéS//S’ soit universellement injectif
équivaut au fait que S’ — S se factorise par un certain sous-schéma ouvert de S. Nous n’avons pas
réussi a justifier ce point, en raison du fait que la formation de .#yy,g ne commute pas au changement
de base, et nous avons remplacé cet argument par celui qui suit, indiqué par O. Gabber.
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Corollaire 5.8.2. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, H un sous-groupe
de type (R) de G. (On rappelle (5.3.10), que Normg(H) est représentable par un
sous-schéma en groupes fermé de G, lisse sur S).

Alors le faisceau quotient G/ Norme (H) est représentable par un S-schéma quasi-
projectif, lisse et de présentation finie sur S (qui est en fait un ouvert de ).

En effet, considérons le morphisme
f:G— 7,
défini ensemblistement par f(g) = int(g)H. En vertu de 5.3.9, ce morphisme est lisse
et de présentation finie, donc ouvert. Soit V = f(G) muni de sa structure de sous-

schéma ouvert de .#. Le morphisme f : G — V est couvrant et de noyau Norm, (H)
ce qui prouve que G/ Normg (H) est représentable par V (cf. Exp. IV 4.6.5).

Corollaire 5.8.3. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif. Considérons les fonc-
teurs Tor(G), Bor(G), Kil(G) définis par
Tor(G)(S") = {tores maximaux de Gg'},
Bor(G)(S’) = {sous-groupes de Borel de Gg'},
Kil(G)(S") = {couples de Killing de Gg/ (cf. 5.3.13)}.
(i) Tor(G), Bor(G), Kil(G) sont représentables par des S-schémas lisses et de pré-

sentation finie, a fibres géométriques integres, et respectivement affine, projectif, affine
sur S.

(ii) Le morphisme canonique Kil(G) — Tor(G) (resp. Kil(G) — Bor(G)) est étale
fini surjectif (resp. affine lisse surjectif).

(iii) Soit T un tore mazimal de G (resp. B un sous-groupe de Borel de G, resp.
B D T un couple de Killing de G). Le morphisme

G — Tor(G), resp. G — Bor(G), resp. G — Kil(G)
défini par
g — int(g)T, resp. ¢ — int(g)B, resp. g — (int(g)B,int(g)T)

induit un isomorphisme
G/ Normg, (T) — Tor(G), resp. G/B — Bor(G), resp. G/T > Kil(G).

On voit d’abord que (iii) résulte du théoréme de conjugaison des tores maximaux
(resp. sous-groupes de Borel, resp. couples de Killing) et du fait que

Norm (B) = B, Normg (B) N Norm(T) =T,

tous résultats établis précédemment (5.1.2, 5.3.12, 5.3.14, 5.6.1).

Il s’ensuit d’abord que les morphismes canoniques

Tor(G) — 7,  Bor(G) —

sont représentables, localement pour la topologie étale, par des immersions ouvertes
(5.8.2 et 5.1.2 resp. 5.5.5), donc par descente que Tor(G) et Bor(G) sont représentables
par des ouverts de . De méme Kil(G) est localement (pour la topologie étale)
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représentable par un schéma affine sur la base (Exp. IX 2.3), donc représentable par
un S-schéma affine, par descente des schémas affines. (48)

Les assertions de (ii) résultent aussitét de 5.5.5 (ii) et 5.6.13. Il s’ensuit déja que
Tor(G) est affine sur S (EGAI16.7.1). Il ne reste donc a prouver que le fait que Bor(G)
est projectif sur S. On sait déja qu’il est quasi-projectif, reste a prouver qu’il est
propre ; (49 or il est & fibres connexes, donc, d’apres EGA IVs, 15.7.10, on est ramené
a le prouver sur les fibres géométriques; si S est le spectre d’un corps algébriquement
clos, on a Bor(G) = G/B par (iii) et on conclut par Bible, §6.4, th.4 (ou [ChO05],
§6.5, th. 5).

Remarque 5.8.4. — Sous les conditions de 5.8.3, soit Q un sous-groupe central et de
type multiplicatif de G. Les morphismes évidents définissent des isomorphismes

Tor(G) ~ Tor(G/Q),  Bor(G) ~Bor(G/Q),  Kil(G) ~ Kil(G/Q).

Corollaire 5.8.5. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, P un sous-schéma
en groupes de G, lisse et de présentation finie sur S. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Pour chaque s € S, Ps est un sous-groupe parabolique de Gz (i.e. le schéma
quotient Gz/Pz est propre sur 3, ou encore Pz contient un groupe de Borel de Gs,
cf. Bible, §6.4, th. 4 ou [ChO05], §6.5, th. 5).

(ii) Le faisceau quotient G/P est représentable par un S-schéma lisse et projectif
sur S.

De plus, sous ces conditions, P est fermé dans G, a fibres connexes et l'on a
P = Norm, (P).

On a évidemment (ii) = (i). Si (i) est vérifié, alors P(5) = Normg)(Ps) et Ps
est connexe (pour le premier point, cf. Bible, §12.3, lemme 4; (50) Je second point en
découle, car P’ = P2 est un sous-groupe parabolique de Gz normalisé par Pz, d’olt
P'(5) = P(5) et donc P’ = P3); il s’ensuit que P est de type (R), et que P égale
Norm, (P), donc est fermé dans G. Par 5.8.2, G/P = G/Norm (P) est représen-
table par un S-schéma quasi-projectif. Ses fibres sont connexes et propres, il est donc
projectif par le raisonnement de 5.8.3.

Remarque 5.8.6. — Les énoncés 5.8.1, 5.8.2, 5.8.5 sont valables pour un S-groupe de
type (RA), ou pour un S-groupe de type (RR) vérifiant 5.1.8. (°1)

Remarque 5.8.7. — Par 'intermédiaire des automorphismes intérieurs de G, on a des
opérations canoniques :

G — Autg(Tor(G)), G — Autg(Bor(G)), G — Autg(Kil(G)),

(48)N.D.E. : cf. SGA 1, VIII 2.1.

(49N.D.E. : On peut supposer S affine et, comme Bor(G) est de présentation finie sur S d’apres (i),
se ramener au cas ol S est noethérien ; on est alors sous les hypotheses de EGA 1V3, 15.7.10.
(30)N.D.E. : On a détaillé ce qui suit.

(GUN.D.E. : En effet, la démonstration de 5.8.1 n’utilise que 5.3.3 (valable pour un groupe de type
(RA)) et XIX 6.2 qui, d’apres XII 1.7 (b), est aussi valable pour les groupes de type (RR).
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qui, dans la situation de 5.8.3. (iii), s’identifient aux opérations canoniques
G — Autg(G/Notmg(T)), G — Autg(G/B), G — Autg(G/T).
On en conclut en particulier que
Ker (G — Autg(Tor(G))) = Ker (G — Autg(Bor(G)))
= Ker (G — Autg(Kil(G)))
= Centr(G).

1l est en effet clair que Centr(G) opere trivialement sur chacun des trois sché-
mas. Réciproquement, le noyau de G — Autg(Kil(G)) est « l'intersection des tores
maximaux de G » au sens de 4.1.7, donc égale Centr(G) (loc. cit.). Pour Bor(G), on
remarque que « 'intersection des sous-groupes de Borel de G » est aussi « I'intersection
de ses tores maximaux » (voir n° suivant). Pour Tor(G), on utilise Exp. XII 4.11.

5.9. Propriétés particulieéres aux sous-groupes de Borel

La plupart de ces propriétés seront généralisées dans Exp. XXVI aux sous-groupes
paraboliques.

Définition 5.9.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, B et B’ deux sous-
groupes de Borel de G. On dit que B et B’ sont en position générale (ou que B’ est
en position générale relativement & B) si BNB’ est un tore (nécessairement maximal)
de G.

Si T est un tore maximal de G contenu dans B et B’, on dit que B et B’ sont
opposés (relativement & T) si BN B’ =T.

Proposition 5.9.2. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, B un sous-groupe
de Borel de G, T un tore mazximal de B. Il existe un unique sous-groupe de Borel B
de G, opposé a B relativement a T.

Si (G, T,M,R) est un déploiement de G par rapport a T et si B = Bg, (5.5.1),
alors B' = B_g,, .

Par descente fidelement plate, il suffit de prouver la proposition dans le cas déployé,
lorsque B = Bgr, (5.5.5 (iv)). Alors B_g_ est bien opposé a B (4.1.2) ; montrons que
c’est le seul sous-groupe de Borel de G contenant T qui est opposé a B. Si B’ est un
sous-groupe de Borel de G contenant T, alors B’ est localement sur S de la forme BRf+7
ot R/, est un deuxieme systeme de racines positives de R (5.5.5 (iii)). Si R/, # —R,
il existe & € R/, N R, donc tel que U, C Bg, N BR/+.

Proposition 5.9.3. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, B un sous-groupe
de Borel de G.

(i) Si B’ est un sous-groupe de Borel de G, les conditions suivantes sont équiva-
lentes :
(a) B’ est en position générale par rapport ¢ B (5.9.1).
(b) B*NB* =e.
() B*NB=e.
(¢) Le produit dans G induit une immersion ouverte B xgB — G.



5. SOUS-GROUPES DE TYPE (R) 159

(¢") Le morphisme canonique B™ — G/B est une immersion ouverte.
(ii) Le foncteur Opp(B) :

, sous-groupes de Borel de Gg en
S — o .. N
position générale par rapport a Bg/

est représentable par un sous-schéma ouvert de Bor(G) (5.8.3). Le morphisme
Opp(B) — Tor(B)

défini par B — BN B’ est un isomorphisme. En particulier (5.6.13) les automor-
phismes intérieurs de B* munissent Opp(B) d’une structure de fibré principal homo-
gene sous BY.

Examinons d’abord (i). On a (a) = (c), en effet, (c) est local pour la topologie
étale; par 5.5.5 (iv), on se ramene au cas ou G est déployé par rapport 8 BNB’ et B
de la forme Br, ; par 5.9.2, on a alors B = U_g, et on est ramené a 4.1.2.

On a trivialement (¢’) < (¢) = (b') = (b). Il reste donc & prouver (b) = (a). Dé-
montrons d’abord (ii) ; la seconde assertion est une conséquence formelle de 5.9.2, la
troisieme en résulte aussitot par 5.6.13 ; démontrons alors la premiere ; elle est locale
pour la topologie étale et on peut donc supposer que B possede un tore maximal T;
soit B{, 'opposé & B relativement & T (5.9.2).

D’apres qui précede le morphisme B* — Bor(G) induit par le morphisme canonique
G — G/Bj, — Bor(G) (5.8.3) induit un isomorphisme B* —~ Opp(B). On a donc un
diagramme commutatif -

Bt — G/B)

I,
Opp(B) —— Bor(G).

Or le morphisme B* — G/Bj est une immersion ouverte (par (i) (a) = (¢’)), ce qui
acheve de prouver (ii). Notons tout de suite le corollaire

Corollaire 5.9.4. — Soient G un S-groupe réductif et B et B’ deuzr sous-groupes de
Borel de G. Si s € S est tel que Bz et BL soient en position générale, il existe un
ouvert V de S contenant s tel que By et B, soient en position générale.

Il ne nous reste donc qu’a prouver (b) = (a). En vertu du corollaire précédent, il
suffit de le faire lorsque S est le spectre d'un corps k algébriquement clos. On peut
supposer G déployé par rapport & un tore maximal T de B. Soit Bj, le sous-groupe
de Borel opposé & B. Les sous-groupes de Borel de G étant conjugués sous G(k), il
existe g € G(k) tel que int(g)B; = B’. Par le théoreme de Bruhat (5.7.4), on peut
écrire g = bnb', avec b € B(k), b’ € B{(k), n € Normq(T)(k). On a donc

B’ = int(b) int(n) By,

et B'NB = int(b)(int(n)By N B). Si n ¢ T(k), int(n)Bf* N B* # e (cf. preuve de
5.9.2); il en résulte que (b) entraine B’ NB = int(b)(B{ N B) = int(b))T.  C.Q.F.D.
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Proposition 5.9.5. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, B un sous-groupe
de Borel de G, B" sa partie unipotente. Il existe une suite de sous-groupes de B :

Up=B*>U;D---2U,D---

possédant les propriétés suivantes :

(i) Chaque U; est lisse, a fibres connexes, caractéristique dans B ; les automor-
phismes intérieurs de BY opérent trivialement dans les (faisceauz) quotients U;/U;y1.

(ii) Pour chaque i > 0, il existe un Os-module localement libre &; et un isomor-
phisme de S-faisceaux en groupes

U;/Uis1 — W(&).
(iii) Pour tout s € S, (U,)s = e pour n > dim(BY).

Supposons d’abord qu’il existe un déploiement (G, T,M,R) de G et un systéme de
racines positives Ry de R tel que B = Br, . On note A I'ensemble des racines simples
de Ry ; pour chaque oo € R4, on note ord(a) la somme des coefficients de a sur la
base A de I'g(R), c’est Vordre de « relativement & Ri. On a ord(a) < Card(Ry4).
Pour tout i > 0, soit R(Y) Pensemble des racines d’ordre > i, c’est un ensemble clos
de racines positives, on peut donc construire (5.6.5)

UIL' = UR(i) .

SiaeRy et feRD, alors a+ € REFY. 11 s’ensuit, par 5.5.2, que chaque U; est
un sous-groupe invariant de B et que les automorphismes intérieurs de B" operent
trivialement dans U;/U; ;. Ce groupe s’identifie d’ailleurs a

I v

ord(a)=i+1

et est donc muni d’une structure vectorielle.

Si B est de la forme Bgrs pour un autre déploiement (G, T’,M’,R’) de G, mon-
trons que les groupes U} construits comme ci-dessus a l’aide du nouveau déploiement
coincident avec les U; et que les structures vectorielles sur les quotients successifs
coincident également. Par 5.6.13, il existe b € B*(S) tel que T” = int(b)T ; Passertion
4 démontrer est locale sur S et on peut donc supposer que I'isomorphisme T — T’
induit par int(b) provient par dualité d’un isomorphisme de données radicielles

h: (M, M™* R R*) = (M,M* R,R").
Il est clair que les racines de R/, sont les avoint(b) = h(ar), o € R4, et que les racines
simples de R/, sont les o o int(b) = h(a), & € A, donc que ord(h(c)) = ord(cr) pour
a € Ry. D’autre part, il est clair par transport de structure que les groupes vectoriels
h(a) 1€ sont autres que les int(b)Uq. On a donc int(b)U; = Uj, or U; étant invariant,
cela donne U; = U..
De méme I'isomorphisme de groupes vectoriels

int(b) : U; /Uy — UL/UL,

est I'identité, en vertu de ce qu’'on a déja démontré.
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Traitons maintenant le cas général. Il existe une famille couvrante pour la topologie
étale {S; — S} et pour chaque i un déploiement (G;,T;,M;,R;) et un systeme de
racines positives Riy de R; tel que B xgS; = Br,, (5.5.5, (iii)). Pour chaque i, on a
donc une famille

Bg,

i

=U;oD2U;1D---DU;; D---
et des structures vectorielles sur les Uy ; /U, j+1. Par descente, il suffit de prouver que
pour tout couple (,4") et tout j, on a
Uij X Siir = Uy 5 x Sy
S Sy
(on note S;» = S; X Sir) et que les structures vectorielles sur les quotients
(Uig/Uiger) xSir et (Uirj/Us j1) X S

i

coincident. Or si S;;» = @, cest trivial; si S;;» # @, alors on est dans la situation
étudiée précédemment : B xgS;;s est défini par le systeme de racines positives R,
(resp. Rir4) dans le déploiement (Gsg,,,, T; xs, Siir, Mj, R;) (resp. dans le déploiement
(Gs,,/» Tir xs,, Sisr, My, Rir)).

Corollaire 5.9.6. — Si S est affine, H'(S,B%) = e, i.e. tout fibré principal sous B*
possede une section.

En effet, S se décompose en somme directe de sous-schémas sur chacun desquels
B* est de dimension relative constante. On peut donc, par 5.9.5 (iii), supposer qu’il
existe un n tel que U,, = e. Comme, par TDTE I, B.1.1, 52)

H'(S,U;/Uiy1) = H'(S,W(&)) =0,
on a H(S,B%) = 0.

Corollaire 5.9.7. — Si S est affine, B posséde des tores mazimaux. Si T est un tore
mazimal de B, on a H'(S,T) = H'(S, B).

La premiere assertion résulte aussitot de 5.9.6 et 5.6.13; la seconde s’en déduit de
maniére standard. (°3)
Corollaire 5.9.8. — Si G est un S-groupe réductif, le morphisme canonique (cf. 5.8.3)
Kil(G) — Bor(G)
posséde des sections au-dessus de tout ouvert affine.

Corollaire 5.9.9. — Sous les conditions de 5.9.5, supposons S affine, alors il existe un
Os-module localement libre & tel que B soit, comme schéma, S-isomorphe ¢ W(&).

GIND.E. : 1l s’agit du corollaire page 18 de TDTE I.

(33)N.D.E. : En effet, on a une suite exacte H!(S, B*) — H!(S,B) = H!(S,B/B*) = H!(S, T), voir
[Se64], T §5.5, Prop. 38 ou [Gi71], III Prop.3.3.1. Or H'(S,T) — H(S,B) est une section de ,
donc 7 est surjectif; d’autre part H'(S,B*) = 0 d’apres 5.9.6.
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Montrons par récurrence sur ¢ que B*/U; est S-isomorphe & W(&y @ -+ @ &;—1).
C’est clair pour ¢ = 0; supposons i > 1. Alors B¥/U; est un fibré principal homogeéne
de base X = B*/U;_; sous le groupe (U;_1/U;)x. Comme B*/U,_; est affine, par
Ihypothese de récurrence, et comme U;_1/U; = W(&;_1), ce fibré est trivial. On a
donc (au moins) un isomorphisme de S-schémas

B"/U; = (B*/U;_4) x W(&i—1) =W(Er @ - - D &i1).
On conclut aussitdét par la condition (iii) de 5.9.5.

Corollaire 5.9.10. — Soit S un schéma semi-local, {s;} ses points fermés, B un sous-
groupe de Borel du S-groupe réductif G. L’application canonique

B*(S) — H B*(Spec (si))

est surjective.

En effet, si S = Spec(A), x(s;) = A/p; et si & est donné par le A-module E, on a
B*(S) =E® A, B*(Speck(si)) = E®a (A/p;).

L’assertion résulte alors aussitot du fait que A — ], A/p; est surjectif.

5.10. Sous-groupes de type (R) a fibres réductives

Proposition 5.10.1. — Soient (G, T,M,R) un S-groupe déployé, R’ une partie de R de
type (R) (5.4.2), Hg/ le sous-groupe de G correspondant. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Hg est réductif (i.e. a fibres géométriques réductives).

(ii) On a R = =R/, i.e. R’ est symétrique.

De plus, sous ces conditions, (Hg/, T,M,R’) est un déploiement de Hg, ; pour tout
systeme de racines positives Ry de R, R/, = R' N Ry est un systéeme de racines
positives de R et

BR+ NHg = HR/Jr
est un sous-groupe de Borel de Hrs, dont la partie unipotente est

UR+ NHg = UR;.

On a évidemment (i) = (ii) (il suffit de le vérifier fibre par fibre et R’ est un systeéme
de racines de Hg/ par rapport & T). Pour prouver (ii) = (i), on remarque par 5.4.3,
que

Hr/ NZo = Centry , (To) = Za

pour tout o € R/ et on applique le critere de Exp. XIX 1.12.

Si Ry est un systeme de racines positives de R, alors R/, = R4 NR/ est évidemment
une partie close de R’ telle que R/, U—R/, =R’ et R/, N —R/, = &, donc un systeme
de racines positives de R’. Les deux autres assertions résultent respectivement de
5.6.1 (vi) et 5.6.7 (i).
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Corollaire 5.10.2. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, H un sous-schéma
en groupes réductifs tel que pour tout s € S, Gz et Hz aient méme rang réductif. Alors
H est fermé dans G, Normg (H) est lisse sur S, Normy (H)/H est représentable par
un S-schéma fini étale.

Si T est un tore mazximal de H et B un groupe de Borel de G contenant T, alors
BNH est un groupe de Borel de H, dont la partie unipotente est (B NH)* = B* NH.

Les premieres assertions résultent aussitot de 5.3.10 et 5.3.18, via le fait que les
groupes de Weyl de G et de H sont finis (Exp. XIX 2.5). Les autres assertions sont
locales pour la topologie étale et se ramenent au cas étudié dans 5.10.1.

Proposition 5.10.3. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif.

a) St Q est un tore de G, Centr (Q) est un sous-groupe de type (R) de G a fibres
réductives. Si Q C Q' sont deuz tores de G, alors Centr(Q) D Centr (Q).

b) Si H est un sous-groupe de type (R) de G a fibres réductives, alors rad(H)
(4.3.6) est un tore de G. Si H C H' sont deux sous-groupes de type (R) de G a fibres
réductives, alors rad(H) D rad(H’).

c) Si Q est un tore de G, on a
rad(Centr(Q)) D Q et  Centry(rad(Centr(Q))) = Centr (Q).

d) Si H est un sous-groupe de type (R) de G a fibres réductives, on a
Centrg(rad(H)) DH et rad(Centrq(rad(H)) = rad(H).

En effet, a) résulte aussitdt de Exp. XIX 2.8. Pour prouver b), il suffit de remarquer
que rad(H") C H, car H contient (localement pour (fpqc)) un tore maximal de G,
donc de H'. La premiére assertion de c) (resp. d)) est triviale, la seconde s’ensuit par
le raisonnement habituel.

Cette proposition conduit a la définition suivante :

Définition 5.10.4. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, H un sous-groupe
réductif de type (R) de G, et Q un sous-tore de G. (®%)

1) On dit que H est un sous-groupe critique s’il est le centralisateur de son radical.

2) On dit que Q est un tore C-critique s’il est le radical de son centralisateur.
Il résulte alors de la proposition 5.10.3 :

Corollaire 5.10.5. — (i) Pour tout sous-tore Q de G, Centry(Q) est critique.

(ii) Pour tout sous-groupe de type (R) a fibres réductives H de G, rad(H) est un
tore C-critique de G.

(iii) Les applications
Q — Centr,(Q), H +— rad(H)
(3Y)N.D.E. : On a modifié Poriginal, en introduisant la terminologie « tore C-critique » au lieu de

« tore critique », afin d’éviter des confusions dans des références ultérieures (cf. Exp. XXVI, 3.9). On
a aussi détaillé I’énoncé de 5.10.5 et ajouté la remarque 5.10.5.1.
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sont des bijections inverses l'une de l’autre entre l’ensemble des tores C-critiques de
G et celui de ses sous-groupes réductifs de type (R) critiques.

(iv) Si Q est un tore de G, rad(Centry(Q)) est le plus petit tore C-critique de G
contenant Q.

(v) Si H est un sous-groupe réductif de type (R) de G, Centr (rad(H)) est le plus
petit sous-groupe réductif de type (R) critique de G contenant H.

Remarque 5.10.5.1. — % 1) Un tore T de G est un sous-groupe critique de G si et
seulement si c’est un tore maximal.

2) Dans la suite, « tore critique » signifie « tore C-critique ».

Proposition 5.10.6. — Soient (G, T,M,R) un S-groupe déployé, R une partie de R.
Les conditions swivantes sont équivalentes :

(i) R/ est de type (R), Hr est réductif et critique.

(ii) Il existe un systéme de racines simples A de R et une partie A’ de A telle que
R’ soit l'ensemble des éléments de R combinaison linéaire des éléments de A'.

(iii) R’ est clos, symétrique, et tout systéme de racines simples de R’ est linter-
section avec R’ d’un systéme de racines simples de R.

En effet, d’aprés Exp. XXI 3.4.8, (ii) et (iii) sont équivalents et équivalent aussi
au fait que R’ soit l'intersection de R avec un sous-Q-espace vectoriel de M ® Q.
Or cette derniere condition est entrainée par (i) : si Hrs = Centrs(Q), alors R’
est l’ensemble des éléments de R qui s’annulent sur Q (Exp. II 5.2.3 (ii)). Enfin,
cette condition entraine (i), car rad(Hg/) est le tore maximal de (), g, Ker(a), donc
Centr; (rad(Hg/)) n’est autre que Hr» ott R” est intersection de R avec le sous-espace
vectoriel engendré par R’.

5.10.7. — Résumons certains des résultats précédents : soit (G, T, M, R) un S-groupe
déployé, et soient A un systeme de racines simples de R et Ry le systeme de racines
positives correspondant ; choisissons une partie A’ de A, notons R’ I’ensemble des
éléments de R combinaison linéaire des éléments de A’ et posons R/, = R’ N Ry.
Soient Tas le tore maximal de (), ., Ker(a) et Zar = Centrg (Tar).

Alors Za+ est un sous-groupe réductif de G, de radical Tas; (Zas, T,M,R’) est un
S-groupe déployé; Br, NZa+ est le groupe de Borel de Za+ défini par le systeme de
racines positives R (ou bien le systeme de racines simples A’) et sa partie unipotente
est UR+ NZa = URIJr

Remarque 5.10.8. — Sous les conditions de 5.10.4, soit Q un tore critique de G,
L = Centr(Q) son centralisateur. Comme Q = rad(L), alors Q est un sous-groupe
caractéristique de L; il s’ensuit aussitot que

Normg (L) = Normg (Q),

donc aussi

Normg(L)/L = Normg (Q)/ Centr (Q) = Wa(Q).
Par 5.10.2, on en déduit
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Proposition 5.10.9. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, Q un tore critique
de G. Le groupe de Weyl Wa(Q) est (étale) fini sur S.

Remarque 5.10.10. — Sous les conditions de 5.10.7, on peut expliciter
WG(TA/) = NOI‘HlG(ZA/)/ZA/.

C’est le groupe constant associé au quotient W1 /Wy, ot Wy est le sous-groupe de W
formé des éléments qui normalisent le sous-groupe de M engendré par A’ et Wy le
sous-groupe de W engendré par les so, a € A'.

5.11. Sous-groupes de type (RC)

Définition 5.11.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif. Un sous-schéma en
groupes H de G est dit de type (RC) 8’1l est de type (R), i.e. (5.2.1) vérifie les deux
conditions suivantes :

(i) H est lisse sur S, a fibres connexes;

(ii) pour tout s € S, Hz contient un tore maximal de Gs;
et §’il vérifie en outre la condition suivante :

(iii) pour tout s € S et tout tore maximal T de Hg, 'ensemble des racines de Hg
par rapport a T est un sous-ensemble clos de I’ensemble de toutes les racines de Gz
par rapport a T.

Remarque 5.11.2. — Comme nous 'avons déja signalé en 5.4.8, la condition (iii) est
conséquence des autres lorsque 6 est inversible sur S. (5%)

Lemme 5.11.3. — Soient (G, T,M,R) un S-groupe déployé et R/ une partie close de
R. Soient

Ri={a€R/, —aeR'} et Re={a€R/, —a¢R'}.
Alors Ry et Ry sont clos. Considérons les groupes Hg/, Hg, et Ug, (5.4.7 et 5.6.5)
qui sont lisses et a fibres connezes.
(i) Le groupe Ug, est invariant dans Hg, et Hg/ est le produit semi-direct de Ug,
par Hg, .
(ii) Hg, est réductif, U, est a fibres géométriques connezxes et unipotentes; tout
sous-groupe invariant de Hg/, lisse sur S et a fibres géométriques connexes et uni-

potentes, est contenu dans Ur,, et tout sous-groupe réductif de Hr: contenant T est
contenu dans Hg, .

(iii) On a Ug, N Normg, (Hg,) = e.

On a d’abord (iii) par 5.6.7 (i). La premiere assertion de (i) résulte de 5.6.7 (ii).
Comme Ug, N Hg, = e par (iii), le produit semi-direct Hg, - Ug, est un sous-groupe
de Hg’ ; mais ce sont deux sous-groupes de type (R) de G, contenant T, et ils ont
méme algebre de Lie gg: ; ils coincident donc par 5.3.5, ce qui acheve de prouver (i).

Démontrons maintenant (ii) ; les deux premiéres assertions ne sont autres que 5.10.1
et 5.6.5. Soit U un sous-schéma en groupes de Hg:, lisse et de présentation finie,

(35)N.D.E. : i.e. lorsque chaque caractéristique résiduelle de S est > 3.
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invariant (donc normalisé par T), & fibres géométriques connexes et unipotentes ;
par 5.6.12, on a, localement sur S, U = Ugr~, o R” est une partie de R’ telle que
R"N—-R" =@. Si U ¢ Ug,, alors R” ¢ Ry, donc il existe a € R” tel que —a € R/.
Alors Z,, C Hgs (5.4.3), donc Z, normalise U. Mais U contient U, et Z, posséde une
section w telle que int(w)U, = U_, ; cela entraine —a € R”, contredisant ’hypotheése
R'n -R'"=2.

Enfin, si L est un sous-groupe réductif de Hg, contenant T, on a localement sur S,
L = Hgws, avec R symétrique contenu dans R’, donc contenu dans R;.

Proposition 5.11.4. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, H un sous-schéma
en groupes de G de type (RC).

(i) H est fermé dans G, Norm (H)/H est représentable par un S-schéma en groupes
fini étale.

(ii) H posséde un plus grand sous-schéma en groupes invariant lisse et de présen-
tation finie sur S, a fibres géométriques connexes et unipotentes; on dit que c’est le
radical unipotent de H et on le note rad“(H). Le faisceau-quotient H/rad"(H) est
représentable par un S-groupe réductif.

(iii) Si T est un tore maximal de H, H posséde un sous-groupe réductif L contenant
T de type (RC) possédant les deux propriétés suivantes :

(a) Tout sous-groupe réductif de H contenant T est contenu dans L.
(b) H est le produit semi-direct H = L-rad“(H), i.e. le morphisme canonique
L — H/rad“(H) est un isomorphisme.
De plus, L est l'unique sous-groupe réductif de H contenant T et vérifiant ['une ou
lautre des deux conditions précédentes. Enfin, on a les égalités suivantes :

Normy (L) = L, Normy (T) = Normy (T), Wa(T) = WL(T),
en particulier Wy (T) est fini sur S.

Démonstration. Notons d’abord que (i) est local pour la topologie étale. Donc, d’apres
le corollaire 5.3.18, (i) est une conséquence de la derniere assertion de (iii).

Les assertions de (ii) sont locales pour la topologie étale. On peut donc supposer
étre dans la situation de 5.11.3, olt on conclut aussitét par (i) et (ii).

En vertu des assertions d’unicité qui y sont contenues, (iii) est également local
pour la topologie étale et on peut encore se ramener a la situation de 5.11.3, ou
les propriétés (a) et (b) ont été vérifiées. L'unicité d'un L vérifiant (a) est triviale;
Punicité d’un L vérifiant (b) est évidente, vu (a). L’égalité Normy (L) = L n’est autre
que 5.11.3 (iii) ; si une section de H normalise T, alors elle normalise L, par unicité
de L, donc est une section de L par ce qu’on vient de démontrer, ce qui prouve la
deuxieme égalité ; la troisieme est alors triviale.

Proposition 5.11.5. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, 7, le foncteur des
sous-groupes de type (RC) de G, qui est un sous-foncteur du foncteur 7 de 5.8.1.

(i) . est représentable par un sous-schéma ouvert de S, lisse, quasi-projectif et
de présentation finie sur S.
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(i) Il existe un S-schéma fini étale CL. et un morphisme
cl: H, — Cl,,

lisse, quasi-projectif, de présentation finie, surjectif et a fibres géométriques connezes,
ayant la propriété suivante :

Pour tout S" — S et tous HyH' € J.(S'), cl(H) = cl(H') si et seulement si H et H'
sont conjugués dans G localement pour la topologie étale (ou, ce qui revient au méme
d’aprés 5.3.11, si pour tout s € S, Hz et HL sont conjugués par un élément de G(3)).

(iii) CL. et cl sont déterminés (o un isomorphisme unique prés) par les conditions
précédentes.

(iv) Si (G, T,M,R) est un déploiement de G, soit E l’ensemble des classes de conju-
gaison modulo W de parties closes de R ; alors il existe un isomorphisme Cl, — Eg
tel que, pour toute partie close R’ de R, cl(Hgr/) corresponde d l'image canonique de

R’ dans Eg(S) = Homige.const. (S, E).

Tl est d’abord clair que S, est un faisceau pour la topologie étale et que (ii) entraine
que C{. n’est autre que le faisceau-quotient de 7, par la relation d’équivalence définie
par la conjugaison.

Cela entraine d’abord (iii), ainsi que le fait qu’il suffit de vérifier (i) et (ii) localement
pour la topologie étale. On se raméne donc & la situation de (iv) ; construisons d’abord
un morphisme

[, — Es.

11 suffit de construire une application J%(S) — Eg(S) fonctorielle en S; soit donc H un
sous-groupe de type (RC) de G; comme H posséde localement pour la topologie étale
des tores maximaux, et comme les tores maximaux de G sont conjugués localement
pour la topologie étale, il existe une famille couvrante {S; — S} et pour chaque 7 un
gi € G(S;) et une partie close R; de R tels que int(g;)(H xg S;) = Hg, xs S;; chaque
R; définit une section 7; de Eg, i.e. un élément de Eg(S;); il suffit maintenant de
prouver que la famille (7;) provient d’une section n = f(H) de Eg sur S, et que celle-ci
ne dépend que de H.

Pour ce faire, on est ramené a prouver que Hg, et Hr» sont conjugués localement
pour la topologie étale si et seulement si R’ et R” sont conjugués par un élément du
groupe de Weyl W, ce qui est trivial.

Pour tout n € E, il existe un Hy € J%(S) tel que f(Hp) = n : il suffit de prendre
Hy = Hg' ot R/ est une partie close de R dont I"image dans E est 7. Si H € J4(5'),
S’ — S, H est conjugué a Hy localement pour la topologie étale si et seulement si
f(H) = n (comme on le voit aussitét par Pargument précédent), ce qui montre que
f~1(n) s’identifie au quotient G/ Norm (Hp), qui par 5.8.2 est un ouvert de J#, lisse,
quasi-projectif de présentation finie sur S, a fibres connexes et non vides. Comme Eg
est la somme des sous-schémas ouverts images des sections correspondants aux n € E,
A, S'identifie & la somme des f~1(n), n € E, ce qui prouve (i) et (ii). Enfin (iv) est
vérifié par construction.

Corollaire 5.11.6. — Si u € Cl.(S"), S — S, cl~Y(u) est un S'-schéma lisse quasi-
projectif de présentation finie & fibres connexes non vides; c’est un ouvert de J, et
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un schéma « homogéne » sous Ggr (par automorphismes intérieurs). En particulier,
si H € cl=*(u)(S'), le morphisme Gg' — (H.)s défini par g — int(g)H identifie
Gs'/Normg, (H) @ cl=(u).

Exemples 5.11.7. — En particulier, on a deux sections canoniques u¢, up de Cl. cor-
respondant respectivement aux tores maximaux (R’ = &) et aux sous-groupes de
Borel (R’ = systéme de racines positives). Les S-schémas ¢/~ (u;) et ¢~ (up) ne sont
autres que les S-schémas Tor(G) et Bor(G) introduits en 5.8.3. Nous verrons dans
Exp. XXVI d’autres exemples.

Remarque 5.11.8. — On peut construire un S-schéma C¢, de présentation finie et non
ramifié et un morphisme 5 — C/ lisse et surjectif, a fibres géométriques connexes
jouissant des propriétés analogues a 5.11.5 (ii) et (iii).

6. Le groupe dérivé

6.1. Préliminaires

Dans ce numéro, on se fixe un schéma S, un S-groupe déployé (G, T,M,R), un
systeme de racines positives Ry de R, et on note

B:BR+7 B~ :BR77 U:Bu7 U™ = (B_)ua
Q=Qr, =U"-T-U.
6.1.1. — On note T’ le sous-tore de T « image de la famille o*, a € R » ; autrement
dit T/ est I'image du morphisme de groupes
GEX, s— T

défini par (2a)aer = [[aer @*(24). On voit aussitot que si A désigne I'ensemble des
racines simples de R, le morphisme

A /
Gm,S — T

défini de la méme maniére est surjectif et de noyau fini. Si on identifie T & Dg(M),
alors TV s’identifie & Dg(M/N), ol

N=Mn7(R*)"*
(on note ¥ (R*)* l'orthogonal de 7 (R*) dans la dualité entre V et V*).

Lemme 6.1.2. — Le morphisme défini par le produit dans T
rad(G) x T/ — T
S

est une isogénie (cf. 4.2.9).

En effet, le morphisme canonique rad(T) — T/T’ provient par dualité du mor-
phisme de groupes commutatifs

MN ¥ (Rt — M/MN¥7(R),

que l'on voit aussitdt étre injectif de conoyau fini (cf. Exp. XXI 6.3).
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Définition 6.1.3. — On pose Q' = U~ - T/ - U; c’est un sous-schéma fermé de
Q=0U"-T-U.
Lemme 6.1.4. — Soient o une racine simple et w, € Norme (T)(S) relevant so. On a
int(w,)Q' NQ C Q.
11 nous suffit de prouver que si g € Q/(S) et si int(wq)g € Q(S), alors int(wy)g €
Q'(S). Par 5.6.8, écrivons
g=uaexp_,(Y)texp,(X)b,
avec a € U_5(S), Y € I'(S,g7%), t € T'(S), X € T'(S,g%), b € Uz(S). On a alors 253
int(wa)g = int(wa)a - int(we ) (exp_, (Y)texp, (X)) - int(wa)b.
En vertu de 5.6.8 (iv), on a
int(wy)a € U_z(8), int(wq)b € Ug(S).

I en résulte les équivalences suivantes (en posant h = exp_,(Y) texp, (X)) :

int(wgy)g € Q(S) <= int(wy)h € Q(S)

int(wy)g € '(S) <= int(w,)h € Q'(S).
On est donc ramené au cas ou g = h. Comme on a (4.1.12)

ZaNQ=U_,-T-U,, 7o N =U_,-T U,
on est ramené a prouver l'assertion suivante :
int(wy)h € (U_y - T-Uy)(S) = int(wa)h € (U_qy - T - Uy)(S).

Or cette derniere résulte aussitot de Exp. XX 3.12, qui montre que la composante sur
T de int(wq)h est de la forme ¢ - a*(z) € T(S).

Lemme 6.1.5. — Pour tout w € Norm (T)(S), il existe un ouvert V,, de G, contenant
la section unité, tel que
int(w)Q' NV, C Q.

Choisissons pour chaque racine simple a un n, € Normg (T)(S) relevant s,. Pour
tout point s € S, il existe un ouvert V de S contenant s, un ¢t € T(V) et sur V une
relation

W= TN,y Nyt avec les a; simples.
On peut évidemment se contenter de faire la démonstration pour V = S; elle se fait 254
par récurrence sur p. Si p = 0, alors w € T(S) et on prend V,, = G; supposons donc
w = ng -w', w vérifiant la conclusion du lemme; il existe donc un ouvert V,,. de G,
contenant la section unité, tel que int(w’)Q' NV, C Q. On peut alors écrire
int(w)' Nint(nq) Ve NQ = int(ng) (int(w)Q NV, ) NQ
Cint(n,)Q¥' NQ C ',

par 6.1.4. On prend alors V,, = int(n, )V NQ et on a terminé.
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Lemme 6.1.6. — 1l existe un ouvert Vo de G, contenant la section unité, tel que pour
tout ' — 'S, on ait

U(S)U(S) N Vo(S) € (S)).

Soit en effet ng un élément de Norm (T)(S) relevant la symétrie wy du groupe de
Weyl, (°6) c’est-a-dire tel que int(ng)U = U~ (cf. Exp. XXI 3.6.14) ; alors nZ € T(S).
Montrons que l'ouvert Vo = V,,, de 6.1.5 répond a la question. En effet

U(S")U™(S') = int(no) (int(ne) " U(S") - int(ng) U (S"))

= int(ng) (U~ (8) - U(S")) C int(no)Q'(S").
D’ou
U(SHU(S) N V(S") C int(ng)'(S") NVo(S') C ().
Lemme 6.1.7. — Considérons le morphisme
f: Q=U".-T-U—T/T
composé de la seconde projection et du morphisme canonique de T dans T/T'. Alors
f est « génériquement multiplicatif » : il existe un ouvert V. de 2 xg 2, contenant la
section unité (et donc relativement schématiquement dense, Exp. XVIII 1.3) tel que
pour tout S — S et tout (z,y) € V(S'), on ait xy € Q') et f(zy) = f(x)f(y).
Soient en effet x et y deux sections de €2 sur S’. Ecrivons
x = utv, y=u't'v, avec u,u’ € U (S), t,t' e€T(S), wv,0 €U(S).

Soient Vg l'ouvert de 6.1.6 et V Pouvert de Q xg€ défini par « vu’ € Vy(S') »
(c’est 'image réciproque de Vg par le morphisme Q xg Q qui s’écrit ensemblistement
(z,y) — vu'). Alors V répond & la question. En effet, pour (z,y) € V(S'), on a

xy = (utv)(u't'v') = (ut)(vu)(t'v").
Mais vu’ € Q'(S'), d’ott
2y € UT(S)tQ (S US") c U (S) ¢’ T/(S")U(S),
ce qui montre que zy € Q(S’) et que
flay) = f(#t') = fFO)F(F) = f(2)f ().
Proposition 6.1.8. — I existe un morphisme de groupes
f:G—T/T

induisant sur T la projection canonique. Le noyau Ker(f) de f est un sous-schéma
en groupes fermé de G lisse sur S et a fibres connexes. Tout morphisme de groupes
de G dans un préfaisceau en groupes commutatifs sur S, séparé pour (fppf), s’annule
sur Ker(f).

(36)N.D.E. : La symétrie wq est définie en XXI 3.6.14.
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La premiére assertion résulte aussitét de 4.1.11. On a immédiatement Ker(f)NQ =
Q' ce qui prouve que Ker(f) est lisse sur S en tout point de la section unité. (57)
D’apres 5.6.9 (ii), tout morphisme ¢ de G dans un préfaisceau en groupes commutatifs
séparé pour (fppf) s’annule sur U et U~. D’apres Exp. XX 2.7, ¢ s’annule donc aussi
sur T/ donc sur €. Prenant les notations de 5.7.10, on voit que le monoide U; est
contenu dans Ker(f)(S), ce qui montre que

Ker(f) = U uf).

ueUy

Il en résulte d’une part que tout ¢ comme ci-dessus s’annule sur Ker(f), et d’autre
part que Ker(f) est & fibres connexes, donc est lisse sur S d’aprés Exp. VIg 3.10.

6.2. Groupe dérivé d’un groupe réductif
Théoreme 6.2.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif.

(i) Ds(G) = Homg ,, (G, Gy, s) est représentable par un S-groupe constant tordu,
dont le type en s € S est Zrered(Gs)—rgss(Gs)

(ii) Notons corad(G) = Dg(Ds(G)), qui est donc un S-tore. Le morphisme de bi-
dualité (cf. Exp. VIII §1)

fo: G — corad(G)
est lisse et surjectif.

(iii) Le morphisme composé
rad(G) — G — corad(G)

est une isogénie (cf. 4.2.9).
(iv) Le noyau de fy, noté
dér(G) = Ker( fo)
est un sous-schéma en groupes fermé de G, semi-simple sur S, que l’on appelle le
groupe dérivé de G. Si G est semi-simple, on o dér(G) = G.

(v) Tout morphisme de groupes de G dans un S-préfaisceau en groupes commuta-
tifs, séparé pour (fppf), s’annule sur dér(G) et se factorise donc par fo.

Démonstration. Toutes les assertions du théoreme sont locales pour la topologie étale ;
on peut donc se ramener au cas ou G est déployé sur S. Considérons alors le morphisme
f de 6.1.8. Par la derniere assertion de 6.1.8, on a aussitot un isomorphisme

ms_gr, (G7 Gm, S) — ms_gr_ (T/T/a Gm,7 S)a

(57)N.D.E. : On a ajouté « en tout point de la section unité » ainsi que la référence & VIg 3.10 &
la fin de la démonstration. D’autre part, dans la phrase suivante on a remplacé « préschéma » par
« préfaisceau ».
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ce qui démontre (i), puis (ii) et donne un diagramme commutatif

G P, corad(G)

|

T/T'.

On a alors (v) par 6.1.8, et (iii) par 6.1.2. On a aussi Ker(f) = Ker(f), ce qui par 6.1.8
entraine que dér(G) est lisse sur S et & fibres connexes; il reste & vérifier que ses fibres
sont semi-simples; or elles sont réductives par Exp. XIX 1.7, comme sous-groupes
invariants de groupes réductifs. Par (iii), rad(G) Ndér(G) est fini, ce qui entraine bien
que les fibres de dér(G) sont semi-simples.

Remarque 6.2.2. — a) Par construction, dans le cas ou G est déployé, dér(G) est le
sous-faisceau (fppf) de G engendré par les U,, a € R. (Il suffit méme de prendre les
Uy, « € AU—A, out A est une base de R).

b) %) Soit C le préfaisceau des commutateurs de G, i.e. le S-foncteur en groupes
qui & tout S” — S associe le groupe des commutateurs de G(S’) (i.e. le sous-groupe de
G(S') engendré par les éléments zyx~1y~!, pour z,y € G(S')), et soit C le faisceau
(fppf) associé. Comme le quotient G/ dér(G) = T/T’ est commutatif, alors dér(G)
contient C et donc C (cf. Exp. IV 4.3.12).

D’autre part, le préfaiscean quotient G/ C est séparé (Exp. IV 4.4.8.1), et donc
d’apres (v) on a dér(G) C C, d’ott dér(G) = C, i.e. dér(G) est le faisceau (fppf) des
commutateurs de G.

Notons enfin que C, étant un sous-préfaisceau de G, est séparé, mais n’est pas égal
a dér(G) en général : par exemple, dér(SLg) = SLy mais SLy(Fg) ~ S3 n’est pas égal
a son groupe dérivé.

¢) Lorsque S est le spectre d’un corps k algébriquement clos, dér(G)(k) est le groupe
des commutateurs de G(k) (Exp. VIg 7.10).

6.2.3. — Considérons maintenant les deux suites exactes
1 —rad(G) — G — s8(G) — 1,
1 — dér(G) — G — corad(G) — 1.
Comme rad(G) est central dans G, le produit dans G définit un morphisme de groupes
u: rad(G) >S<dér(G) — G

qui est couvrant en vertu de 6.2.1 (iii), donc surjectif et plat (Exp. VIg 9.2 (xi)). %)
Son noyau est isomorphe a rad(G) N dér(G), qui est aussi le noyau de rad(G) —

corad(G), donc est un sous-groupe fini de type multiplicatif de rad(G).

(38)N.D.E. : Dans ce qui suit, on a détaillé 'original, et supprimé Passertion que « dér(G) est le
préfaisceau séparé (fppf) des commutateurs de G ».

(59)N.D.E. : En effet, G est le quotient (fppf) de rad(G) xg dér(G) par Ker(u), qui est un groupe de
type mutiplicatif, donc plat sur S. Donc, d’apres VIg 9.2 (xi), le morphisme u est plat.
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On raisonne de méme pour le morphisme

G — corad(G) >S<SS(G),
dont le noyau est dér(G) Nrad(G). On a donc la

Proposition 6.2.4. — Soit G un S-groupe réductif. Les morphismes
rad(G) >S<dér(G) — G, G — corad(G) >§ ss(G), rad(G) — corad(G)

sont des isogénies centrales, et leurs noyaux sont isomorphes.

Corollaire 6.2.5. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) G est le produit d’un groupe semi-simple et d’un tore.
(i) rad(G) xg dér(G) — G.

(iii) G > corad(G) xgss(G).
(iv) rad(G) N dér(G) =e.

6.2.6. — Revenons provisoirement au cas d’un groupe déployé. Gardons les notations
de 6.1. Posons N = M N7 (R*)*. On a donc T/ = Dg(M/N). On a vu que U~ - T"- U
était un voisinage ouvert de la section unité de dér(G). On a donc

Zie(dér(G)/S) =t @ H g”.
a€R
Comme les caracteres induits sur T/ par les « € R sont non nuls et distincts (cf. Exp.
XXI 1.2.5 — on a d’ailleurs déja utilisé ce fait en 6.1.2), R est un systéme de racines
de G par rapport & T. Il est alors immédiat (car U, C dér(G)) que les morphismes
exp de dér(G) « sont » ceux de G et de méme pour les coracines.

Il en résulte :

Proposition 6.2.7. — Dans les notations précédentes, (dér(G), T, M/N,R) est un
groupe déployé de donnée radicielle dér(#(G)). Le morphisme canonique dér(G) — G
donne par fonctorialité le morphisme canonique de données radicielles Z(G) —
dér(#Z(G)) de Exp. XXI 6.5.

N. B. Le lecteur pourra a titre d’exercice construire le diagramme de groupes dé-
ployés correspondant aux trois colonnes de gauche du diagramme de données radi-
cielles de Exp. XXI 6.5.7.

Proposition 6.2.8. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, dér(G) son groupe
dérivé.

(i) Pour tout tore mazimal T de G, T N dér(G) est un tore maximal de dér(G).
Pour tout tore mazimal T' de dér(G), Centr(T') = rad(G) - T’ est un tore mazimal
de G. Les deuz constructions précédentes sont inverses l'une de 'autre et établissent
une correspondance bijective entre tores mazimaux de G et de dér(G).
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(ii) Pour tout sous-groupe de Borel B de G, B N dér(G) est un sous-groupe de
Borel B’ de dér(G). On a B™ = B". Pour tout sous-groupe de Borel B' de dér(G),
Norm (B') = rad(G) - B’ est un sous-groupe de Borel de G. Les applications précé-
dentes sont inverses l'une de 'autre et établissent une correspondance bijective entre
sous-groupes de Borel de G et de dér(G).

Par le théoreme de conjugaison locale des tores maximaux et la construction du
groupe dérivé, la seule assertion qui reste & prouver dans (i) est la suivante : si T est
un tore maximal de G, alors

T = (T Ndér(G)) - rad(G) = Centr (T N dér(G)).

La premiere égalité est triviale (car on se ramene au cas déployé) ; la seconde en résulte
aussitot, car rad(G) est central dans G, donc T = Centrg (T) = Centr (T N dér(G)).
On raisonne de méme pour (ii).

6.3. Sous-groupes a quotients commutatifs

6.3.1. — Soit G un S-groupe réductif. Si H est un sous-faisceau en groupes de G, les
conditions suivantes sont équivalentes :

— H contient dér(G).
— H est distingué et G/H est commutatif.

Dans ce cas, le morphisme canonique fy : G — corad(G) envoie H sur un sous-faisceau
fo(H) de corad(G); on a

G/H =~ corad(G)/ fo(H), H/dér(H) ~ fo(H),
4éx(G) = déx(H), H = £ (fo(H)).

Comme dér(G) est lisse sur S et a fibres connexes alors, (6% d’apres Exp. IV, 5.3.1 et
6.3.1, et Exp. IVg 9.2, lapplication H — fo(H) établit une correspondance bijective
entre sous-schémas en groupes (resp. sous-schémas en groupes fermés) de G, contenant
dér(G), lisses sur S et a fibres connexes et sous-schémas en groupes (resp. sous-schémas
en groupes fermés) de corad(G), lisses sur S et a fibres connexes.

Or, si H' est un sous-schéma en groupes de corad(G), lisse sur S a fibres connexes,
alors H' est de présentation finie sur S (Exp. VIg 5.5) et ses fibres sont des tores
(puisque celles de corad(G) le sont), donc d’apres Exp. X 8.2, H' est un sous-tore de
corad(G), donc est fermé dans corad(G) (Exp. IX 2.6).

Par conséquent, tout sous-groupe de G, lisse & fibres connexes et contenant dér(G),
est fermé dans G.(60)

6.3.2. — Si H est un sous-schéma en groupes fermé de G, lisse sur S, a fibres connexes
et distingué dans G, alors H est réductif. Si de plus H D dér(G), alors dér(H) = dér(G)
et fo(H) s’identifie & corad(H). On a donc démontré la

(60)N.D.E. : On a détaillé I'original dans ce qui suit. En particulier, on a ajouté la conclusion (implicite
dans Doriginal) que tout sous-groupe de G, lisse & fibres connexes et contenant dér(G), est fermé
dans G.
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Proposition 6.3.3. — Soit G un S-groupe réductif. Tout sous-schéma en groupes H de
G, distingué dans G, a quotient commutatif (i.e. contenant dér(G)), lisse sur S, a
fibres connexes (V) est fermé et réductif. On a dér(H) = dér(G) et fo(H) s’identifie a
corad(H) ; on a

G/H =~ corad(G)/ corad(H), H = (HnNrad(G)) - dér(G).

De plus, H — fo(H) définit une bijection entre ’ensemble des sous-groupes H de G
possédant les propriétés précédentes et l’ensemble des sous-tores de corad(H).

Par une nouvelle application du théoréme de Noether (Exp. IV, 5.3.1 et 6.3.1), on
en déduit la

Proposition 6.3.4. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, T un tore mazimal
de G. Pour tout sous-groupe H de G comme ci-dessus, T NH est un tore mazximal de
G etona

G/H~T/TNH, H=(TNH)-dér(G).
De plus, H — TNH est une bijection entre l’ensemble des sous-groupes H de G comme
ci-dessus et l’ensemble des sous-tores de T contenant T N dér(G).

Bibliographie

[Ch05] C. Chevalley, Classification des groupes algébriques semi-simples (avec la
collaboration de P. Cartier, A. Grothendieck, M. Lazard), Collected Works,
vol. 3, Springer, 2005.

[DG70] M. Demazure, P.Gabriel, Groupes algébriques, Masson & North-Holland,
1970.

[GiTl] J. Giraud, Cohomologie non abélienne, Springer-Verlag, 1971.

[Se64] J.-P.Serre, Cohomologie galoisienne, Springer-Verlag, 1964 ; 5eme éd. 1994.

(6)N.D.E. : On a supprimé hypothése que H soit rétrocompact dans G, qui est automatiquement
vérifiée car, d’apres VIg 5.5, G et H sont séparés et quasi-compacts sur S, donc H <— G est quasi-
compact d’aprés EGA IVy, 1.1.2 (v).

262






EXPOSE XXIII

GROUPES REDUCTI}F‘S : UN;CITE DES GROUPES
EPINGLES

par M. DEMAZURE

Le but de cet exposé est la démonstration du théoréme d’unicité (Théoreme 4.1). 263
Celui-ci a été démontré par Chevalley dans le cas d’un corps algébriquement clos; la
méthode de réduction au rang deux utilisée ici est également due & Chevalley (voir
Bible, exp. 23 et 24). Chemin faisant, nous obtenons une description explicite des
groupes réductifs par générateurs et relations (3.5).

1. Epinglages

Définition 1.1. — Soient S un schéma, (G, T, M, R) un S-groupe déployé (XXII, 1.13).
On appelle épinglage V) de ce groupe déployé la donnée d’un systéme A de racines
simples de R et pour chaque o € A d’une section X,, € I'(S, g*)*.

Autrement dit, un épinglage du groupe réductif G sur le schéma non vide S est la
donnée :

(i) d’un tore maximal T,

ii) d’un groupe abélien M et d’un isomorphisme T ~ Dg(M),
iii) d’un systéme de racines R de G par rapport a T,
iv) d’un systeme de racines simples A de R,

v) d'un X, € T'(S,g%)* pour tout o € A, c’est-a-dire d’'un

(
(
(
(

Uq = exp,,(Xo) € UX(S) pour tout « € A,

vérifiant la condition (D 1) de Exp. XXII, 1.13 (en effet la condition (D 2) de loc. cit. 264
est automatiquement vérifiée ()).

(UN.D.E. : Demazure nous indique que, derriére cette terminologie, il y a I'image du papillon (que
lui a fournie Grothendieck) : le corps est un tore maximal T, les ailes sont deux sous-groupes de Borel
opposés par rapport & T, on déploie le papillon en étalant les ailes, puis on fixe des éléments dans les
groupes additifs (des épingles) pour rigidifier la situation (c.-a-d., pour éliminer les automorphismes).
(2)N.D.E. : Elle est impliquée par la condition (v), i.e. 'existence d’une section X4 € I'(S, g*)*.
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Tout groupe déployé possede un épinglage ; en particulier, tout groupe réductif est
localement épinglable pour la topologie étale.

1.2. Si G est un S-groupe épinglé, c’est-a-dire un S-groupe déployé muni d’un épin-
glage, il est muni canoniquement du systeme de racines positives Ry défini par A,
du sous-groupe de Borel B = Bgr, correspondant, du sous-groupe de Borel opposé
B~ = Bg-, des groupes unipotents U = B*, U~ = (B7)*, de l'ouvert U™ - T - U, etc.
De méme, pour chaque a € A, on a un isomorphisme canonique de groupes vectoriels

x
[}

Do Ga s — Uy, T — expgy (2Xy) = u

normalisé par T avec le multiplicateur «, et dont la donnée équivaut a celle de X,
(Exp. XXII, 1.1).
Par dualité, on en déduit un X_, € I'(S,g~*)* et un isomorphisme

P-a: Ga,S S U_,
qui est le contragrédient du précédent (Exp. XXII, 1.3). On posera (Exp. XX, 3.1)
Weo = woz(on) = pa(l)p—a(_l)pa(l) = p—(x(_l) pa(l)p—a(_l)-

On a alors (loc. cit. 3.1, 3.7)

Nous utiliserons systématiquement les notations précédentes dans la suite.

Définition 1.3. — Soient S un schéma, (G, T,M,R, A, (X,)) et (G',T/,M’,...) deux
S-groupes épinglés. On dit que le morphisme de groupes déployés (Exp. XXII, 4.2.1)

f:G—G
est compatible avec les épinglages, ou définit un morphisme de groupes épinglés si la
bijection d : R — R’ qui lui est associée (cf. loc. cit.) vérifie d(A) = A’ et si, pour tout

a €A ona

fexp, (Xa)) = expy(a) (X)) e, f(ua) =uge). &

(3)N.D.E. : On a noté d la bijection R —- R’ (au lieu de u), pour éviter la notation u;(a).
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1.4. Sion note g(a) lentier de loc. cit., on a donc

f(pa(z)) = p;(a)(xqm)) pour « € A,
donc aussi
fp-alz)) = p/—d(a) (33(1(&))’ flwa) = wfj(a) :
Rappelons (Exp. XXII, 4.2) que 'on a pour tout @ € R, et tous z € G,,(S'),t € T(S):

F(a(2) = (d(a)* ()™ = d(a)*(2), d(a)(f()) = o).

1.5. Appelons donnée radicielle épinglée une donnée radicielle munie d’un systeme
de racines simples, et p-morphisme de données radicielles épinglées un p-morphisme
de données radicielles (Exp. XXI, 6.8) transformant racines simples en racines simples.

Si G est un S-groupe épinglé, on note Z(G) la donnée radicielle épinglée corres-

pondante (c’est la donnée radicielle de Exp. XXII, 1.14 munie de A). Soit p I'entier
défini en Exp. XXII, 4.2.2. On a alors

Scholie 1.6. — La correspondance G — Z(G) définit un foncteur de la catégorie des
S-groupes réductifs épinglés dans celle des données radicielles épinglées (avec pour
morphismes les p-morphismes).

1.7. Les groupes épinglés Za,
Soit A; une partie du systeme de racines simples A du groupe épinglé G. Soit Ta,
le tore maximal de [ Ker(a) ; posons
Za, = Centr(Ta, ).

Notons R/ =Z-A;NR; on sait (Exp. XXII, 5.10.7) que Za, est un S-groupe réductif,
de radical Ta,, que (T,M,R’) en est un déploiement et A; un systéme de racines
simples. Il en résulte que (Za,, T,M, R/, A1, (X4 )aea, ) est un S-groupe épinglé. Nous
munirons toujours Za, de cet épinglage. En particulier, on considérera les groupes

[I<VANY

Za = Z{ay, Zap = L{a,p}-
On note Ba, = BN Za, ; on sait (loc. cit.) que c’est le sous-groupe de Borel canonique
) de Za,, et que sa partie unipotente est Ua, = UNZa,. En particulier, on a

B, =T U,.
On notera
Uap = Ugay =UNZas = ] U,
YER,
ol Rzﬁ désigne ’ensemble des racines positives combinaison linéaire de « et de 3.

Soit maintenant f : G — G’ un morphisme de S-groupes épinglés. Si d : R — R’
est la bijection correspondante et si A; est une partie de A, alors d(A;) = A} est
une partie de A’; et il est clair que f envoie Ta, dans T’A,l, donc Za, dans Z/A’l' Le
S-morphisme correspondant :

(ON.D.E. : c.-a-d., le sous-groupe de Borel de Za, correspondant a R, =R’ NRy.
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fAl : ZAl - Z:j(A’l)
est compatible avec les épinglages canoniques; il définit un morphisme de données
radicielles épinglées

R(fa,)  R(La,, T, M, ...) — Z(Zpy, T M, .. )
et les morphismes M’ — M sous-jacents & Z(f) et Z(fa,) coincident.

1.8. Etude du groupe Norm(T)

Pour chaque couple («, 3) de racines simples, notons n,g 'ordre de I’élément s,s3
du groupe de Weyl W. En particulier, on a nq4e = 1. On a donc (wawg)™# € T(S).

Définition 1.8.1. — Pour tout (a, ) € A x A, on pose
tag = (wawg)"? € T(S).
De plus, on pose (Exp. XX, 3.1)
to = taa = w2 = a*(—1) € T(S).

Proposition 1.8.2. — Soit H un S-foncteur en groupes transformant sommes directes
de schémas en produits (par exemple un faisceau pour la topologie de Zariski). Soient
fr:T—H

un morphisme de groupes et hy (o € A) des éléments de H(S). Pour qu’il existe un
morphisme de groupes (nécessairement unique)

fn : Norm(T) — H
qui induise fr sur T et tel que f(wy) = ho pour o € A, il faut et il suffit que les deuz
conditions suivantes soient vérifiées :
(i) Pour tout a € A, on a

fr(sa(t)) = ha fr(t)hg’
pour tout t € T(S'), S" — S (i.e. fr o s, =int(ha) o fr).
(ii) Pour tout (o, 3) € A X A, on a

fr(tap) = (hahp)"".

Munissons en effet (Sch) de la topologie ¢ engendrée par la prétopologie dont les
familles couvrantes sont les sommes directes; I’hypothese de I’énoncé dit que H est
un é-faisceau. Soit L le groupe libre de générateurs (mq)acr et L1 le sous-groupe
invariant engendré par les éléments (momg)™*?, (o, 3) € A x A. Soit g : L — W
le morphisme défini par g(m,) = s, ; on sait (Exp. XXI, 5.1) que g induit un iso-
morphisme g de L/L; sur W. Faisons opérer L sur T par l'intermédiaire de g (ou, ce
qui revient au méme, par mq -t = s,(t)). Soit Lg le groupe constant défini par L,
considérons le produit semi-direct T - Lg = N pour l'opération précédente. On a un
morphisme de S-groupes

h: T-Lg =N — Normg(T)
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unique tel que h(mgy) = wq, h(t) =t pour tout t € T(S'), S — S. Soit Ny le sous-
faisceau en groupes distingué de N engendré par les
t;é - (mamg)"e?, (o, B) € A x AL
On a évidemment N; C Ker h ; considérons le morphisme induit
hi1 : N/N; — Norm (T).

Prouvons que hy est un isomorphisme. Comme h induit sur T I'immersion canonique
qui est un monomorphisme, le morphisme canonique

T — N/Nj.

est également un monomorphisme, donc induit un isomorphisme de T sur TN /Nj.
Pour la méme raison Ay induit un isomorphisme de TNy /Ny sur T'; pour prouver que
h1 est un isomorphisme, il suffit donc de vérifier que le morphisme correspondant

he : N/TN; — Norm(T)/T
est un isomorphisme. Or TN; est le sous-%-faisceau en groupes distingué de N en-

gendré par T et les (mqymg)™*?, ¢’est-a-dire le sous-¢-faisceau engendré par T et Ly,
c’est-a-dire T - (L1 )s. Le morphisme hs s’identifie donc au morphisme

g:Ls/(L1)s — Ws
qui est un isomorphisme par construction.

La démonstration de 1.8.2 est maintenant facile; les conditions sont évidemment
nécessaires ; prouvons qu’elles sont suffisantes. La condition (i) montre qu’il existe un
morphisme

u:N—H

tel que u(mg) = he pour a € A, et ult = fr. La condition (ii) dit que u s’annule sur
Ny, ce qui entraine aussitot le résultat.
1.9. Fidélité du foncteur Z#
Proposition 1.9.1. — Le foncteur Z de 1.6 est fidéle : si
fig:G=G'
sont deux morphismes de groupes épinglés tels que Z(f) = %#(g), alors f = g.

En effet, f et g coincident sur T, U, (o € A) et U_, (a € A); il suffit donc
d’appliquer :

Lemme 1.9.2. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif épinglé, H un S-
préfaisceau en groupes, séparé pour (fppf). Soient
fr9:G=H

deux morphismes de S-groupes. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f=g.

(ii) f et g coincident sur T, sur chaque U, (a € A), sur chaque U_, (a € A).

(iii) f et g coincident sur T, sur chaque U, (o € A) et f(wa) = g(wa) pour chaque
o€ A.
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En effet, (i) = (ii) est trivial, (ii) = (iii) résulte aussitot de la définition de wq
(1.2). Reste a prouver (iii) = (i). Si a € R, il existe une suite {a;} C A avec o =
SaySas ' Say, (ny1) donc

Uq = int(wa, - wa,, )Ua,

ce qui prouve que f et g coincident sur chaque U,. Il s’ensuit que f et g coincident
sur 2, donc coincident (Exp. XXII, 4.1.11).

Remarque 1.9.3. — Si G est semi-simple, on peut, dans (ii) et (iii) supprimer I’hypo-
these que f et g coincident sur T. En effet, G est engendré comme faisceau (fppf) par
les Uy, a € R (Exp. XXII, 6.2.2 (a)).

2. Générateurs et relations pour un groupe épinglé

Dans cette section, on se fixe un S-groupe épinglé G. Si o, # € A, on emploiera les
notations Zq, Zag, Uag, Rig de 1.7.

Théoréme 2.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe épinglé, H un S-faisceau en
groupes pour (fppf). Soient
fn i Normy (T) — H, fa: U, —H, «a€R,

des morphismes de groupes. Pour qu’il existe un morphisme de groupes (nécessaire-
ment unique)

f:G—H
prolongeant fx et les fo (o € R), il faut et il suffit que les conditions suivantes soient
satisfaites :
(i) Pour tout oo € A et tout B € R, on a

int(fn(wa)) o fo = fSa(ﬁ) o int(wy).
(ii) Pour tout o € A, il existe un morphisme de groupes
Fo.:72,—H

prolongeant fa ’ f—oc et fN |Normza (T)-

(iii) Pour tout couple (o, B) € A X A, il existe un morphisme de groupes Uyg — H
induisant f, sur U, pour tout vy € Rgﬁ (i.e. Uy C Ugg).

2.1.1. — Démonstration. Les conditions de ’énoncé sont évidemment nécessaires.
Choisissons d’autre part une structure de groupe totalement ordonné sur I'o(R) de
maniere que les racines > 0 soient les éléments de Ry (Exp. XXI, 3.5.6) ; tout produit
indexé par une partie de R sera pris relativement a cet ordre. Notons fr la restriction
de fn a T et considérons le morphisme

f:Q—H
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défini ensemblistement par

FUTT verte I 2a | =] falva) - fr@®) - ]| falza)-
a€R_ a€R 4
Tout morphisme vérifiant les conditions de 1’énoncé doit prolonger f; d’autre part
tout morphisme de groupes f : G — H prolongeant f prolonge aussi fx : en effet,
prolongeant f, et f_,, il vérifie f(ws) = Fo(ws) = fx(we) et il prolonge fr par
hypothese. Par Exp. XXII, 4.1.11 (ii), on est donc ramené & prouver :

Proposition 2.1.2. — Le morphisme [ : Q0 — H défini ci-dessus est « génériquement
multiplicatif » ; plus précisément, pour tout S' — S et tous x, y € Q(S') tels que

zy € Q(S), on a f(zy) = f(x)f(y).

Lemme 2.1.3. — Soit n € Normq(T)(S"), S — S, et soient a, § € R tels que
int(n)Uy = Ug (i.e. T(a) = B3), alors on a

int(fn(n)) o fo = fzoint(n).

En effet, il suffit de vérifier la formule pour un systeme de générateurs du faisceau
Norm (T); elle est vraie pour chaque wy, a € A (par 2.1 (1)), il suffit donc de le faire
pour n € T(S"). Clest trivial par 2.1 (ii) si « est simple; sinon, on prend un w € W
tel w™(a) € A; écrivant w comme produit de réflexions simples, (®) on est ramené &
prouver que si la formule est vraie pour « et pour tout n, elle l'est aussi pour wq,, ()

et t € T(S), ot ag € A. Or, par 2.1 (i), on a:
It (fx (1)) © funy (@) = it (fx(twag)) © fo o int(wg,))

— fwa0 (o) © Int(twy, ) © int(w;ol).

Lemme 2.1.4. — La restriction de f ¢ U (resp. U™) est un morphisme de groupes. En

particulier, cette restriction est indépendante de l'ordre choisi sur les racines.

11 suffit de faire la démonstration pour U. En vertu de Exp. XXII, 5.5.8, il suffit de
vérifier que pour tout couple o < 3 de racines positives, on a pour tous z, € Uy(S'),
Tg € U/}(S/), S’ — S,

fo(wp) fa(xa) fa(zy') = f(apzany’).
D’apres Exp. XXII, 5.5.2 il existe des z, € U,(S) (y=ia+jBE€R,i>0,j>0)
tels que
acg;vamgl = H;vv,
¥
et on doit donc vérifier la relation

fo(ze)falea)folezt) = [T ey

y=iatjf
i>0,520

(®)N.D.E. : On a remplacé « symétries fondamentales » par « réflexions simples ».
(®)N.D.E. : On a corrigé i,j > 0 en i > 0, j > 0 (puisque z, apparait dans le produit de droite).
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Par Exp. XXI, 3.5.4, il existe un w € W tel que w(a) = ag € A, w(B) € Ayyp,
(notations de 1.7), ou By € A. Relevant w en un n € Normg (T)(S) (par Exp. XXII,
3.8) il suffit de vérifier la relation précédente apres conjugaison par fx(n). Par 2.1.3,
on est donc ramené au cas o o, 3 € RIO 5, Cas ol on conclut par la condition 2.1 (iii).

Lemme 2.1.5. — Soit n € Normq(T)(S) tel que int(n)U = U~ (i.e. que T soit la
symétrie du groupe de Weyl (V) (Exp. XXI, 3.6.14)). Pour tout u € U(S"), ' — S
(resp. ue U= (S), S = S), on a

flrun™") = fx(n)f(u) fu(n™h).
Immédiat par 2.1.3 et 2.1.4.
Lemme 2.1.6. — Soient uw € B(S'), ve B~ (5), g € Q(5), S" — S. Alors
flugu) = f(v)f(9)f(w).

En effet, posons v = vity, g = vatous, u = tzus, avec v; € U~ (S'), t; € T(S),
u; € U(S'). On a

f)f(9)f(w) = f(vr) frta) f(v2) fr(t2) f(u2) fr(ts) f(us),
d’une part et
f(’UgU) = f(’UltlUgtl_ltltgt3t51U2t3U3)
= f(’Ul . tﬂ]gtl_l)fT(t1t2t3)f(t3_1U2t3 . Ug).

Utilisant 2.1.4 pour décomposer les deux termes extrémes de cette derniere expression,
on obtient

flogu) = f(or) f(troatyh) fr(trtats) f (85 uats) f (us).

On est alors ramené aux formules évidentes

ftroatyh) = fo(ta) f(v2) fr(tn) Y, F(t5 M usty) = fro(ts) ™1 f (u2) fr(ts),
qui résultent de la définition de f et de 2.1.3.
Lemme 2.1.7. — Soient o € A et g € Q(S') Nint(w,) " 1Q(S’), S’ — S. Alors

Flwaguwi') = f(wa) f(9)fx(wa) "
En effet, soit g € Q(S), S’ — S. Ecrivons, par Exp. XXII, 5.6.8
f=ax_otxyb,
avec a € U_g(5), z_q € U_o(Y), t € T(S), zo € Uy(S), b € Ug(S'). Par 2.1.3,
2.1.4 et le fait que s, permute les racines positives # a (cf. Exp. XXI, 3.3.2), on a
int(wy)a € U_5(S), int(wy)b € Ug(S)

et la formule & démontrer est vraie pour ¢ = a ou g = b. Par 2.1.6, on est donc ramené

a démontrer lassertion cherchée lorsque g = x_, txz, € Zo(S'). Mais alors « tout se
passe dans Z, » et on conclut par la condition (ii) de 2.1.

(DN.D.E. : relativement & A.
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Lemme 2.1.8. — Soit n € Norm,(T)(S). Pour tout " — S et tout g € Q(S’) tel que
int(n)g € Q(S'), on a
flngn™") = fx(n)f(9) fu(n)~".

C’est trivial si n € T(S) (par 2.1.3). Les deux membres de la formule précédente
définissent des morphismes de © N int(n)~*Q dans H; pour vérifier qu’ils coincident,
il suffit de vérifier qu’il existe un ouvert V,, de 2, contenant la section unité tel que
int(n)V,, C Q, et que f oint(n) et int(fx(n)) o f coincident sur V,,. En vertu de la
structure de Norm (T), il suffit de prouver que si assertion précédente est vraie pour
un n’ € Norme (T)(S) et si o € A, elle est vraie pour n = n’w,. Posons

V., = QnNint(we) 'V, .
On a int(n)V,, C int(n')V,, C Q. Si g € V,(S), on a
int(n)g = int(n') int(wy)g.
Or int(wgy)g € V,/(S'), donc par hypothese
F(int(n') int(wa)g) = int(fu(n)f(int (wa)g) ;

comme int(wg,)g € (), on peut appliquer 2.1.7, qui donne

f(int(wa)g) = int(fx(wa))f(9),

et on conclut aussitot. 276
Démontrons maintenant 2.1.2. Soient x, 2’ € Q(S’) ; écrivons comme d’habitude

x = vtu, ' =t

d’ou
xz' = vt(uw" )t
Par 2.1.6 et la relation U~ (S")Q(S")U(S") = Q(S’), on est ramené & prouver que si
wv’ € Q(S'), on a f(uv') = f(u)f(v'). Soit n € Normg(T)(S’) comme dans 2.1.5 (ii).
On a
fu) = fx(n) ™" f(nun™") fu(n), F@') = fu(n) = f(o'n ™) fu(n),
par loc. cit., d’olt
F) f(') = fu(n) " f(nun™") f(mo'n™") fr(n).
Mais nun—t € U=(S'), nv'n=! € U(S), de sorte que
F(nun=Y) f(ne'n 1) = f((un~1)'n 1) = f(nur'n ),
ce qui donne
F)f(') = fu(n) " f(nuw'n™) fr(n).

Si v’ € Q(S'), on peut appliquer 2.1.8 et on a terminé.
Remarque 2.2. — Au lieu de se donner fy, on peut se donner un morphisme de

groupes fr : T — H, des sections h, € H(S) (o € A), vérifiant les conditions de
1.8.2. 11 faut alors remplacer la condition (ii) du théoréme par

(ii") I existe un morphisme de groupes F,, : Z, — H qui prolonge 277
for f—as fr et vérifie F,(wa) = hq.
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Nous allons maintenant donner au théoreéme précédent une forme plus explicite.
Gardons les notations précédentes.

Théoreme 2.3. — Soient S un schéma, G un S-groupe épinglé. Soient H un S-faisceau
en groupes pour (fppf),
fr: T—H, fa: Uy —H, a€eA,

des morphismes de groupes et
he € H(S), (a € A),
des sections de H. Pour qu’il existe un morphisme de groupes
f:G—H

(nécessairement unique) induisant fr et les fo (v € A) et vérifiant f(wy) = hyo pour
tout o € A, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

(i) Pour tout 8" — S, tout t € T(S'), tout « € A et tout x € Uy(S'), on a

(1) frt) fa(@)fr(t)™" = fa(int(t)z).
(ii) Pour tout o € A, tout S — S, tout t € T(S'), on a
(2) hafr(the' = fr(sa(t)) = fr(t- o a(t)™).
(iii) Pour tout (o, 3) € AX A, on a
3) (hahp)"*? = fr(tap)-
278 (iv) Pour tout o € A, on a (rappelons qu’on note u, = exp,(Xa))
(4) (hofa(ua))® = e.

(v) Pour tout (o, B) € A x A, a # (3, il existe un morphisme de groupes
fag . Uaﬁ —H

vérifiant les deux conditions suivantes :

a) On a
(5) faﬁ‘Ua :fom faﬁ‘Uﬁ :fﬁv

b) Pour tout v € R} 5, v # a (resp. v # 3), et tout x € U (S'), S' — S, on a
(6) () fap () = fap(int(wa)2),

(resp.  int(hg) fap(x) = fap(int(wa)z)).

Démonstration. L’unicité est claire par 1.9.2. Prouvons ’existence.

Lemme 2.3.1. — i existe un morphisme de groupes
fn o Norm (T) — H
prolongeant fr et vérifiant fx(ws) = hg-

279 C’est en effet ce qu’affirme 1.8.2, compte tenu des conditions (2) et (3).
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Lemme 2.3.2. — [l existe un morphisme de groupes
F,:7Z, — H, a €A,
prolongeant fr, fo et vérifiant Fo(wa) = ha, donc prolongeant fx|Norm, (T)-
C’est clair par Exp. XX, 6.2 et les conditions (1), (3) et (4).
Lemme 2.3.3. — Pour tout (o, 3) € A X A, o # 3, tout n € Normy (T)(S) tel que

n(a) = a (resp. n(a) = B), i.e. int(n)Uy, = U, (resp. int(n)U, = Ug), tout S’ — S
et tout x € Uy(S'), on a

int(fx(n))fa(@)
resp.  int(fx(n))fa (@)

fa(int(n)x)
fa(int(n)z).

En effet, il existe un ¢t € T(S) et une suite {a;} C {«, 5} tels que n = twg, -+ Wa, -
La condition est vérifiée pour n = ¢ par la condition (1). On peut donc supposer n =
Wq, * - Wa, - Faisons la démonstration par récurrence sur k, i.e. supposons l’assertion
prouvée pour tout n qui s’écrit comme un produit de moins de k£ — 1 réflexions simples
(et vérifie les hypotheses du lemme). Considérons les racines

Vi = Sa; " Sy (a)

Si tous les ~; sont positifs, i.e. appartiennent a RIB, on peut appliquer la condition
(v) de 2.3.; prenant les notations de 2.3 (v), on conclut aussitot par récurrence que

int (fN(Wa, =+ Wa,)) fa(®) = fap(int(wa, . .. wa,)T),

soit pour ¢ = k la propriété cherchée. Si tous les 7; ne sont pas positifs, il existe un 280
indice j < k tel que
v € Ry, Yj+1 & Ry
Comme 7j11 = Sq,(7;), il s’ensuit aussitot que v; = a;, par Exp. XXI, 3.3.2, donc
que 7; est a ou 3, et on peut décomposer n en
n=mn"-n",
N =Wy Wayy

"

n' et n”’ vérifiant les hypotheéses du lemme et étant produit de moins de k—1 réflexions,
donc vérifiant par I’hypothese de récurrence la conclusion du lemme.

Lemme 2.3.4. — Soit « € R. Sin,n’ € Normy(T)(S) et 3,08 € A vérifient n(a) = 8
et 7'(a) =0, on a

int (fT(n)fl) fg(nznfl) = int (fT(n')fl) fg/(n’xn’fl),
pour tout © € Uy (S), S — S.
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11 suffit de vérifier que si n(a) = 3, o, B € A, alors int(fr(n)) o fo = fg o int(n).
Or d’apres le lemme de Tits (Exp. XXI, 5.6), il existe une suite de racines simples
Qg =, ai,...,0, = 0, et une suite d’éléments w; € W, i =0,1,...,m — 1, avec

= Wp—1 - - Wo,

wi(ai):ai—O—la 1=0,1,...m—1,
la condition suivante étant en outre vérifiée : pour tout ¢ = 0,1,...m — 1, il existe
une racine simple (; telle que

w; € Wa7/37, ;41 = Q5  OUu ﬂz
On est alors ramené par récurrence au cas traité dans le lemme précédent.
Lemme 2.3.5. — Il existe une famille de morphismes de groupes f,’y :Uy, —H,v€R,
vérifiant

(i) Pour a € A, on a fl, = fo et f., =Falu_., ot F, est défini dans 2.3.2.

(ii) Pour a, B € A ety € Rzﬁ, on a fi = faplu,-

(iii) Pour tout n € Norme (T)(S) et a, 8 € R tels que Ti(a)) = 5, on a

int(fn(n))fo(z) = fa(int(n)z)
pour tout x € Uy(S), S — S.

Pour toute racine a € R, il existe un n € Norm (T)(S) tel que 7i(«) € A. Définis-
sons alors f! (z) comme l'expression de 2.3.4. Celle-ci est indépendante du choix de n
et f! est bien un morphisme de groupes. La propriété (iii) est vérifiée par construc-
tion. La premiére assertion de (i) est claire (prendre n = e), la seconde aussi (prendre
n = w, et appliquer 2.3.2); si vy € Rgﬁ, (o, B € A), il existe n € Normgy (T)(S) tel
que 7(t) = a ou @; on applique alors (iii) et les conditions (5) et (6) et on a prouvé
(ii).

2.3.6. — Démontrons maintenant le théoréme en prouvant que les conditions de 2.1
sont vérifiées, pour les morphismes fy et f., « € R.

2.1 (i) résulte de 2.3.5 (iii),

2.1 (ii) résulte de 2.3.5 (i) et 2.3.2,

2.1 (iii) résulte de 2.3.5 (ii) et du fait que f,p est un morphisme de groupes.

Un corollaire évident est :

Corollaire 2.4. — Soient S un schéma, G un S-groupe épinglé de rang semi-simple
> 1, H un S-faisceau (fppf) en groupes. Pour chaque («, 8) € A x A, soit

Fog:Zop — H
un morphisme de groupes. Pour qu’il existe un morphisme de groupes
f:G—H
induisant les Fog, il faut et il suffit que pour tout (o, 3) € A x A, on ait
Foslz, = Faa-
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La condition est évidemment nécessaire. Supposons-la vérifiée. Posons fr = Foq|T
(qui ne dépend pas de a, car Foo|r = Fop|r = Fgg|r). Posons

Pa = Foza|Ua7 ha = Faa(wa)7 faﬁ = FO&[3|UuB'

Les conditions de 2.3 sont évidemment vérifiées : (1), (2), (4) «se vérifient » dans Z,,
(3), (5) et (6) dans Z,g. Il existe donc un morphisme f : G — H prolongeant fr, les
fa, c € A et vérifiant f(wqa) = hq; il coincide avec Fopg sur des générateurs de Zqg,
donc vérifie f|z,, = Fag.

On a également le corollaire technique suivant :

Corollaire 2.5. — Soient S un schéma, G et G’ deux S-groupes épinglés de rang
semi-simple 2, q¢ un entier > 0 tel que x — z9¢ soit un endomorphisme de G, g,
h:%(G") — Z(G) un g-morphisme de données radicielles épinglées. Choisissons pour
chaque o € Ry un Xo € I'(S,9%)* et un Xj ) € ['(S, g @)% (prolongeant les choizx
canoniques pour a € A). Supposons réalisées les conditions suivantes :

(i) i A ={a, B}, on a Ds(h)(tas) = tyayacs)-

(ii) Pour tout o € A et tout B € Ry, B # a (d’ot s4(8) € Ry), si z € G, (S) est
défini par

Ad(wa)Xp = 2Xs, (8),

on a aussi

_ B
Ad(Wi(a)Xas) = 277 Xl (8
(iii) 1l existe un morphisme de groupes f : U — U’ tel que pour tout « € Ry, on
ait pour tout © € G4(S'), S’ — S.
f(exp(aXa)) = exp(x¥Xy(q))-
Alors il existe un morphisme de groupes épinglés G % G/ tel que Z(g) = h.
En effet, on définit f, : U, — G’ par
falexp(aXa)) = exp(z7 X))

on pose fr = Dg(h), hy = w;(a). Les conditions de 2.3 sont vérifiées (remarquer que
q(sa(B)) = q(B) (Exp. XXI, 6.8.4) et que 'on a toujours Dg(h)(t,) = tii(a)) et on
conclut aussitot.

Remarque 2.6. — On peut préciser ainsi la condition (v) de 2.3. On doit d’abord
vérifier :

(a) Pour tout mot en w, et wg tel que le mot correspondant transforme o ou B en
a ou 3, la relation du type 2.3.3 correspondante est vérifiée. En fait la démonstration
de 2.3.3 montre qu’il suffit de le vérifier pour les mots en w, et wg qui sont minimaux
(au sens que tout sous-mot initial non trivial ne vérifie pas les conditions imposées).

Si la condition (a) est vérifiée, on peut maintenant définir pour chaque v € Rzﬂ un
fy:U, — H comme en 2.3.5; on doit alors écrire :

283
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(b) Le morphisme défini par les f,
U= ] U, —H

'VER:,B
est un morphisme de groupes. D’apres Exp. XXII, 5.5.8, (b) est entrainé par :
(b’) Le morphisme précédent respecte les relations de commutations entre U, et

Us pour v,0 € Riﬁ, v > § (i.e. les relations en C; ; s de Exp. XII, 5.5.2).

11 est clair que réciproquement, I’ensemble des conditions (a) et (b') est équivalent
a (v).

On peut méme réduire les conditions précédentes a des conditions portant unique-
ment sur les éléments hqy, hg, fo(ta), f3(ug) de H. Une condition du type (a) s’écrira
par exemple, si $45354(8) = o :

(1) int(hahgha)fa(z) = fo(int(wowswe)x);

pour tout z € U, (S'), S’ — S. En particulier, pour z = ug, on a int(wawawa)ug = u?
pour une certaine section z de G,,(S), et la relation précédente donnera

(1/) int(hahﬁha)fﬁ(uﬁ) = fa(ua)z~

Montrons que réciproquement, en tenant compte des conditions (i) & (iv) de 2.3, (1')
entraine (1). Si t € T(S'), S’ — S, faisons opérer int(t) sur (1’); tenant compte des
conditions (i) et (ii), on obtient (1) pour = = int(t)ug = ug(t). 11 suffit de remarquer
maintenant que 8 : T — G, s est fidelement plat, donc que la condition (1) est
certainement vraie pour x € U,(S')*, S’ — S. Comme elle est additive en = et que
toute section de U, s’écrit localement comme somme de deux sections de U}, on en
conclut bien que (1) + (i) + (ii) = (1).

On raisonne de méme avec les conditions du type (b). Il faut alors se servir du fait
que si v et 4/ sont deux racines positives distinctes (et donc linéairement indépendantes
sur Q), le morphisme T — G1277,,S de composantes v et 7’ est fidelement plat. Nous
laissons au lecteur les détails de cette transposition.

3. Groupes de rang semi-simple 2

3.1. Généralités

Lemme 3.1.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe épinglé, o et B deux racines de
G, avec a+ 3 #0.

(i) Sia+8¢R, ona
exp(Xa) exp(Xg) = exp(Xp) exp(Xa)
pour tous X, € W(g®)(8'), Xz € W(g?)(5'), S’ — S.
(ii) Si o+ B et a — 3 ne sont pas racines, on a
Wa(2a) eXp(Xﬂ)wa(za)_l = exp(Xp)
pour tous Xz € W(g?)(5), 2o € W(g*)*(S'), S’ — S, et
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Wa(za)wp(28) = wp(28)wa(za)
pour tous z, € W(g*)*(S) et 25 € W(g?)*(5'), S’ — S.

(iii) Soient X, € W(g¥)*(S'), X5 € W(g?)*(S"), et w € Normq (T)(S') tels que
w(a) = B définissons z € G, (S') par

Ad(w)X, = 2X3.
Alors
int(w) exp(xX,) = exp(xzXg),
int(w) exp(yX; ') = exp(yz~'X3"),
int(w)wa(Xa) = 67 (2)ws(Xp)-
En particulier, si z = %1, on a

int(w)wa(Xa) = wg(X@)z.

(iv) Si on pose t, = a*(—1), tg = f*(—1), on a
Sa(tﬁ) =g tgﬁ*)a)7 /B(toz) = (_1)((1*)6)'
Démonstration. (i) résulte aussitot de Exp. XXII, 5.5.2, (ii) de Exp. XX, 3.1 et de
(i) appliqué a (8, ), (8, —a), (=8, a), (=8, —a), (iii) est évident sur les définitions;

pour la derniere assertion de (iii), remarquer que 8*(—1) = ws(Xg) 2. Enfin, (iv) est
trivial.

Proposition 3.1.2 (Groupes de type Ay x A;). — Soient S un schéma, G un S-groupe
épinglé de type A1 x Ay, notons A =Ry = {«a, 5}.
(i) On a 287
tap = (Wawp)? = tals = (WawWa)* = taa.
(ii) On a
Ad(wq)Xg = Xz, Ad(wg)Xe = Xa.

(iii) Uy et Ug commutent (i.e. U est commutatif).

En effet, par lassertion (i) du lemme, on a
wawg = wﬁwa,
d’olt (wawg)? = wiw% = tqtg, soit (i). Par lassertion (ii) du lemme, on a également
(ii) ; enfin (iii) est l'assertion (i) du lemme.

3.1.3. — Explicitions ici la condition (v) de 2.3. En utilisant la méthode exposée en
2.6, on obtient les deux groupes de conditions suivants, en posant v, = fo(u ), pour
a€A:

ha’t}ghgl =
(A) {h 21 g (B) vavs = vgvq.
gvahﬁ Vo
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3.2. Groupes de type As
Proposition 3.2.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe épinglé de type As, notons
A= {aaﬁ?ﬁ R+ = {a7ﬂ7a+ﬂ}'
(i) On a
tap = (wawﬁ)g =€e= (wﬁwa)B =18a-
(ii) Posons Ad(wg)Xy = Xatg. Alors
Ad(wa)Xﬁ = _Xa+ﬁ7 Ad(wa)XaJr[j = Xﬁ, Ad(wg)Xa+ﬁ = —XQ.
(iii) Posons patp(x) = exp(aXatg) = int(wg) pa(z). On a :
Ps(Y) Pa(®) = pa(®) Ps(Y) Pats(zy).

3.2.2. — La démonstration occupe les numéros 3.2.2 & 3.2.7. D’abord, on a (8*,a) =
(a*,8) = —1, don a(tg) = B(ta) = —1.
Posons Ad(wg)Xqe = Xats; on a aussitot

Ad(wg)Xatp = a(tp)Xa = —Xa-
Posons

Ad(wa)Xg = 2Xats, 2 € G (S),
d’ou

Ad(we)Xaip = B(ta)z ' Xg = —271X5.

Nous savons (Exp. XXII, 5.5.2), qu’il existe une unique section A € G,(S) telle que

() P5(Y) Pa() = Pa(2) P (Y) Pats(Azy).

Il s’agit donc pour prouver (ii) et (iii) de montrer que A = —z = 1.

3.2.3. — Faisons opérer int(wg) sur la formule (4) précédente, on obtient :
(++) p—ﬁ(_y) pa-i-ﬁ(x) = poﬁ-ﬂ(x)p—ﬁ(_y) poz(_Axy)

3.2.4. — Par définition de p,1g, on a
wp Pa(®) Wy = pats(e),
ce qui s’écrit
ps(1) p—p(=1) p(1) pa(x) ps(—=1) p-p(1) ps(—1) = patp(x).

Comme pg et po+ commutent, o + 23 n’étant pas racine, cela s’écrit aussi

Ps(1) pa(@) ps(=1) = p—5(1) Parp(x) p-p(—1).
Utilisant maintenant (+) dans le premier membre et (+4) dans le second, on obtient :

Pa () ps(1) Patp(AZ) pp(=1) = patp(x) p-5(1) pa(Az) p—p(=1).

Comme «+ 20 (resp. a — 3) n’est pas racine, le premier (resp. second) membre s’écrit

Pa(®) Pats(Ax) resp.  Pa+p(x) pa(Ax)
et le terme de droite égale p,(Az) pays(z), puisque 2« + § n'est pas racine. Donc

Pa(2) Pa+p(AT) = pa(AT) pats(@)
ce qui donne (d’apres XXIT 4.1.3) A = 1.
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3.2.5. — Faisons maintenant opérer int(w, ) sur la formule (+), on trouve, en utilisant
le fait que A =1,

(+++) Port8(2Y) P-o(=7) = P—a(=2) Pacts(2y) Pa(—2 "' 2y).

3.2.6. — Ecrivons maintenant comme tout-a-I’heure

wa ps(y) wa' = patp(zy),
d’oli, comme p,, et po+s commutent, 290
Pa(1) Ps(y) Pa(—1) = p—a(1) pa+ts(2y) p—a(-1).

Utilisant maintenant (+) et (++4), cela s’écrit aussi

P5(Y) Pats(—Y) = Pats(zy) ps(—2"1y),
et comme pg et poy3 commutent, ceci donne z = —1.
3.2.7. — On a donc prouvé (ii) et (iii), prouvons (i). On a

W WG Wo = Wo Wg w;l wi = w;iﬁ [
d’ou
WE Wo WG Wo W3 = W3 w;}rﬁ tawg = wg w;}rﬁwﬁ_l -sg(ta) - tg =

-1
a

= Wq tatg  lg = Wola =W
ce qui donne
(wa wp)® = (wswa)® = e,

ce qui acheve la démonstration.
Remarque 3.2.8. — La condition (v) de 2.3 se traduit ici par (notant v, = fo(ua)) :

VgV = VaUg * hgvahgl,
1, — 1 _ _
(A)  havy'hy' = hgvahy (B) v -hpvahy' = hgvahy' - v,
Ve * hgvahgl = hgvahgl Vg
Posant va4 3 = int(hg)va, les trois derniéres conditions s’écrivent aussi 291

V3V = Vo U3Va+43,
(B) VaVa+p = Va+BVa;

Vgla+p = Va+pYg-

3.3. Groupes de type B,

Proposition 3.3.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe épinglé de type Bs, notons
A ={a,p}, Ry ={o,8,a+ 5,2a+ 5}.
(i) On a
tapg = (wawﬁ)4 =t, = (1U3wa)4 = t8a-
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(ii) Si on pose
Ad(wp)Xa = Xats, Ad(wa)Xg = X204
on a:
Ad(wa)Xatp = —Xatp,
Ad(wa)Xsass = Xz,
Ad(wg)Xatp = —Xa,
Ad(ws)Xaa+p = Xoats-
(iii) Posons pa+p(x) = exp(aXatg) = int(wg) pa(z)
P2a+5(2) = exp(2Xaatp) = int(wa) ps(z)-

Alors :
P8(Y) Pa(r) = Pa(@) Ps(Y) Pasts(2Y) P2a+s(2?Y),
Pa+p () pa(z) = pa(z) Pa+p (y) P2a+5(2:1?y)-
3.3.2. — La démonstration occupe les numéros 3.3.2 a4 3.3.6. On a (/*,a) = —1,

(a*, 8) = =2, d’olt a(ts) = —1, B(ta) = 1. Notons en passant que 3(to) = a(te) =1,
ce qui montre que t,, est une section de Centr(G). Posons

Ad(wg)Xa = Xatp,  Ad(wa)Xp = Xaa+s-
On a aussitot
Ad(ws)Xap = a(tp)Xa = —Xa,
Ad(wa)X2a48 = B(ta)Xs = Xg.

Comme (2a+ 3) + (8 et (2a + ) — 3 ne sont pas racines, on a

Ad(wg)X2a4s = Xaa+ts-
Il existe un scalaire k € G, (S) tel que

Ad(we)Xass = kXaip.
D’autre part, par Exp. XXII, 5.5.2, il existe des sections A, B, C € G,(S) telles que

1) P6(Y)Pa (@) = Pa(@)ps(Y)Pa+s(Azy) P2ats(Ba’y),

(2) Patp () Pa(®) = pa(®) Patp(y) P2a+s(Cry).

Il s’agit donc, dans (ii) et (iii), de prouver A=B =1, C=2, k= —1.
3.3.3. — Faisons opérer int(w,,) sur la formule (2). On trouve

3) P20+8(Y) P—a(—2) = P—a(=2) P2a+5(y)Pats(Akzy)ps (Ba?y).

Transformant de méme (2), on obtient
(4) Pa+5(ky) P-a(=2) = p-a (=) Pats(ky) ps(Cay).
Transformant (1) par int(wg), on a

(5) P—5(=Y) Pat5(2) = Pats(®) P—p(—Y) Pa(—AzY) P20t 5(Ba’y).
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3.3.4. — Ecrivons
WaPa (X)wﬁ_l = Pa+s(2).
Comme a + 23 n’est pas racine, cela donne
pp(1) pa(z) ps(—=1) = p-p(1) pa+p(x) p-p(=1).
Utilisant (1) au premier membre et (5) au second, on obtient
Pa(®) P5(1) Pats(AT) P2a+s (BmQ) p(—1) =
Patp(@) p—p(1) pa(AZ) P2y s(—Ba?) p_p(~1).

Comme pg commute & pa4g et paayp d'une part, et p_g commute a p, et paa4g
d’autre part, cela s’écrit

Pa() Pats(AT) poats(Br?) = Pa+5(2) pa(Az) P2a+p(—Bz?).

Transformant le second membre par (2), on obtient

Pa(T) pa+,3(Ax)p2a+,3(Bx2) = Pa(AT)pa+(T)p2a+p((AC — B)xQ)a

ce qui donne

3.3.5. — FEcrivons maintenant

waps (Y)Wt = Prats(y)-
Comme 3a + (8 n’est pas racine, cela donne
Pa(1) ps(y) Pa(—1) = p-a(l) P2a+s(y) P-a(—1).
Utilisant (1) au premier membre, (3) au second, on obtient 294

28 (Y)Pats(—AY)P20+8(BY) = P2a+8(Y) Pats(Aky) ps(By).

Comme po+3, P2a+3; €t pg commutent, cela donne aussitot

B =1, —A = Ak,
d’ol1 enfin
A=1, B=1, C=2  k=-1.
3.3.6. — On a donc prouvé (ii) et (iii). Prouvons (i). Tenant compte de I'égalité

sg(ta) = tat(ﬁa*’ﬂ) = to (puisque (a*,3) = 2), on a successivement :
WaWaWe = wawgw(;lta = Waa+gta,
WWQWRWaWSE = wﬁw2a+ﬁwgl -58(ta) - tg = Waatptals,
WaWEWaWEWaWEWe = WaWant Wy - Sa(tats) - ta = Ws o tote - to = wﬂ*lta7
d’ou
(wswe)* = ta,
et
(wawp)* = 55(ta) = ta,
ce qui acheve la démonstration.
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Remarque 3.3.7. — La condition (v) de 2.3 se traduit ici de la maniére suivante, en
295  posant va4g = int(hg)v, et vaayg = int(ha)vs :

VB Va = Va Vg Va+B V20445
Va+p Va = Va Va4 ’U%aJﬁg,
{int(hahﬁha)vﬁ = Vg, (B) { Voot U8 = U8 Voot 5,
int(hghohg)ve = Va, V2048 Va = Va V2045,
V2a+8 V8 = VB V20+4;
V2048 Vatp = Va+p V2a+8-

3.4. Groupes de type G,
Proposition 3.4.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe épinglé de type Go, notons
A ={a,f}, Ry ={o, 8,0+ 5,2a+ 3,3a + 5,3a + 26}.
(i) On a
tap = (Wawp)® = e = (Wpwa)® = tga.
(ii) Si on pose
Ad(wﬁ)Xa = Xot8; Ad(wa)XaJrﬁ = Xoa+8,
Ad(wa)Xp = —Xsat+s,  Ad(wp)Xza+s = Xzat28,
on a:
Ad(wa)X2a+8 = —Xa+s, Ad(wa)Xsza+s = Xg,
Ad(wa)Xsa+28 = Xsa+2s,  Ad(wg)Xays = —Xa,
Ad(wg)X2a+s = Xoat+s,  Ad(ws)Xsat2s = —X3za+s-
(iii) Si on pose
Pa+s(z) = exp(zXo4p) = int(wg) pa(z),
P2a+5(x) = exp(aXaayp) = int(wawg) pa(z),
P3ats( xp(2X3a+4) = int(wa) ps(—2),
P3a+2p(x) = exp(2X3at24) = int(wpwa) ps(—7),

)=¢e
)=e

296 on a :

P3(Y) Pa(®) = pa(®) Ps(Y) Pats(Ty) p2a+ﬁ($2?l) p3a+ﬁ($3y)p3a+2ﬁ (3332/2),
Port5(Y) Pa () = Pa() Pat 8(Y) Pratp(22Y) P3at 5 (32°Y)P3arap(32y°),
P20+5(Y) Pa () = Pa(¥) P2a+5(Y) P3a+s(32y),

P3a+6(Y) Ps(x) = Ps(2) P3a+6(Y) Pat2s(—TY),

P20+6(Y) Pat(T) = Pa+ts(T) P20+6(Y) P3a+25(32Y).

3.4.2. — La démonstration occupe les numéros 3.4.2 & 3.4.9. On a (f*,a) = —1,
(a*, 8) = =3, d'out B(ta) = a(tp) = —1. Définissons Xo 13, X2a+8, X3a+8 €t Xsat2s
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comme dans (ii). On a aussitot

Ad(wp)Xatp = a(tg)Xe = —Xa,

Ad(wa)X2a+s = a(ta)B(ta)Xats = —Xats,

Ad(wa)Xza+p = —B(ta)Xg = Xg,

Ad(wp)Xzat2s = a(ts)’B(ts)Xsats = —Xsa+s-
Enfin, comme (3a + 28) &+ « et (2a + 3) £ B ne sont pas racines, on a :

Ad(wa)X3a+28 = X3a+24, Ad(wp)X2a+5 = Xaa+8;
ce qui achéve de démontrer (ii).
3.4.3. — En vertu de Exp. XXII, 5.5.2, il existe des scalaires (® 297
A B,C,D,E,F,G,H,J € G,(S),
tels que
(1) ps(y) pa(x) = Pa () P3(Y) Pats(Azy) P2at3(Bx?Y) p3ass(Cr’y) psatas(Dr’y?).
2)  Parsy) Pa(®) = Pa() Pats(y) P2ats(ExY) P3ats(FLy) paatos(Gay?).
3) P20+5(Y) Pa (%) = Pa(T) P2ot-8(Y) P3ats(Hry).
(4) P3a+5(y) Pp(x) = ps(x) P3ats(Y) Psatas(JTy).
3.4.4. — Faisons opérer int(wg) sur (1), (3) et (4) :
() p-p(=y) patp(z) =
Pat8(%) P—p(—Y) Pa(—AzY) P2a15(BE”Y) P3atap(Ca’y)psass(—Day?).

(6) P20+6(Y) Pat+5(T) = Pa+6(2) P2a+5(Y) P3a+2s(Hry).

(7) P3a+28(Y) P—p(—x) = p—p(—T) P3a+28(Y) P3a+s(—Jzy).

Faisant de méme opérer int(w,,) sur (1), on trouve

(8) P3a+s(—y) Poa(—2) =
P—a(—) P3ats(—Y) P2ats(ATY) Pats(—Ba?y) ps(Ca’y)psa+s(Dar’y?).

3.4.5. — Ecrivons
wapa(T)wy' = patp(x),

soit, a 4+ 2 n’étant pas racine : 298
9) ps(1)pa(®)pa(—1) = p-p(1) pats(z)p-p(—1).
(8N.D.E. : On introduit ici des constantes absolues A, B,..., J. Ces constantes vont étre déterminées

dans les pages qui suivent; leurs valeurs sont A=B=C=D=1,E=2,J=-1,F=G=H=3,
cf. 3.4.8 page 195.



198 EXPOSE XXIII. GROUPES REDUCTIFS : UNICITE DES GROUPES EPINGLES

Transformant le premier membre de (9) par (1), puis (4), on obtient :
(10)  pa(1) pa(z) ps(—1)
= pa(@) p5(1) Patp(AL) P20+5(Ba?) paats(C’) paaros(Da’) ps(—1)
= Pa (@) p5(1) Pat 5(A2)P20+5(B2?) ps (1) P3a+5(Ca’) P3atas((D — CJ)a?)
= Pa () Pa+ 5(A2) P2015(B2?) P3ats(Ca?) paatas((D — CI)z?).
Transformons le second membre de (9) par (5), puis (7) :
(1) p—p(1) pass(z) p-p(=1)
= Patp () p-5(1) Pa(AZ) P2at 5(—B?) paatop(—Ca®) paats(—Dz’) p_p(—1)
= Pat5(T) Pa(AT) P2at 5(—B?) P3at25(—Ca®) p3ars((CI — D)z?).

Utilisant maintenant (2), ce second membre devient

(12)  pa(Az) pats(x) P2a48(AEZ?) p3ats(A*F2?) psatop(AGL®) x
P2a+8(—Bz?) p3at28(—Cz?) p3ats((CI — D)z®) =
Pa(AT) pats(®) p2a+s((AE=B)2?) p3ays((A’F+CJ—D)z?) psat2s((AG—C)z?).

Donc (9) se récrit :

Pa(Z) Pa+p(Az) p2a+5(Bx2)p3a+ﬂ(CI3)p3o¢+2/3((D - CJ)z?) =
Pa(A) pats(®) P2a+5((AE = B)2?) paats((A?F +CJ = D)2®) paatas((AG - C)z?)

ce qui donne

A=1, E = 2B, C+D=F+ClJ, F=0G.
3.4.6. — FEcrivons maintenant

waps(Y)wy" = Psats(—y),
299  soit, 4o + B n’étant pas racine :
(13) Pa(1)ps(Y) Pa(—1) = p—a(l) P3a+s(—Y) P—al(-1).
Transformons le premier membre par (1) :
Pa(1) P3(y) Pa(=1) = P5(Y) Pa+(—AY) P2a+5(BY) Paa+5(—Cy) paat2s(—Dy?).
Transformons le second membre de (13) successivement par (8), (6) et (4) :
P-a(1) P3ats(—y) p-a(—1)
= P3a+p(~Y) P2a+5(AY) Pat5(—BY) P5(CY) P3aras(Dy?)
= P3a+5(—Y) Pat5(—BY) P2a+5(AY) Paat25(—ABHY?) ps(Cy) paat25(Dy?)
= p(Cy) P3ats(—Y)Pat8(—BY) p2o+5(Ay) psat2s((D — CJ — ABH)y?)
= p5(CY) ot 8(—BY) P2a-+5(AY) P3at5(—Y) Psares((D — CJ — ABH)y?).
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Donc (13) se récrit :

p3(CY) Pa+5(—BY) p2a+5(AY) P3ats(—Y) P3a+28((D — CJ — ABH)Z/Q) =
P5(Y) Pats(—Ay) P2a+5(BY) Psats(—CY) P3a+2s(~Dy?)
d’ou
C=1, A=B, D-CJ-—ABH=-D.
Tenons compte des résultats déja obtenus :
A=B=C=1, E=2, F =G,
D+1=F+1, 2D =H+J.

3.4.7. — Ecrivons
WEP3a+3 (f)w,gl = P3a+28 (x)’

soit
pp(1) P3a+p(x) pa(—1) = p—p(1) psatas(®) p-p(—1).
Transformant le premier membre par (4), le second par (7), on obtient : 300
p3a+ﬁ($)p3a+2ﬁ(—J33) = p3a+2ﬂ(fﬂ) p3a+6(—J$)a
soit J = —1.
3.4.8. — Ecrivons enfin
wozpaJrﬁ(y)w;l = p2a+ﬁ(y)’
soit

Pa(1) Pats(Y) Pa(—1) = p—a(l) pa(—1) P2a+5(Y) Pa(l) p—al(-1).

Transformant le premier membre par (2), le second par (3), on obtient :

Pa+8Y) P20-+8(—EY) D3048 (FY) P3atos(—Gy?) =
P—a(1) P2a45(Y) P3a+s(HY) p—a(—1).

Il est immédiat de voir que si l'on fait commuter p_,(—1) avec p3q+g(Hy), puis
P2a+s(y), on n'introduit pas dans le second membre de nouveaux termes en psq+3-
Celui-ci s’écrit donc, en notant par des parentheses vides les quantités dont la valeur
exacte ne nous importe pas :

Pa+8() P2a+5() Ps() P3a+s(HY) P3at2s()-

Comparant avec le premier membre, on a aussitot F = H, d’ou par les résultats
antérieurs 2D = D 4+ 1, soit D =1, et enfin F = G = H = 2D — J = 3, ce qui acheve
le détermination des coefficients A, ..., J et la démonstration de (iii).
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3.4.9. — Prouvons enfin (i) & la maniére habituelle. On a successivement :
WaWaWe = wawgwglta = wga1+6 o,
wp(wawp)? = wpwiy, swy' - sp(ta) - tg = Wi o5 tals - ts = Win og - ta
Wa (W) = Watbiy psWe" = Wiy g,
ws(wawp)t = wawyy Hwy' -ty = waats - g,
Wa (Wpwe)® = waw3a+gw;1 “Sa(tp) - tg =wg - tgta - ta = wgl.
D’ou
(wawp)® = (wpwa)® = e.
Remarque 3.4.10. — La condition (v) de 2.4 est formée de
{int(hahghahgha)vg = vg,
int(hghohghahg)ve = va,
et, posant
Vatp = int(hg)vy, Voa+p = int(hahg)va,
V3048 = int(ha)vlgl; V3a428 = int(hgha)vgl,
des relations de commutation :
VB Va = Va VB Va+B V2a+8 V3a+8 V3a+28,
Va+B Va = Va Va4 U§a+ﬁ UgaJrﬁ U§a+2ﬁv
(B) V2a+8 Vo = Vo V2043 U§a+ﬁ,
V3048 Vo = Vo U435

V3a+28 Va = Va V3a+243;

Va+p Vg = Vg Va+p, V3a+8 Va+B = Va+p V3a+43,
V2a+8 V3 = Vg V2044, V3a+28 Vat+p3 = Va+p V3a+28;
(B) S U3046 V3 = V3 Usat 8 Vst ops (B) { V3048 V2048 = V2048 V3ats;
V3a+23 V3 = Vg U3a+243, V3a+28 V2a+8 = V2a+8 V3a+25;
V2048 Va+p = Va+3 V2a+4 v§a+2ﬁ, V3a+28 V3a+p = U3a+p V3a+23-

3.5. Forme explicite du théoréme de générateurs et relations

Théoreme 3.5.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe épinglé, T son tore maximal,
A son systéme de racines simples, uq € Un(S)* et wo € Norme (T)(S) les éléments
définis par U'épinglage (o € A). Soient

fr: T — H, fa:Uy—H, a€A
des morphismes de groupes, H étant un S-faisceau en groupes pour (fppf); soient
ha € H(S), (o € A) des sections de H, posons v = fo(ua), @ € A. Pour qu’il existe

un morphisme de groupes
f:G—H
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prolongeant fr, fo (o € A) et vérifiant f(wy) = ha (o € A) (et alors nécessairement
unique), il faut et il suffit que les conditions suivantes soient satisfaites :

(i) Pour tout S" — S, tout « € A, tout t € T(S') et tout x € U, (S'), on a

(1) int(fr (1)) fa(z) = fal(int(t)z) = fo(@*®).
(ii) Pour tout o € A, tout S' — S et tout t € T(S'), on a
2) int(ha) fr(t) = fr(sa(t)) = fr(t- o a(t)™).
(iii) Pour tout a € A, on a ¥
(31) h2 = fr(a*(-1)),
(4) (hava)® = e.
(iv) Pour tous o, € A, a # B, tels que (a*,8) = 0 (resp. (a*,8) = —1,

resp. (a*, ) = =2, resp. (a*,8) = —=3), on a :
(a) la relation

(hahp)® = fr(a*(=1)B*(=1))  si(a*,B)=0;
(35) (hohg)? = e, si (a*, 8) = —1;

(hahg)* = fr (a*(fl)), si (a*, B8) = —2;

(hahp)® = e, st (a*, B) = 3.

(b) Les relations (A) et (B) de 3.1.3 (resp. 3.2.8, resp. 3.3.7, resp. 3.4.10).

Cela résulte aussitot de 2.3, 2.6 et des calculs faits dans chaque cas particulier.

Remarque 3.5.2. — On peut présenter de maniere légerement différente les résultats
précédents : on se donne des morphismes, pour a € A,
ao: T-U, — H, b : Normy (T) — H,
et I'on pose
heo = ba(wy), Vo = Ao (Uq);

alors les conditions a vérifier sont les suivantes :
(1) tous les aq (@ € A) et tous les b, (o € A) ont méme restriction & T;
(2) les conditions (4) et (iv) de 3.5.1 ci-dessus sont vérifiées.

3.5.4. — 3.5.3 On donnera dans ’exposé suivant diverses applications de ce théoreme.
Signalons-en ici une : le théoreme 3.5.1 donne une description par générateurs et rela-
tions de G dans la catégorie des S-faisceaux pour (fppf); autrement dit, considérons
pour chaque S’ — S le groupe H(S') engendré par T(S'), U, (S'), @ € R, et wy, a € R,
soumis aux relations analogues a (1), (2), (31), (4), (32), (A), (B); alors G n’est autre
que le faisceau associé au préfaisceau S’ — H(S').

En particulier, si S’ est le spectre d’un corps algébriquement clos k, on a G(S') =
H(S') (conséquence immédiate du Nullstellensatz sous la forme : « un crible d’un corps

(ON.D.E. : Les relations (31) et (32) forment la description du normalisateur du tore, (31) étant,
comme (4), dans un groupe de rang 1, tandis que (32) est dans un groupe de rang 2.
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algébriquement clos, couvrant pour (fppf), est trivial » ), de sorte que 3.5.1 donne
aussitot une description explicite par générateurs et relations du groupe « abstrait »
G (k). 10

4. Unicité des groupes épinglés : théoreme fondamental

Théoréme 4.1. — Soit S un schéma non vide. Le foncteur # de 1.6 est pleinement
fidele : soient G et G’ deux S-groupes épinglés, p V) un entier > 0 tel que x — xP
soit un endomorphisme de Gg, g, et h : Z(G') — Z(G) un p-morphisme de données
radicielles épinglées. 1l existe un unique morphisme de groupes épinglés

f:G—G
tel que Z(f) = h.

L’unicité est démontrée en 1.9. Il suffit de démontrer I'existence. Par hypothese,

on a une bijection d : R — R’ et une application q : R — {p" | n € N} telle que
hd(@)) =a(a)a et 'h(a®) =q(a)d(a)’
pour tout a € R. En particulier, les rangs semi-simples de G et G’ coincident.
4.1.1. — Supposons rgss(G) = rgss(G’) = 0. Alors G et G’ sont des tores : on a
G =T =Dg(M), G’ =T = Dg(M’) et h est simplement un morphisme de groupes
ordinaires h : M’ — M. On prend alors f = Dg(h).
4.1.2. — Supposons rgss(G) = rgss(G’) = 1. Considérons alors
fT = Ds(h) T — T/.

Par hypothése on a un diagramme commutatif, ot o = d(«) :

*

e [e3%

Gm, S T Gm, S
q(a) fr q(a@)
G, s — T o Gm.s.

On applique alors Exp. XX, 4.1.

4.1.3. — Supposons rgss(G) = rgss(G’) = 2. Alors, par Exp. XXI, 7.5.3 on connait
toutes les possibilités pour h : Z(G') — Z(G). Etudions-les successivement, en véri-

fiant chaque fois les conditions de 2.5.
Notons A = {«, 8}, A" = {a/, 5’} de fagon que d(a) = o, d(B) = 3.

(10N.D.E. : Pour un corps arbitraire k et G simplement connexe, R. Steinberg a donné une présen-
tation du groupe G(k) dans [St62], Th. 3.2, voir aussi [St67], §6, Th. 8.

(IDN.D.E. : Pour éviter un probléeme de notations plus loin, on a remplacé ici ¢ par p, de sorte que
dans ce qui suit, ¢ (resp. q1) est une puissance arbitraire de p.
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4.14. — G et G’ de type A; X A;. On a alors
ha')=qo,  h(B) =qpB

Montrons que les conditions de 2.5 sont vérifiées : (ii) et (iii) découlent de 3.1.2 (ii)
et (iii) ; prouvons (i). On a 307

Ds(h)tas = Ds(h)(tats) = "h(a®)(=1) - *h(B7)(~1) = " ((=1)7) - B ((=1)%).
et

S # @) entraine
—1)7=—-1(siq

(12) Or, I'hypothese que = + 2P soit un endomorphisme de G, g (
que p = 1 ou que S est de caractéristique p; dans tous les cas on a (
est pair, p =2 et 1 = —1). Par conséquent,

Ds(h)tap = ' (=1) - B (=1) =t
Ceci montre que la condition 2.5 (i) est vérifiée.
4.1.5. — G et G’ de type As. On a alors

h(e) =qa,  h(B)=qp.
Posons X, 45 = Ad(wg)X, et X[/, 5 = Ad(wg )Xy Vérifions les conditions de 2.5.
Pour (i), on raisonne comme ci-dessus, a ’aide de 3.2.1 (i); pour (ii), c’est immédiat
par 3.2.1 (ii) ; reste a vérifier (iii). On a & vérifier que
Pa(®) p(Y) Pats(2) ¥ Pl (@) P () Pl 1 0 (27)

est un morphisme de groupes. La seule relation de commutation non triviale est celle
de 3.2.1 (iii) qui s’écrit

P3(y) Pa(r) = pa(®) pp(Y) Pass(ry),

Pl (y") P (29) = o (%) Pl (") Par 4 g (277).

4.1.6. — On raisonne de méme pour G et G’ de type By (resp. Gz), lorsque les expo-

sants radiciels sont égaux, & laide de 3.3.1 (resp. 3.4.1); il reste donc & traiter, pour
achever le cas des groupes de rang 2, les deux cas exceptionnels de Exp. XXI, 7.5.3.

4.1.7. — G et G’ sont de type Bag, S est de caractéristique 2, on a q(«) = 2¢, q(8) = ¢.
Les racines positives sont {«, 5, a+ 3,2a+ (} et {o/, 5,0/ + 3',a’ + 23’} (remarquer 308
que les racines simples « courtes » sont « et 5). On a

h(e) =2qa, h(B')=qB, h(a'+p8)=q2a+p), h(a +28)=2¢(a+0),
ce qui donne
dla+pB)=a +26,  qla+pB) =2,
d2a+B)=d + 4, a2a+B8) =q.
Posons
Xots = Ad(wg)Xa, Xoat+s = Ad(wa)Xp,
X:x’—i-ﬁ’ = Ad(w;,)Xb,, :1'+2/3' = Ad(w’ﬁ,)X'a,.

Vérifions maintenant les conditions de 2.5.

(I2)N.D.E. : On a détaillé ce qui suit.
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(i) Comme S est de caractéristique 2, ona —1 = 1 sur S, donc tag = to = a*(—1) =
e=p"(—1) =t} =t (cf. 3.3.1 (1)).
(ii) On a par construction
Ad(’wa)Xﬂ = X2a+g, Ad(w;,) ,/6’ = Xi)/—‘,—ﬁ/ = Id(2(’+ﬁ),
Ad(wg)Xa = Xa+ﬁ7 Ad(w/B/)X:l/ = :1/+2B/ = Xél(a+ﬂ)

Par 3.3.1 (ii) et le fait que —1 = 1 sur S, on a de part et d’autre

X;(2a+5) = Ad(wlﬁ/)X;/J’_ﬁ/ = X:x'-’rﬁ/ = X&(Qa-{-ﬂ)'

Ad(wa)Xass = Xargr  AdWL )XY = AW, )X o5 = Xlias = Xyos )
Ad(wa)Xoars = Xgr  Ad(Wl) X001 = AdW] )Xy 5 = Xy = Xl
Ad(wﬁ)XaJr,@ = Xas Ad(wlﬁ/)xij(ourﬁ) = Ad(w/ﬁ/)xix’+25/ = X/a/ = le(aﬁ

( (w)

Ad wg)X2a+g = X2a+5, Ad wg,

(iii) Par 3.3.1 (iii), on voit que la seule relation de commutation non triviale dans
U (resp. U’) est

P (Y) Pa () = Pa(®) 5 (Y) Dats(2Y) P2at5(2%Y),
resp.
2
Por (Y o (2") = P (@) Pl (V) Dlvr 4 5 (2'Y) Dl 20 (277)).
Il nous faut vérifier que le morphisme
Pa() P5(Y) Pats(2) Prats(t) — Do (277) Plar (Y7) Pl s (27) Plar 4 (1)

est un morphisme de groupes; on voit aussitot que cela revient a voir que

Pl (y?) Pl (2%7) = Py (2°9) Plyr (Y7) Plas 2 (1)) Do (2°9) ),

ce qui n'est autre que la seconde relation ci-dessus (en posant y’ = 224, 2’ = y).

4.1.8. — G et G’ sont de type Ga, S est de caractéristique 3, on a q(a) = 3¢ et
a(B) = q. Les racines positives sont {«, 0, a + 3, 2a + 3,3 + (3, 3a + 23} d’une part,
{3,/ + 05,0/ +206, 0/ +30,2a' + 33’} d’autre part (comme dans le cas précédent,
les racines simples courtes sont « et 5). On a

h(a') = 3qa, h(B') = qB, h(a' +3') = q(3a + B),
h(a +28") = q(3a + 203), h(a +38") = 3q(a + 3),
h(2a’ +38") = 3q(2a + B),
ce qui donne
d(a+p) =o' + 37, q(a+ ) = 3q,
d2a+ ) =2a"+33', a2a+ ) =3q,
dBa+pB) =o' + 0, q(3a+ B) = q,
d(3a+2p8) =o' + 20, a(3a+28) = gq.
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Posons
Xats = Ad(wp)Xa, Xoa+s = Ad(wa)Xat3,
Xsat+p = — Ad(wa)Xg, Xsa+26 = Ad(wp)X30+5;
Xorrp = = Ad(wy )X, X yop = Ad(w;},)Xﬁl B
X, p3p = Ad(wﬁ,)Xa,, X, o Ip3p = = Ad(wl, )X, 430

Vérifions maintenant les conditions de 2.5.
(1) On ates =ceet t,,5 =e par 3.4.1 (i).
(ii) On a par construction

Ad(wp)Xa = Xa+g, Ad(wp )Xl =Xl = Xiarp)
Ad(wa)Xp = —X3a+4; Ad(wy )X = =Xy 5 = ~XGEats)
Ad(wp)Xsa+p = Xza+26 Ad(wg, )X' d(3arp) = Ad(wp )Xo s
=Xosop = :1(3a+25);
Ad(wa)Xats = Xaa+s Ad(wy ) Xgatp) = Ad(wy )Xo 45
= Xza/+36’ - Xd(2a+6)'
Par 3.4.1 (ii), on a de part et d’autre :
Ad(wa)Xoa+8 = —Xats, Ad(w’a,)Xfi(2a+ﬁ) = Ad(w;,)X’Qa,+35,
_Xla’+3,3/ = _X/d(aJrﬁ);
Ad(ws)Xsa+t2s = —Xza48, Ad(wj ) X028 = Ad(ws )Xo o

I /
7Xo¢’+ﬂ’ = = d(30¢+ﬁ)'
(Les pointillés remplacent quatre vérifications du méme genre).

(iii) Les seules relations de commutation non triviales dans U et U’ sont par
3.4.1 (iii) (et compte tenu de 3 =0 sur S) :

P5(Y) Pa(2) = pa(®) ps(Y) Pats(2Y) P2a+5(22Y) P3ats(2°Y) Praras(@y?),
poHrB(y)pa (3;‘) = Pa (x)paJrﬁ(y) p2a+ﬁ(_$y)v
P3a+8Y) ps(x) = pa(x) P3a+8(Y) P3ar2s(—TY);
P (YY) P (2') =
’ /// 12 N\ 13 I\ 7 13 12
P (@) Do (V') Do 45 (—2"Y") Do 105 (=Y )P 35 (= 2"y )P 3 (=27 Y'7),
Porrp (W) 03 (&) = plar (&) Pl 5 (V) D 420 (2'Y),
P35 (Y Vs (7)) = Do (") Doy 350 (Y') Dor 135 (&),

Nous avons & vérifier que le morphisme ¢ de U dans U’ défini par

& (D) P3(y) Part () P2+ () Pt 5(0) Paat20(w) )

= Pl (%)) Pl (Y9) Doy 4 33 (£%9) Do 4 330 (WPD) Dl 4 5 (0F) Pl 30 (W)
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est un morphisme de groupes. Or on vérifie immédiatement que les trois derniéres
relations de commutation s’écrivent aussi

Pl (Y?) Pl (4°9) =
P (20 Pl (") Plar 435 (29)>D) Do 435 (2°9)* DDty 4 5 (@2 9) Py (279%)7),
P 3 (0> Doy (2°0) = P (%) lyr 435 (U>9) Do 435 (— (29)),
Dot (Y1) P (29) = P (27) P45 (Y1) Plor 2 (—(29)7);

ce qui montre que ¢ est bien un morphisme de groupes et achéve la démonstration
de 4.1.7.

4.1.9. — Cas ou G et G’ sont de rang semi-simple > 2. Pour chaque racine o € A,
notons o = d(a) € A’ = d(A). Pour chaque (o, 3) € A x A, considérons les groupes
épinglés de rang semi-simple < 2, Zqp et Z/, - Le morphisme de groupes M — M
sous-jacent a h définit un p-morphisme de données radicielles

haﬂ . %(Zaﬂ) — ‘%(Zix'ﬁ/)
En vertu des résultats précédents, il existe donc un morphisme de groupes épinglés
faﬂ : Zag S Zla’ﬁ’

tel que Z(fap) = hap. Prouvons que les f,p vérifient la condition de recollement de
2.5; en effet fog|z, €t fao sont deux morphismes de groupes épinglés

Za — Zlal

correspondant au méme morphisme de données radicielles épinglées, et coincident
donc par le résultat d’unicité déja démontré. Par 2.5 il existe donc un morphisme de
groupes

f:G—G

prolongeant les f,3. Celui-ci est évidemment un morphisme de groupes épinglés tel
que Z(f) = h, ce qui achéve la démonstration du théoreme 4.1.

5. Corollaires du théoréme fondamental

Le plus important est :

Corollaire 5.1. — Soient S un schéma non vide, G et G’ deuz S-groupes épinglés, h
un isomorphisme de données radicielles épinglées

h:Z(G) = Z(QG).
1l existe un unique isomorphisme de S-groupes épinglés
f:G=
tel que Z(f) = h.
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Notons que 5.1 se déduit aussi de 3.5.1 (les relations de 3.5.1 peuvent s’écrire en
utilisant uniquement la donnée de Z(G)) ; notons aussi que 5.1 se déduit de la partie
la plus élémentaire de la démonstration de 4.1 (on n’a pas besoin de considérer les
« isogénies exceptionnelles » de 4.1.7 et 4.1.8).

Corollaire 5.2 (« Théoreme d’unicité »). — Soient S un schéma, G et G' deux S-
groupes déployables (Exp. XXII, 1.13). Si G et G’ sont de méme type (Exp. XXII,
2.6), ils sont isomorphes.

Corollaire 5.3. — Soient S un schéma, G et G’ deuz S-groupes déployables. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) G et G’ sont isomorphes.

(ii) G et G’ sont isomorphes localement pour la topologie (fpqc).

(ili) Il existe un s € S tel que les 5-groupes Gz et G% soient de méme type.

En effet, on a évidemment (i) = (ii) = (iil). D’autre part, (iii) entraine que Z(G) =
H(Gs) = Z(GL) = Z(G’), donc que G et G’ vérifient la condition de 4.2.
Corollaire 5.4 (« unicité des schémas de Chevalley »). — Soient G et G’ deuz groupes

réductifs sur 7. possédant des tores mazimauz déployés. *) Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) G et G’ sont isomorphes.
(i) Il existe s € Spec(Z) tel que Gy et G, soient de méme type.
(ili) G et Gi sont de méme type.

En effet G et G’ sont déployables par Exp. XXII, 2.2.

Corollaire 5.5 (« Existence d’automorphismes extérieurs »). — Soient S un schéma,
G un S-groupe épinglé, h un automorphisme de la donnée radicielle épinglée Z(G). Il
existe un unique automorphisme u de G respectant son épinglage et tel que Z(u) = h.

Explicitons le corollaire précédent :

Corollaire 5.5. bis. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif déployé, R4 un sys-
teme de racines positives de G. Choisissons pour chaque racine simple o, un isomor-
phisme de groupes vectoriels pq : Gg, s 5 U,. Soit h un automorphisme de M per-
mutant les racines positives et les coracines correspondantes : si a € Ry, h(a) € Ry
et h¥(a*) = h(a)*. Il existe un unique automorphisme u de G induisant Dg(h) sur T
et tel que u o p, = Dh(a) Pour toute racine simple .

Corollaire 5.6. — Soient G et G’ deux S-groupes réductifs. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) G et G’ sont isomorphes localement pour la topologie (fpqc).
(i bis) G et G’ sont isomorphes localement pour la topologie étale.

(*)En fait, on peut prouver que tout Z-tore est déployé. (13)N.D.E. : cela résulte de ce que tout Z-tore
est isotrivial (Exp. X, 5.16) et de ce que tout revétement étale de Spec(Z) est trivial.
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(i) Pour tout s € s, Gs et GL sont isomorphes.

(iii) Les fonctions s — type de Gg et s — type de G5 sont égales.

En effet (i bis) = (i) trivialement, (i) = (ii) par le principe de I'extension finie
(EGA IV3, 9.1.4), (ii) = (iii) trivialement, reste & prouver (iii) = (i bis). Or on peut
supposer G et G’ déployables (Exp. XXII, 2.3), auquel cas l’assertion résulte de 5.3.

Corollaire 5.7. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, G’ un S-groupe affine,
lisse et a fibres connexes. Soit s € S tel que Gz et G% soient isomorphes; il existe
alors un S — S étale et couvrant s tel que Ggr et Gg, soient isomorphes.

En effet, par Exp. XIX 2.5 et Exp. XXII 2.1, on peut supposer G et G’ réductifs
déployables et on est ramené a 5.3.

Dans le cas ou S est le spectre d'un corps, on déduit de 5.6 et 5.7 :

Corollaire 5.8. — Soient k un corps et G et G’ deuz k-groupes réductifs. Les conditions

suivantes sont équivalentes : (1)

(i) G et G' sont de méme type.
(ii) G @ k et G’ @y k sont isomorphes.

(iii) Il existe une extension séparable finie K de k telle que G ®; K et G' @, K
sotent isomorphes.

Corollaire 5.9. — Soient S un schéma non vide et Z une donnée radicielle. Les condi-

. . L. 5
tions suivantes sont équivalentes : (15)

(i) Il existe un S-groupe épinglé de type Z.
(ii) Il existe un S-groupe de type %.
(iii) 1l existe localement pour (fpqc) un S-groupe réductif de type Z.

11 S’agit évidemment de prouver (iii) = (i). Pour simplifier la démonstration, suppo-
sons qu’il existe un morphisme fidélement plat quasi-compact S’ — S et un S’-groupe
réductif G’ de type Z. On peut supposer G’ déployable; fixons un épinglage E’ de
G’; notons Z = Z(G',E). Les deux images réciproques de (G, E’) sur S” = S’ xg 5’
sont des groupes épinglés (GY,EY), (G§,EYJ); on a des isomorphismes canoniques
pi » Z(GY EY) =~ %, d’olt un isomorphisme

p:p;loplz %( /1/7E/11)_)‘%( /2,7E/2/)

Par le théoreme d’'unicité, il existe un unique isomorphisme

~

f:( /1/aE/1/)_)( /Q/vE/QI)

(149)N.D.E. : Une autre démonstration de ce corollaire, n’utilisant pas la réduction au cas des groupes
de rang 2, a été donnée par M. Takeuchi ([Ta83], Th. 4.6), voir aussi [Ja87], II 1.14.

(I5N.D.E. : Ce corollaire est rendu inutile par 'Exp. XXV, qui montre ’existence d’un groupe
déployé de type Z sur Spec(Z), donc sur toute base S. (En fait, on trouve aprés XXV 1.3 un renvoi
au présent corollaire pour assurer que le Z-groupe réductif obtenu est déployé, mais cela résulte déja
de XXII 2.2, cf. la N.D.E. (3) de XXV).
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tel que Z(f) = p. On a donc sur G’ une donnée de recollement ; c’est une donnée de
descente.

En effet, il faut vérifier une condition de compatibilité entre les images réciproques
de f sur S"’, mais il suffit de faire cette vérification sur les transformées de ces fleches
par le foncteur #, car ce dernier est pleinement fidele. Or p est bien une donnée
de descente, par construction, ce qui montre que f en est aussi une. Comme G’ est
affine, cette donnée de descente est effective ; comme 1’épinglage de G’ est stable par
la donnée de descente, on vérifie aisément qu’il existe un S-groupe épinglé (G, E) qui
donne (G',E’) par extension de la base et qui est donc de type Z.

N. B. Naturellement, dans le langage des catégories fibrées, la démonstration pré-
cédente se simplifie (et se comprend).

Corollaire 5.10. — Soit S un schéma non vide. Soit Z une donnée radicielle épinglée
telle qu’il existe un S-groupe réductif de type %. Alors il existe un S-groupe €épinglé
de type Z, unique a un isomorphisme unique prés.

Définition 5.11. — Sous les conditions précédentes, on notera Ggp (%) Tunique S-
groupe épinglé de type Z, Ts(Z) son tore maximal canonique, Bg(Z) son sous-groupe
de Borel canonique, . ..

Si on a un morphisme 8’ — S (S’ non vide), on peut identifier G5P (%) xs S’ &
Gg,p (2%). En particulier, si Gggec(z) (Z) existe (on verra que c’est toujours le cas), on
le note GEP(Z) et on a

=i s

On dit que GEP(,%’) est le schéma en groupes de Chevalley de type Z.

5.12. Il revient donc au méme de dire que le S-faisceau en groupes G est un S-groupe
réductif de type Z ou de dire qu'il est localement isomorphe (pour la topologie étale

ou (fpqc)) & Ggp (#). De méme, en vertu des théoremes de conjugaison, il revient au

méme de dire que (G, T) est un S-groupe réductif de type % muni d’un tore maximal

ou qu’il est localement isomorphe & (Ggp (%), Ts(#)) ; de méme avec sous-groupes de

Borel ou couples de Killing.

6. Systemes de Chevalley

Les calculs explicites du numéro 3 ont des conséquences numériques importantes.
Posons d’abord la définition suivante :

Définition 6.1. — Soient S un schéma, (G, T,M,R) un S-groupe déployé. On appelle
systéme de Chevalley de G une famille (X, )aer d’éléments

Xq €T(S,g%)*

vérifiant la condition suivante :
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(SC) pour tout couple o, f € R, on a
Ad(wa(Xa))Xp = £X,,(8):
On rappelle (Exp. XX, 3.1) que
wa(Xa) = exp(Xa) exp(~X; ") exp(Xa).

Remarquons que (SC) entraine en particulier X_, = +X, pour a € R, en vertu de
la relation (Exp. XX, 2.10) Ad(wq(Xa))Xa = —X_q.

Proposition 6.2. — Tout groupe déployé posséde un systeme de Chevalley. Plus préci-
sément, soit (A, (X!)aca) un épinglage (1.1) du groupe déployé (G, T,M,R) ; il existe
alors un systéme de Chevalley (Xo)acr de G tel que X, = X!, pour a € A.

Montrons d’abord qu’il suffit de vérifier la condition (SC) pour o € A; pour tout
a € R, il existe une suite {o;} C A telle que o = 84, * * Sa,, (@n+1), d’0l en appliquant
la condition (SC) pour chacun des «;,

X, =+ Ad (wa1 (Xay) " Wa,, (Xan))X
Par 3.1.1 (iii), on a
Way (Xay) *+* Way, (Xa, )wan+1 (X

Qn 41"

JWa,, (onn)_l T wm(Xm)_l = " (F)wa(Xa)-

Qnt1

Maintenant, il suffit de remarquer que wq, (Xa,) ' = af (—1)wa, (Xa,) et que pour
tout couple de racines (8,7), on a B(v*(—1)) = (=1)07%) = £1, ce qui entraine que
si (SC) est vérifié pour les couples (a;,7v) (v € R), il 'est pour tout couple (a, ),
(BER).

Construisons maintenant un systéme (X, )acr de la maniere suivante. Pour tout
« € R, choisissons une suite {«;} C A comme ci-dessus et définissons X,, par

X, =Ad (wai (Xay) -+ Wa,, (Xan))X’

Ap41°

Pour vérifier (SC), il suffit de prouver :

Lemme 6.3. — Soit (G, T,M,R, A, (Xu)aca) un S-groupe épinglé; soit a; (0 < i <
n+ 1) une suite de racines simples telle que

int(sa, * ** Sa,, ) (Qnt+1) = Qo.

Alors

Ad(wq, - - wa, )X =+X4,-

On 41

Raisonnant comme dans 2.3.4 & I'aide du lemme de Tits (Exp. XXI 5.6), on est
ramené & vérifier le lemme 6.3 dans les deux cas suivants :

a) G est de rang semi-simple au plus 2 ou b) wg, - - Wy, est une section de T.
Dans le cas a), remarquons que 6.3 est une conséquence de 6.2 et que 6.2 a été vérifié
dans la partie (i) de 3.1.2 (resp. 3.2.1, resp. 3.3.1, resp. 3.4.1).

Reste donc & prouver 6.3 dans le cas b), ou, ce qui revient au méme, que si {a;}
est une suite de racines simples telle que so, - - - So,, = id, alors t = wy, - - - w,,, vérifie
a(t) = +1 pour toute racine @ € R. En vertu de la structure du groupe de Weyl
(Exp. XXI, 5.1), le mot sq, -S4, du groupe libre engendré par les s,, o € A est
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dans le sous-groupe invariant engendré par les (s,s3)"*?, (o, 8) € A x A. On est donc
ramené au cas ol Sq, - - - Sq, €st de la forme

n

Say Sy (Sai+15ai+2)nai+l Cit28,.  Say -
Alors on a

t= Say " Say (tai+1ai+2)7
et on est ramené & vérifier que pour tout couple de racines simples (a1, az) et toute
racine 5 € R, on a f(ta,a,) = £1, ce qui est trivial, vu les valeurs de t,,q, calculées

au n°3 (partie (i) de 3.1.2, 3.2.1, 3.3.1, 3.4.1).

Proposition 6.4. — Soient (G, T,M,R) un S-groupe déployé, (Xo)acr un systeme de
Chevalley de G. Soient a et 3 deuz racines non proportionnelles; supposons

long(a) <long(f), e |(B%, ) <[(a”,B)].
Soient q et p— 1 les entiers > 0 tels que l’ensemble des racines de la forme 3+ ka,
k € Z, soit
{ﬂ*(pf1)0{,...,ﬂ,...,ﬂ+(]0[}.

(cf. Exp. XXI, 2.3.5 ; d’apres loc. cit., on a donc —(a*, 8) = q—p+1). Alors la relation
de commutation entre U, et Ug est donnée par le tableau suivant (qui épuise les cas
possibles, car la longueur de la chaine de racines précédentes est p+q—1 < 3), oi
on note pour chaque v € R, p,(z) = exp(zX,) :

(r,9)  pp(Y) pa(®) ps(—y) Pa(—2)

Démonstration. En vertu de Exp. XXI, 3.5.4, il existe un systeme de racines simples
A de R vérifiant : o € A et il existe o/ € A et a,b € Q4 tels que 8 = aa + bo/'.
Considérons I'épinglage (A, (X4 )aca) de G. La relation de commutation & vérifier est
une relation entre éléments de U, ; on est donc ramené aux calculs explicites du
n°3, et on conclut aussitot par la condition (SC).

Corollaire 6.5 (Regle de Chevalley). — Soient S un schéma, (Xo)acr un systéme de
Chevalley du S-groupe déployé G. Si o, B, a+ 3 € R, alors

[Xou X,@} =+p onJrﬁv
ou p est le plus petit entier > 0 tel que B — pa ne soit pas racine.

En effet, comme Dassertion est symétrique en « et 3, on peut supposer long(a) <
long(/3), et on est ramené & 6.4.
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Corollaire 6.6. — Soient S un schéma tel que 6 - 1s # 0 et (G, T,M,R) un S-groupe
déployé. Si R’ est une partie de R telle que

() o =to [] ¢°

acR/

soit une sous-algébre de Lie de g, alors R’ est une partie close de R (Exp. XXI, 3.1.4).

(16) En effet, soit (X4)yer+ un systeme de Chevalley de g et soient a, 3 € R’ tels
que o + 3 € R. D’apres 6.5 et 6.4, on a

[Xa, Xg] = £pXat s, avec p € {1,2,3}

et comme ni 2 ni 3 ne sont nuls sur S ceci entraine, d’apres (), que gr contient g*+5,
et donc a4 5 € R’. (17)

6.7. 1l est possible de préciser la valeur exacte des divers + de ce numéro, grace a
I’étude du groupe Norm (T) et plus précisément, du « groupe de Weyl étendu » :

W =N(Z), ot N=Nome,, (Tz(%))

(cf. 5.11) qui est une extension de W(Z) par un groupe abélien de type (2,2,...2),
qui est « responsable des signes » *) (18),

Remarque 6.7.1. — (*°) Noter que, d’apres le point (i) de 3.1.2 et 3.n.1 (n = 2,3,4),
les éléments w,, et wg de N(Z) vérifient les « relations de tresses » :

WaWg -+ + = WaWq - - - (nqp facteurs dans chaque terme).

(voir aussi [Ti66], [BLie], §1X.4, Ex. 12, et [Sp98], 9.3.2).

()cf. J. Tits : Sur les constantes de structure et le théoréme d’existence des algébres de Lie semi-
stmples, Publ. Math. IL.H.E.S. 31 (1966), 21-58.

(16)N.D.E. : On a ajouté la démonstration qui suit. Notons qu'il suffit que 2 et 3 soient non nuls sur
S; par exemple le résultat est valable pour S = Spec(Z/6Z).

(ITN.D.E. : D’autre part, signalons que si 2 = 0 sur S et si R est de type Cy,, alors ’ensemble R/
des racines courtes (qui est un systéme de racines de type Dy, ) n’est pas clos dans R, mais est une
partie de type (R) de R, symétrique (cf. XXII 5.4.2 et 5.4.10), i.e. il lui correspond un sous-groupe
Hg/ de type (R) de G a fibres réductives : ceci est en particulier le cas pour le plongement naturel
(en caractéristique 2) de SO(2n) dans Sp(2n). De méme, si 2 =0 sur S et R est de type Fy (resp. si
3 =0sur S et R est de type G2), 'ensemble R’ des racines courtes (qui est un systéme de racines
de type Dy (resp. A2)) n’est pas clos dans R, mais correspond & un sous-groupe Hg: de type (R) de
G, & fibres réductives.

(8)N.D.E. : voir aussi [Ti66].

(19)N.D.E. : On a ajouté cette remarque.
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EXPOSE XXIV

AUTOMORPHISMES DES GROUPES REDUCTIFS
par M. DEMAZURE

La premiére partie de cet exposé (n°1 & 5) est une conséquence directe de l'existence
pour un groupe réductif de « suffisamment d’automorphismes extérieurs », résultat qui
est une conséquence de la forme la plus faible du théoréme d’isomorphisme des groupes
épinglés. La seconde partie (n°6 et 7) expose deux applications des résultats plus
précis de l’exposé précédent ; en particulier, le n°7 utilise le théoreme de générateurs
et relations sous sa forme explicite. Enfin, nous avons donné en appendice (n°8) des
résultats de cohomologie « galoisienne » utilisés dans le texte.

Précisons nos notations cohomologiques : si S est un schéma et G un S-schéma en
groupes, on notera H'(S,G) le premier ensemble de cohomologie de S & coefficients
dans G, calculé pour la topologie (fpqc); c’est aussi 'ensemble des classes d’isomor-
phisme de faisceaux (fpqc) principaux homogenes sous G. On notera HZ, (S, G) l'en-
semble correspondant pour la topologie étale ; c’est donc la partie de H!(S, G) formée
des classes de faisceaux homogenes sous G qui sont quasi-isotriviaux (= localement
triviaux pour la topologie étale). On notera Fib(S, G) la partie de H(S, G) formée
des classes de faisceaux représentables (fibrés principaux homogenes). On a donc les
inclusions

H,.(S,G) c H'(S,G),
Fib(S,G) c H'(S, G).

Si tout faisceau principal homogeéne sous G est représentable (par exemple si G est
quasi-affine sur S, cf. SGA 1, VIII 7.9), on a donc Fib(S, G) = H(S, G).

Si S’ — S est un morphisme couvrant pour la topologie (fpqc), on note H'(S'/S, G)
le noyau de I'application canonique H*(S, G) — H*(S’, Gg/). On sait que H*(S'/S, G)
peut se calculer de maniére simpliciale (TDTE I, § A.4), ce qui implique que lorsque
S" — S est couvrant pour la topologie étale, H!(S'/S,G) est aussi le noyau de
H, (5. G) — HY, (', G,

Enfin, suivant Exp. VIII, 4.5, on appelle « théoreme 90 » 1’assertion suivante :
« tout faisceau principal homogene sous G,,, g est représentable et localement trivial »,
assertion équivalente & « H(S, G, s) = Pic(S) », ou encore & « H!(S, G,, s) = 0 pour
S local (ou plus généralement semi-local) ».
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1. Schéma des automorphismes d’un groupe réductif

1.0. Il convient d’abord de préciser certaines définitions de I’exposé précédent. Soient
S un schéma non vide, G un S-groupe réductif, Z = (M, M*, R,R*, A) une donnée
radicielle réduite épinglée (Exp. XXIII 1.5). On appelle épinglage de G de type %, ou
Z-épinglage de G, la donnée :

(i) d’un isomorphisme de Dg(M) sur un tore maximal T de G (ou, ce qui revient
au méme, d’un monomorphisme Dg(M) — G dont I'image soit un tore maximal T de
G), identifiant R & un systéme de racines de G relativement a T (Exp. XIX, 3.6) et
R* a ’ensemble des coracines correspondantes,

(ii) pour chaque a € A, d'un X, € I'(S, g%)*.

Pour que G possede un Z-épinglage, il faut et il suffit qu’il soit déployable et de type
Z (Exp. XXII, 2.7).

Siu: G — G est un isomorphisme de S-groupes réductifs, & tout Z-épinglage
& de G correspond par « transport de structure » un Z-épinglage u(€) de G’. Si
v: % — X est un isomorphisme de données radicielles épinglées, a tout #’-épinglage
& de G correspond par transport de structure un Z-épinglage v(€) de G.

Appelons groupe épinglé un triplet (G,%,&) ou G est un S-groupe réductif, %
une donnée radicielle réduite épinglée, et £ un épinglage de G de type Z. On appelle
isomorphisme du groupe épinglé (G, Z, £) sur le groupe épinglé (G',Z’,£’) un couple
(u,v) ot w est un isomorphisme u : G — G’ et v un isomorphisme de données
radicielles épinglées v : #' — Z, tels que u(€) = v(E’). V)

N.B. Si S est non vide, v est uniquement déterminé par u, et on dira aussi par abus
de langage que u est un isomorphisme des groupes épinglés. En particulier, si (G, %, )
est un groupe épinglé, un automorphisme de (G, %, &) est donc un automorphisme
u de G tel qu'il existe un automorphisme v de R tel que u(€) = v(€); c’est donc
un automorphisme de G, normalisant T, induisant sur T un automorphisme de la
forme Dg(h), ot h est un automorphisme de M, et permutant entre eux les éléments
Xq, @ € A. (Comme on le voit facilement, les conditions précédentes caractérisent
d’ailleurs les automorphismes de (G, %, ¢)).

On a un foncteur contravariant évident
R: (GZ%,E)— %, (u,v) — v

et le résultat principal de ’exposé précédent (Exp. XXIII, 4.1) nous montre que c’est
un foncteur pleinement fidele (nous verrons d’ailleurs dans 1’exposé suivant que c’est
une équivalence de catégories). Il s’ensuit en particulier que le groupe des automor-
phismes de (G, %, £) est canoniquement isomorphe au groupe des automorphismes de
la donnée radicielle épinglée Z# (cf. Exp. XXIII, 5.5).

1.1. Soit S un schéma; munissons (Sch) g de la topologie (fpqc) et considérons le
S-faisceau en groupes Auts_gr.(G), ou G est un S-schéma en groupes. On a une suite

(N.D.E. : Donc Lie(u)(Xy(a)) = X4, pour tout o € R'.
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exacte de S-faisceaux en groupes

int

1 ——— Centr(G) G Autg ., (G)

qui définit un monomorphisme
J G/ Centr(G) — Autg ,, (G).

Le faisceau image de j est le faisceau des automorphismes intérieurs de G; pour
qu’un automorphisme u de G soit intérieur, il faut et il suffit qu’il existe une famille
couvrante {S; — S} et pour chaque i un g; € G(S;) tel que int(g;) = ug,. Dans ce
cas, si v est un autre automorphisme de G, on voit aussitot que int(v)u = vuv~—! est
lautomorphisme intérieur défini par la famille g, = v(g;). Il s’ensuit que I'image de j
est distinguée dans Autg ., (G). Le faisceau en groupes quotient, noté Autext(G), est
le faisceau des automorphismes extérieurs de G. On a donc une suite exacte

1 — G/Centr(G) — Autg ,, (G) — Autext(G) — 1.

Les définitions précédentes sont toutes compatibles avec les changements de base.
Elles sont naturellement valables dans tout site.

1.2. Soient S un schéma et (G,Z%,€) un groupe réductif épinglé. Soit E le groupe
(abstrait) des automorphismes de la donnée radicielle épinglée £, i.e. le groupe des
automorphismes de #Z normalisant A. Par Exp. XXIII, 5.5, on a un monomorphisme
canonique
E— Auts_gr_(G)

qui associe & h € E l'unique automorphisme u du groupe épinglé G tel que R(u) = h.
Ce monomorphisme définit canoniquement un monomorphisme de faisceaux
(%) a: Es— Autg, (G).
Pour qu’un automorphisme u de G soit une section du faisceau image de a, il faut et
il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

(i) w normalise T. On sait alors que u permute les racines de G relativement & T.
Si a € R, alors u(a) : t — a(u~1(t)) est donc localement sur S de la forme t — 3(t),
avec 0 € R. La seconde condition s’écrit alors comme suit :

(ii) Si o€ A et si U est un ouvert de S tel que u(a)y € R, alors u(a)y € A et

fz’e(uU)(Xa)U = (Xu(a))U-
11 résulte aussitdt des définitions que les sections de a(Eg) normalisent les sous-
groupes de G définis par I’épinglage : T, B, B—, U, U™.
Ces définitions posées, on a :

Théoreme 1.3. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif. Considérons la suite
exacte canonique de S-faisceaux en groupes ?)

1 ad(G) Autg . (G) —— Autext(G) —= 1.

(IIN.D.E. : On rappelle que ad(G) = G/ Centr(G) désigne le groupe adjoint de G, cf. XXII 4.3.6.
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(i) Autg,, (G) est représentable par un S-schéma lisse et séparé.
(ii) Autext(G) est représentable par un S-schéma constant tordu & engendrement
fini (Exp. X, 5.1).
(iii) Si G est déployable, la suite exacte précédente est scindée. Plus précisément,
pour tout épinglage de G, le morphisme (cf. 1.2 (x))
poa: Eg— Autext(G)
est un isomorphisme.

Montrons d’abord comment le théoréeme se déduit du lemme suivant :

Lemme 1.4. — Sous les hypotheses de (iil), Autg, (G) est le produit semi-direct
a(BEg) - ad(G). ®

Le lemme entraine aussitot le théoreme lorsque G est déployable. Comme G est
localement déployable pour la topologie étale (Exp. XXII, 2.3), donc aussi pour la
topologie (fppf), et que celle-ci est « de descente effective » pour la catégorie fibrée
des morphismes constants tordus (Exp. X, 5.5), on en déduit (ii) dans le cas général
(cf. Exp. IV, 4.6.8). Pour en déduire (i), on remarque que ad(G) est affine sur S, donc
le morphisme p affine lorsque Autg ,,. (G) est représentable, et on conclut par descente
des schémas affines. (4)

Il ne nous reste donc qu’a prouver 1.4. Pour ce faire, il suffit de prouver :

Lemme 1.5. — Si (Z,&) et (#',E") sont deux épinglages du S-groupe réductif G, il
existe un unique automorphisme intérieur u de G sur S transformant un épinglage
en lautre (i.e. tel qu’il existe v : B —— X tel que u(€) = v(&'), cf. 1.0).

1.5.1. Unicité. — 1l suffit de prouver que si G est un S-groupe épinglé et si int(g) est
un automorphisme de groupe épinglé (g € G(S)), alors int(g) = id. Or on a d’abord
int(¢)T = T, int(9)B = B, donc g € Normq(T)(S) N Norm (B)(S) = T(S) (cf. par
exemple Exp. XXII, 5.6.1). Il s’ensuit que int(g) normalise chaque U, et que

Zie(int(g))Xo = Ad(9)Xa = a(g) Xa

pour tout o € A. On a donc a(g) = 1 pour o € A, donc g € (), (Kera)(S) =
Centr(G)(S) (Exp. XXII, 4.1.8). C.Q.F.D.

1.5.2. Existence. — 11 suffit de la prouver localement pour la topologie (fpqc). Soient
(T,M,R, A, Xa)aca) et (T/,M R A" (X, )aenr)

les deux épinglages. Par conjugaison des tores maximaux, on peut supposer T =
T’. Quitte & restreindre S, on peut supposer que I'isomorphisme Dg(M) ~ Dg(M')
provient d’un isomorphisme M ~ M’ transportant R sur R/, et on est ramené a la
situation T = T/, M = M/, R = R’. Comme les systémes de racines simples sont
conjugués par le groupe de Weyl (Exp. XXI, 3.3.7), on peut également supposer A =

(3)N.D.E. : On a remplacé ici et dans la suite la notation int(G) par ad(G).
(ON.D.E. : cf. SGA 1, VIII 2.1.
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A’. Tl existe alors pour chaque o € A un scalaire z, € G, (S) tel que X!, = 2,X,, et il
suffit de construire localement pour (fpqc) une section ¢ de T telle que «(t) = z,, pour
chaque o € A. Mais le morphisme T — (G, s)® de composantes {a, a € A} est le
dual d’une injection Z* — M, donc est fidelement plat, ce qui achéve la démonstration
de 1.5.2 et donc de 1.3.

Corollaire 1.6. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) Auts_grv(G) est affine (resp. de type fini, resp. de présentation finie, resp. quasi-
compact) sur S.

(il) Autext(G) est fini sur S.
(iii) Pour tout s € S, on a rgred(Gs) — rgss(G;) < 1.

En effet, comme ad(G) est affine, plat et de présentation finie sur S, le morphisme
p: Autg,, (G) — Autext(G) est affine, fidélement plat et de présentation finie.

Si Autext(G) est fini sur S, il est affine sur S, donc aussi Autg ., (G), ce qui prouve
(ii) = (i). Si Autg,, (G) est quasi-compact sur S, il est de présentation finie sur S
(étant de toute fagon localement de présentation finie et séparé sur S); par Exp. V,
9.1, Autext(G) est alors de présentation finie sur S, donc fini, ce qui prouve (i) = (ii).
Enfin, pour prouver I’équivalence de (ii) et (iii), on peut supposer G déployé, et on
est ramené a Exp. XXI, 6.7.8.

Corollaire 1.7. — Soient S un schéma et G un S-groupe réductif. Alors, on a

MS—gr. (G)O = ad(G)

Corollaire 1.8. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, H un S-schéma en
groupes lisse, affine et a fibres connexes sur S. Alors le S-foncteur

7Isoms—gr. (G7 H)

est représentable par un S-schéma lisse et séparé (qui est affine sur S si G est semi-
simple).

En effet, soit U I’ensemble des points s de S tels que Hz soit réductif; c’est un
ouvert (Exp. XIX, 2.6); si S’ est un S-schéma, Hg/ est réductif si et seulement si
S” — S se factorise par U. Il s’ensuit que le morphisme canonique Isomg ,, (G,H) — S
se factorise par U. On peut donc supposer S = U et on est ramené a :

Corollaire 1.9. — Soient S un schéma, G et G’ deur S-groupes réductifs. Alors
F = Isomg ,, (G,G')

est représentable par un S-schéma lisse et séparé (affine si G ou G’ est semi-simple).
De plus, S se décompose en somme de deur sous-schémas ouverts S; et So tels que
Fs, = @ et que Fs, soit un fibré principal homogéne a gauche (resp. droite) sous
Msz—gr.(G/Sz) (resp. Autsz—gr.<G52))'
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En effet, soit Sy ’ensemble des points de S oi1 G et G’ sont de méme type, et soit
S1 son complémentaire.

Comme le type d’un groupe réductif est une fonction localement constante, S; et
Sa2 sont ouverts. Il est clair que Fg, = &, et on peut supposer S = Sy. Par Exp. XXIII,
5.6, F est un faisceau principal homogene sous Ms_gr_(G), localement trivial pour la
topologie étale. Il s’ensuit que Fg = F/ad(G) est un faisceau principal homogene sous
Autext(G), localement trivial pour la topologie étale, donc représentable (Exp. X,
5.5). Comme ad(G) est affine, F est donc aussi représentable.

Remarquons qu’en cours de démonstration, on a obtenu :

Corollaire 1.10. — Soient S un schéma, G et G’ deux S-groupes réductifs de méme
type en chaque s € S. Alors ad(G) opére librement (a droite) dans Isomg ., (G,G’),
le faisceau quotient

Isomext (G, G') = Isomg ,, (G,G")/ad(G)
est représentable par un S-schéma constant tordu, qui est un fibré principal homogéne
sous Autext(G) (et qui est donc fini sur S si G est semi-simple). De plus, isomor-
phisme
Isomg ,, (G,G’) ~ Isomg ., (G',G)
défini par u — u~' induit un isomorphisme
Isomext(G, G') ~ Isomext(G’, G).

Remarque 1.11. — Si Isomext(G,G')(S) # &, on dit que G est une forme tordue
intérieure de G’; alors G’ est une forme tordue intérieure de G; on peut alors
réduire le groupe structural de Isomg ., (G,G’) & ad(G). Plus précisément, soit
u € Isomext(G,G’)(S), considéré comme une section u : S — Isomext(G,G’). No-
tons
Isomint, (G, G')

I'image réciproque par le morphisme canonique Isomg ., (G,G’) — Isomext(G,G’)
du sous-schéma fermé de Isomext(G, G’) image de u. L’opération naturelle de ad(G)
sur Isomint, (G, G’) munit ce schéma d’une structure de fibré principal homogene ;
par extension du groupe structural ® ad(G) — Aut(G), Isomint,(G,G’) redonne
IsﬂS—gr. (G7 G/)

Par le lemme de Hensel (Exp. XI, 1.11), 1.8 donne aussitot :

Corollaire 1.12. — Soient S un schéma local hensélien, G un S-groupe réductif, G’ un
S-groupe lisse affine a fibres connexes, s le point fermé de S. Si G et G, sont des
k(s)-groupes algébriques isomorphes, G et G’ sont isomorphes. Plus précisément, tout
k(s)-isomorphisme G ~ G, provient d’un S-isomorphisme G ~ G'.

Appliquant maintenant 1.7 (resp. 1.12) au schéma des nombres duaux sur un corps,
on déduit de Exp. III, 2.10 (resp. 3.10) le point (i) (resp. (ii)) du corollaire suivant.

Corollaire 1.13. — Soient k un corps et G un k-groupe réductif.

(®)N.D.E. : On a corrigé ad(G) — Autext(G) en ad(G) — Aut(G).
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(i) Si G est adjoint, on a H (G, Zie(G/k)) = 0. (©)
(i) On a H%(G, ZLie(G/k)) = 0.

Remarque 1.14. — (i) L’assertion concernant le H! était connue (Chevalley); celle
concernant le H? a été démontrée dans la plupart des cas de la classification par
Chevalley.

(ii) En fait, la conjonction de 1.13 et du théoréme d’unicité sur un corps algébrique-
ment clos est essentiellement équivalente au théoreme d’unicité. Une démonstration
directe de 1.13 donnerait donc une maniere de déduire le théoreme d’unicité général
du théoréeme d’unicité de Chevalley sur un corps.

L’existence de groupes réductifs de tous les types sur tous les schémas (Exp. XXV)
montre que les obstructions au relevement d’un k-groupe réductif G au-dessus des
anneaux artiniens & corps résiduel & (qui par Exp. III, 3.8 sont des éléments de

H3(G, Zie(G/k) ® V) ~ H3(G, ZLie(G/k)) @ V,

ou V est un certain k-espace vectoriel (muni de I’action triviale de G)) sont nulles. Ceci
semble suggérer que H3(G, Zie(G/k)) = 0. La encore, une démonstration directe de ce
fait (s’il est vrai) donnerait sans doute une maniére de déduire le théoreme d’existence
général du théoreme d’existence sur un corps (Téhoku de Chevalley).

Corollaire 1.15. — Soient k un corps,(" G un k-groupe réductif. Considérons k
comme G-module trivial. Alors

HY(G,k) = H*(G, k) = 0.

(®) Comme H (G, k) = H (G, k) ® k, on peut supposer k algébriquement clos. Un
élément de H'(G, k) n’est autre qu'un morphisme de k-groupes ¢ : G — G, ;. Alors
o(G) = G/ Ker(¢) est un sous-groupe lisse, connexe et réductif (cf. XIX 1.7) de Gq, &,
donc trivial. Donc H(G, k) = 0.

Considérons maintenant le k-groupe réductif H = G x4, G, . On a Zie(H/k) =
Zie(G/k) @ k, décomposition stable sous H. Pour un H-module quelconque V, on a

H'(H,V) = H(G,H(Gp 1, V))

(cela résulte de la caractérisation des H(H, —) comme foncteurs dérivés de HY(H, —) =
HO(G,H%(G,p, k, —)), et du fait que le foncteur HY(G,,, i, —) est exact, cf. Exp. I, 5.3.1
et 5.3.3). En particulier, on a pour tout i

Hi (H, Lie(H/k)) = HI(G, Lie(G/k)) @ H (G, k)

(6)N.D.E. : On a corrigé l'original, qui énoncait (i) sans supposer G adjoint. D’aprés la caractérisation
des H!(G, —) comme foncteurs dérivés de Homg (k, —) (Exp. I, 5.3.1, voir aussi [Ja87], I 4.16), on
a HY(G,V) = ExtiG(k,V) pour tout G-module V; or si car(k) = p > 0 et si G = SL,_y, alors
Zie(GLyp/k) est une extension non triviale de k par g = Ze(SLp/k), donc H (G, g) # 0. Voir aussi
I'ajout 1.15.1 ci-dessous.

(DN.D.E. : On a remplacé « schéma » par « corps ».

(8)N.D.E. : En raison de la correction effectuée dans 1.13, on a donné une autre démonstration dans
le cas de H!. D’autre part, il résulte d’un théoreme de G.Kempf que H*(G, k) = 0 pour tout i > 0,
cf. [Ja87], 11 4.5 et 4.11.
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d’ott H(G, k) = 0 en appliquant 1.13 (ii) au groupe réductif H.

Corollaire 1.15.1. — ) Soient k un corps, G un k-groupe réductif, Z son centre et
Z = (M,M*,R,R*) le type de G. Alors on a

HY(G, Zie(G/k)) ~ Ext;,(M/To(R), k).
En particulier, H' (G, Zie(G/k)) = 0 si et seulement si Z est lisse sur k.

En effet, soit g (resp. 3, resp. gad) l'algébre de Lie de G (resp. Z, resp. Goq = G/Z).
Il résulte de 1.15 (et de sa démonstration) que

Hl(G? g) = Hl(Gad7 g) = Hl(Gada 9/3)
Posons C = Coker(g — gaq) ; On a une suite exacte
0 9/3 fad C 0.

Comme H'(G.q, gaq) = 0 (1.13) et H°(Gaq, gaqa) = 0 (cf. Exp. II, 5.2.3), on obtient
H'(Gad,8/3) = H*(Gag, C).

Pour calculer le terme de droite, on peut supposer k algébriquement clos. Soit
(G, T,M,R) un déploiement de G; alors Z = D (M/To(R)) et C s’identifie &

Coker (Homgz (M, k) — Homgz (I'o(R), k)) =~ Exty(M/To(R), k),

muni de 'action triviale de G,q. Le corollaire en découle, puisque Z est non lisse sur k
si et seulement si car(k) = p > 0 et M/T'y(R) possede de la p-torsion (Exp. IX, 2.1).

Définition 1.16. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif. On appelle forme de
G sur S un S-schéma en groupes G’ localement isomorphe & G pour la topologie (fpqc)
(il revient au méme de dire (cf. Exp. XXIII, 5.6), que G’ est localement isomorphe &
G pour la topologie étale, ou encore que G’ est un S-groupe réductif de méme type
que G en chaque point de S).

Corollaire 1.17. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif.
(i) Le foncteur
G+ Tsomg . (G, G)
est une équivalence entre la catégorie des formes de G sur S et la catégorie des fibrés
principaur homogenes sous Autg ,, (G).

(ii) Si S" — S est un morphisme couvrant, formes de G trivialisées par S’ et fibrés
trivialisés par S’ se correspondent.

(iii) Tout faisceau principal homogéne sous Autg ., (G) est représentable et quasi-
isotrivial (c.-d-d., localement trivial pour la topologie étale).

(9N.D.E. : On a ajouté ce corollaire, tiré de remarques de Gabber, qui précise 1.13 ().
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La premiere assertion est formelle dans la catégorie des faisceaux (pour (fpqc) par
exemple). D’autre part, tout faisceau localement isomorphe & G (pour (fpqc)) est
représentable (car G est affine sur S) et localement isomorphe & G pour la topologie
étale. Enfin, pour toute forme G’ de G, le S-faisceau Isomg ,, (G, G) est représentable,
d’apres 1.8. Le corollaire en résulte aussitot.

Corollaire 1.18. — L’ensemble des classes d’isomorphisme de formes du groupe réduc-
tif G sur S est isomorphe a

Hl (S7M8—gr.(G)) = Hét(S7MS-gr.(G)) = Flb(S’MS—gr(G))
Si S — S est un morphisme couvrant, le sous-ensemble formé des formes trivialisées

par S’ est isomorphe ¢ H'(S'/S, Autg_, (G)).

Corollaire 1.19. — Soient S un schéma, Z une donnée radicielle réduite épinglée telle
que Ggp(%) (9 existe (condition automatiquement vérifiée, cf. Exp. XXV). Notons

As(#) = Auts, (GE(#)) = ad(GEP(#)) - E()s.
(i) L’ensemble des classes d’isomorphisme de S-groupes réductifs de type Z (Exp.
XXII, 2.7) est isomorphe (d’aprés Exp. XXIII, 5.12) a
H'(S,As(2)) = Hg (S, As(%)) = Fib(S, As(%)).
(ii) Si S" — S est un morphisme couvrant, le sous-ensemble formé des classes de

groupes déployables sur S est isomorphe a HY(S'/S, As(Z)).

Remarque 1.20. — Avec les notations précédentes, a tout S-groupe réductif de type
2 est associé canoniquement un fibré principal homogene a droite sous Ag(%) :

Isomg . (GEP(%),G) = P.

Remarquons que P s’interpréte comme le « schéma des épinglages de G de type & »
(cf. 1.0). D’ailleurs P est également un fibré principal homogene (a4 gauche) sous
Autg ,, (G), structure qui apparait aussit6t dans la description ci-dessus.

Proposition 1.21. — Soient S un schéma local hensélien, s son point fermé. Le fonc-
teur

Gr— Gy

induit une bijection de l’ensemble des classes d’isomorphisme de S-groupes réductifs
sur l’ensemble des classes d’isomorphisme de k(s)-groupes réductifs.

En particulier, pour tout S-groupe réductif G, il existe un morphisme étale fini
surjectif S" — S tel que Gg soit déployable.

Utilisant 'existence des Ggp(%) (Exp. XXV), on est ramené a prouver que si on
note H = Ag(Z), lapplication canonique

Fib(S, H) — Fib(x(s), H,)

(10)N.D.E. : cf. XXIII, Définition 5.11.
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est bijective (et que tout élément de Fib(S,H) a la propriété indiquée ci-dessus). Or,
toute partie finie de H est contenue dans un ouvert affine (c’est en effet trivial pour
un groupe constant, et H est affine au-dessus d’un groupe constant); on peut donc
utiliser le résultat démontré en appendice (8.1).

2. Automorphismes et sous-groupes

Introduisons une notation : si H = Autg ., (G), et si X est un sous-foncteur de G,
on note

MS—gr.(GW X) = MH (X)a MS—gr.(Gﬁ ldX) = MH (X)

Si Y est un second sous-foncteur de G, on définit de méme Autg,, (G,X,Y) =
Autg ,, (G, X)NAutg ,, (G,Y), et si G’ est un second S-groupe et X’ un sous-foncteur
de G, on note Isomg ,, (G,X;G’,X’) le sous-foncteur de Isomg ., (G,G’) défini par :
pour tout S’ — S,

Isomg ., (G, X; G', X)(8') = {u € Isomg ,,, (G,G')(S) | u(Xg') = Xg }
et Uon définit de méme Isomg ,, (G,X,Y; G, X", Y’), ete. an

Proposition 2.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, T un tore mazimal
de G (resp. B un sous-groupe de Borel de G, resp. B D T un couple de Killing de
G). Notons T2 (resp. B2d) le tore mazimal (resp. le sous-groupe de Borel) de ad(QG)
correspondant o T (resp. B) :

B* ~ B/ Centr(G) = B/ Centr(B),
T2 ~ T/ Centr(G).
Alors Autg ., (G, T) (resp. Autg,, (G,B), resp. Autg,, (G,B,T)) est représentable

par un sous-schéma fermé de Autg ., (G), lisse sur S, et la suite evacte du théoreme
1.3 induit des suites exactes :

1 — Norm, 4. (T*!) — Autg ,, (G, T) — Autext(G) — 1;
1 — B* — Autg,, (G,B) — Autext(G) — 1;
1— T2 MS—gr.(GvaT) — M(G) — L

Par descente des sous-schémas fermés, 12) on se rameéne aussitot au cas ot G est
épinglé et ot B D T est son couple de Killing canonique (cf. Exp. XXII, 5.5.5 (iv)).
Comme le groupe E de 1.2 normalise B et T, le résultat se déduit aussitot des théo-
remes de normalisation dans ad(G) (Exp. XXII, 5.3.12 et 5.6.1).

Utilisant maintenant les théorémes de conjugaison (cf. Exp. XXIII, 5.12), et rai-
sonnant comme au n°l, on en déduit :

(IDN.D.E. : On a explicité les définitions précédentes (Voriginal indiquait « On définit de méme
Autg .. (G, X,Y), ..., Isomg ,, (G, X;G',X/), ... »).
(I2)N.D.E. : ¢f. SGA 1, VIII 1.9.
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Corollaire 2.2. — Soient S un schéma, G et G’ deux S-groupes réductifs de méme type
en chaque point. Soit B D T (resp. B D T’) un couple de Killing de G (resp. G).

(i) LeS-foncteur Isomg ,, (G, T;G', T') est représentable par un sous-schéma fermé

lisse de Isomg ,, (G,G') qui est principal homogeéne sous Autg ., (G,T). De plus,
Norm, 4 (T2d) opére librement sur ce schéma, et on a un isomorphisme canonique

Isomg ., (G, T; G',T')/ Norm, 4 (T*®) ~ Isomext(G, G').
(ii) Le S-foncteur Isomg ., (G,B;G’,B') est représentable par un sous-schéma

fermé lisse de Isomg ,, (G, G") qui est principal homogeéne sous Autg,, (G,B). De
plus, B2 opére librement sur ce schéma et on a un isomorphisme canonique

Isomg . (G,B; G’,B')/B*! ~ Isomext(G, G).
(iii) Le S-foncteur Isomg . (G,B,T;G',B’,T') est représentable par un sous-

schéma fermé lisse de Isomg ,, (G,G'), principal homogene sous Autg,, (G,B,T).
De plus, T2 opére librement sur ce schéma et on a un isomorphisme canonique

Isomg ., (G, B, T; G/, B, T")/T*! ~ Isomext(G, G').
Raisonnant encore comme au n°1, on en déduit :

Corollaire 2.3. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, B O T un couple de
Killing de G. Le foncteur

(G, T') — Isomg ,, (G, T; G, T"),
resp.
(G",B) — Isomg ,, (G, B; B', B),
resp.
(le B, T/) — ISﬂs-gr.(eﬂ B, T;G', B, Tl)a

est une équivalence entre la catégorie des couples (G;T') (resp. des couples (G',B’),
resp. des triplets (G', B, T")), ot G’ est une forme de G et T' un tore maximal de G’
(resp. B' un groupe de Borel de G', resp. B’ D T" un couple de Killing de G'), et la
catégorie des fibrés principauxr homogénes sous le S-groupe H, ou H = Ms_gr_(G7T)
(resp. H = Autg ,, (G,B), resp. H = Autg ,, (G,B,T)).

De plus, tout faisceau principal homogéne sous H est représentable et quasi-
isotrivial, de sorte qu’on a

HY(S,H) = H}, (S, H) = Fib(S, H).

Remarque 2.4. — Sous les conditions de 2.2, le morphisme noté ensemblistement u +—
u(T) (resp. u — u(B), resp. u — (u(B),«(T))) induit un isomorphisme

7IsomS—gr‘(G7 G/)/MS—gr‘(G” T) = m(G/)
resp.  Isomg ., (G,G')/Autg ., (G,B) ~ Bor(G'),
resp. Isomg,, (G,G)/Autg,, (G,B,T) ~ Kil(G').
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La démonstration est immédiate : il suffit de la faire localement pour (fpqc), on
peut donc supposer G ~ G’, et on est ramené & Exp. XXII, 5.8.3 (iii).

Remarque 2.5. — Les résultats précédents s’interpretent aussitot en termes de res-
triction du groupe structural : si G’ est une forme de G, correspondant au fibré
principal Isomg ., (G, G’), se donner une restriction du groupe structural de ce fibré
a Autg ,, (G, T) revient a se donner un tore maximal T” de G’, les bijections suggé-
rées ci-dessus étant celle de 2.4 d’une part, I'application T/ — Isomg ,, (G, T; G, T
d’autre part. De méme pour sous-groupes de Borel et couples de Killing.

Proposition 2.6. — Soient S un schéma, G et G’ deux S-groupes réductifs de méme
type en chaque point, T (resp. T’) un tore mazimal de G (resp. G'). Alors T2 opére
librement sur Isomg ., (G, T;G',T'), le quotient

P = Isomg ,, (G, T; G/, T')/T*
est représentable ; ¢’est un fibré principal homogéne sous
A= Ms-gr. (G> T)/Tad7

ot A est représentable par un S-schéma constant tordu, extension de Autext(G) par
Waa(a) (Tad) = Norm, 4 (T2d)/T2d. De plus, si on fait opérer A sur T de la maniére
évidente, le fibré associé a P n'est autre que T'.

La premiere partie de la proposition résulte aussitot des résultats précédents. Pour
prouver la seconde, on remarque qu’il y a un morphisme évident P xg T — T (défini
par (u,t) — wu(t)); pour démontrer qu’aprés passage au quotient par A il induit un
isomorphisme, on peut encore une fois supposer (G,T) ~ (G',T'), auquel cas c’est
immédiat.

De maniere absolument semblable, on a :

Proposition 2.7. — Soient S un schéma, G et G’ deuz S-groupes réductifs de méme
type en chaque point, B D T (resp. B' D T') un couple de Killing de G (resp. G). Si
on fait opérer Autg ., (G,B,T)/T*! ~ Autext(G) de la maniére évidente sur T, le
fibré associé a Isomext(G, G') n’est autre que T".

Corollaire 2.8. — Soient G et G’ deux S-groupes réductifs qui sont des formes tordues
intérieures 'un de lautre; soit B D T (resp. B’ D T') un couple de Killing de G
(resp. G'). Alors T et T’ sont isomorphes.

Remarque 2.9. — 11 n’est pas vrai en général que B et B’ soient isomorphes ; ce sont
cependant des formes tordues intérieures 'un de 'autre (cf. n°5).

On peut développer des variantes « Isomint » (3) des résultats précédents. Signa-
lons-en une :

(13)N.D.E. : Rappelons que Isomint,, (G, G’) est défini en 1.11.
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Proposition 2.10. — Soient S un schéma, G et G’ deux S-groupes réductifs de méme
type en chaque point, B D T (resp. B D T') un couple de Killing de G (resp. G').
Soit u € Isomext(G, G')(S) ; considérons

Isomint, (G, B, T; G', B', T') = Isomg ,, (G, B, T; G, B', T') N Isomint, (G, G’).

C’est un S-schéma lisse et affine qui est un fibré principal homogéne sous T2, En
particulier, Isomint, (G, B, T; G, B', T')(S) # @ si et seulement si ’élément corres-
pondant de H'(S, T*) est nul.

Pour terminer ce numéro, démontrons deux résultats qui nous seront utiles par la
suite :

Proposition 2.11. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, T un tore mazimal
de G. Le morphisme évident

T*! = Autg.,, (G,idr)

est un isomorphisme.

Cela résulte des énoncés précédents; d’ailleurs, on a donné une démonstration
directe au cours de la preuve de 1.5.2.

Corollaire 2.12. — Sous les conditions précédentes, il existe une équivalence entre la 343
catégorie des couples (G, f), ot G’ est une forme de G et f un isomorphisme de T
sur un tore mazimal de G', et la catégorie des fibrés principauz homogénes sous T3

Corollaire 2.13. — Si H'(S,T?Y) = 0, et si G’ est une forme de G possédant un tore
mazximal isomorphe a T, alors G’ est isomorphe a G.

Corollaire 2.14. — Soient S un schéma tel que Pic(S) = 0, et G un S-groupe réductif
de type constant. Pour que G soit déployable, il faut et il suffit que G posséde un tore
mazximal déployé.

Soient G un groupe réductif, rad(G) son radical (Exp. XXII, 4.3.9) ; comme rad(G)
est central et caractéristique dans G, on a un morphisme canonique

q: Autext(G) — Autg ., (rad(G)).

Proposition 2.15. — Soit G un S-groupe réductif. La suite suivante est exacte :

1 —=ad(G) — Autg , (Giidruare)) — = Autext(Q) — > Autg,, (rad(C))
et Ker(q) = Im(p) est un sous-schéma ouvert et fermé de Autext(G), fini sur S.

On peut supposer G déployé. La premiere assertion est immédiate; la seconde
résulte de Exp. XXI, 6.7.5 et 6.7.7.

Notant H = Autg ,, (G,id;aq(c)), on en déduit :
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Corollaire 2.16. — 1 existe une équivalence entre la catégorie des couples (G', f), ou
G’ est une forme de G et f un isomorphisme de rad(G) sur le radical de G', et la
catégorie des fibrés principauz sous un certain S-schéma en groupes H, ou H est tel
qu’il existe une suite exacte

l1—ad(G) —H—F —1,

ou le S-groupe F est étale et fini sur S.

3. Schéma de Dynkin d’un groupe réductif. Groupes quasi-déployés

3.1. On rappelle (Exp. XXI, 7.4.1) quun diagramme de Dynkin est un ensemble fini
muni de la structure définie par un ensemble de couples d’éléments distincts (liaisons)
et d’une application dans {1,2,3} (longueurs). A chaque donnée radicielle réduite
épinglée Z est associé un diagramme de Dynkin A(Z), dont I’ensemble sous-jacent
est I’ensemble des racines simples.

3.2. Soit S un schéma. Un S-schéma de Dynkin est un S-schéma constant tordu fini
A, muni de la structure définie par un sous-schéma L de A xg A d’intersection vide
avec la diagonale, et d’un morphisme A — {1,2,3}s. Pour chaque S" — S, A(S') est
muni naturellement d’une structure de diagramme de Dynkin.

On définit aussitot les notions suivantes : isomorphisme de deux schémas de Dynkin,
extension de la base d’un schéma de Dynkin, schéma de Dynkin constant associé a
un diagramme de Dynkin.

Toute donnée de descente sur un schéma de Dynkin pour la topologie étale est
effective.

3.3. On se propose d’associer a chaque S-groupe réductif G un S-schéma de Dynkin.
Supposons d’abord G déployable sur S; pour tout épinglage £ de G, notons A(E) le
schéma de Dynkin constant associé a la donnée radicielle épinglée définie par £ ; si €
et & sont deux épinglages de G, il existe par 1.5 un unique automorphisme intérieur
de G sur S transformant £ en £’ ; cet automorphisme de G définit un isomorphisme
ager » A(E) = A(E'); les ager forment évidemment un systéme transitif, de sorte
quon peut identifier les A(E) (i.e. prendre la limite inductive); le résultat est un
schéma de Dynkin constant noté Dyn(G). Si maintenant G est un S-groupe réductif
quelcongue, il existe une famille couvrante pour la topologie étale {S; — S} telle
que Gg, soit déployable. Raisonnant comme précédemment, on a donc une donnée
de descente canonique sur les Dyn(Gg,), permettant de construire par descente un
S-schéma de Dynkin Dyn(G).

3.4. Cette construction vérifie les propriétés suivantes (qui d’ailleurs la caractérisent
essentiellement) :

(1) A chaque S-groupe réductif est associé un schéma de Dynkin Dyn(G); a tout
isomorphisme u : G — G’ est associé fonctoriellement un isomorphisme Dyn(u) :

Dyn(G) — Dyn(G').
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(ii) Si S’ est un S-schéma et G un S-groupe réductif, on a

Dyn(G >S< S") ~ Dyn(G) >S< S

(iii) Si € est un épinglage de G, définissant la donnée radicielle épinglée de dia-
gramme de Dynkin A, on a
Dyn(G) ~ Ag.
(iv) Si w est un automorphisme intérieur de G, Dyn(u) est 'automorphisme iden-
tique de Dyn(G).

3.5. Soient S un schéma, G un S-groupe réductif. Il est clair que le foncteur
Autp, (Dyn(G)) des automorphismes de Dyn(G) pour la structure de schéma de
Dynkin est représentable par un S-schéma constant tordu fini. Par 3.4 (i) et (ii), on a
un morphisme canonique

MS—gr.(G) - MDyn(Dyn(G)%
qui, en vertu de (iv), se factorise par un morphisme
Autext(G) — Autp, (Dyn(G)).

Plus généralement, si G et G’ sont deux S-groupes réductifs, on a un morphisme
canonique

Isomext(G, G') — Isomp, (Dyn(G), Dyn(G’));
en particulier, si G’ est une forme tordue intérieure de G (1.11), les schémas de Dynkin
Dyn(G) et Dyn(G’) sont isomorphes.

3.6. Si G est semi-simple (resp. adjoint ou simplement connexe), le morphisme
Autext(G) — Autp,, (Dyn(G))

est un monomorphisme (resp. un isomorphisme). En effet, on peut supposer G épin-
glé et on est ramené au résultat correspondant pour les données radicielles réduites
épinglées (cf. Exp. XXI, 7.4.5).

On a un résultat analogue pour les Isom; d’otu il résulte en particulier que deux
S-groupes semi-simples adjoints (resp. simplement connexes) sont des formes tordues
intérieures 'un de I'autre si et seulement si leurs schémas de Dynkin sont isomorphes.

3.7. On peut donner une construction différente du schéma de Dynkin associé a un
groupe réductif. Soient #Z une donnée radicielle réduite épinglée, G un S-groupe réduc-
tif de type Z ; notons A(Z) le diagramme de Dynkin défini par la donnée radicielle
Z. On a (3.5) un morphisme canonique

As(%) = Autg ,, (GEP (%)) — Autp,, (A(#)s).

Le S-groupe réductif G correspond (1.17) & un fibré ISﬂS_g,_(Ggp (%), G), principal
homogene sous Ag(Z). Le fibré sous Autp, ,,(A(%)s) associé correspond a une forme
sur S de A(Z)s : c’est Dyn(G); en d’autres termes, ce fibré associé n’est autre que
Isomp,,, (A(%)g,%(GT.Sous cette derniere forme, la démonstration est immédiate.
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3.8. Schéma de Dynkin et couples de Killing. — Soient S un schéma, G un
S-groupe réductif, B D T un couple de Killing de G. Il existe un morphisme canonique

i %(G) - HO7111$—g1r.(Ta Gm,S)

qui identifie Dyn(G) au « schéma des racines simples de B relativement & T » ; ce mor-
phisme se définit aussitot par descente & partir du cas épinglé. Remarquons d’ailleurs
que la donnée de T et de @ permet de reconstruire B (« correspondance biunivoque
entre systeémes de racines simples et systémes de racines positives » ).

11 résulte de la description précédente de ® = Dyn(G), qu’il existe une racine ca-
nonique de Bp par rapport a Ty : cette racine agp est 'image par i(D) du morphisme
identique de ®. On en déduit un Og-module inversible canonique g* :

g° = (g ®as O)™®.

D =[] S

aEA

Dans le cas épinglé, on a

ot chaque S, est une copie de S, et g® est alors le Op-module qui induit g* sur S,,
pour tout o € A.

3.9. Quasi-épinglages. Groupes quasi-épinglés. — Si G est un S-groupe ré-
ductif, on appelle quasi-épinglage de G la donnée :

(i) d’un couple de Killing B D T de G,

(ii) d'une section X € I'(Dyn(G), g®)* .
On dit qu'un S-groupe réductif est quasi-déployable s’il possede un quasi-épinglage.
On appelle groupe quasi-épinglé un groupe réductif muni d’un quasi-épinglage.

Soit B D T un couple de Killing du S-groupe réductif G, alors G est quasi-épinglable
relativement & ce couple de Killing si et seulement si g® possede une section non nulle
en chaque point, i.e. si 'élément de Pic(Dyn(G)) défini par g® est nul. Supposons en

particulier S semi-local; alors Dyn(G) lest également, donc Pic(Dyn(G)) = 0. On en
déduit :

Proposition 3.9.1. — Soient S un schéma semi-local, G un S-groupe réductif. Pour
que G soit quasi-déployable, il faut et il suffit qu’il posséde un sous-groupe de Borel.

(14) En effet, S est affine donc, d’apres la premiére assertion de Exp. XXII, 5.9.7,
si G possede un sous-groupe de Borel B, il possede aussi un couple de Killing B D T.
Puis, comme Pic(®) = 0, alors g® posséde une section X partout non nulle.

Soient toujours A un anneau semi-local et S = Spec(A) ; remarquons maintenant
que pour tout S-groupe réductif G le morphisme Bor(G) — S est surjectif (car Gz
possede des sous-groupes de Borel, pour tout s € S) et lisse et projectif (Exp. XXII,

(14)N.D.E. : On a détaillé la référence & Exp. XXII, 5.9.7.
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5.8.3), donc posséde des sections apres extension étale finie surjective de la base. (15)
On en déduit le

Corollaire 3.9.2. — Soient S un schéma semi-local, G un S-groupe réductif. Il existe
un morphisme S’ — S étale fini et surjectif tel que Gy soit quasi-déployable.

Remarque 3.9.3. — Sous les conditions précédentes, soit T un tore maximal de G
(cf. Exp. XIV, 3.20); alors on peut supposer en outre que Gg/ est quasi-déployable
relativement a Tg : il suffit d’appliquer le raisonnement précédent au « schéma des
sous-groupes de Borel contenant T », qui est fini et étale sur S (Exp. XXII, 5.5.5 (ii)).

3.10. Soient & et £’ deux quasi-épinglages du S-groupe réductif G. Il existe un unique
automorphisme intérieur de G transformant £ en &’. En effet, on se ramene aussitot
au cas déployé, ou I’assertion a déja été démontrée (1.5, il suffit de remarquer en effet
qu’il revient au méme pour un automorphisme intérieur de G de respecter un épinglage
ou le quasi-épinglage sous-jacent). On en conclut comme au n°1 qu’un quasi-épinglage
du S-groupe réductif G définit un scindage h de la suite exacte :

h
1 ad(G) Autg . (G) = Autext(G) — 1,
p

I'image de h étant le sous-groupe de Autg ., (G) qui laisse invariant le quasi-épinglage.

De méme si G et G’ sont deux S-groupes quasi-épinglés, on définit de maniere
naturelle le sous-foncteur

Isﬂs-gr. q-ép. (G’ GI)

(15 N.D.E. : L’original renvoyait &8 EGA IV, §24, qui n’est pas paru. Il s’agit d’utiliser le « théoreme
de Bertini ». Détaillons ’argument, qui nous a été indiqué par O. Gabber. Soit X — S un morphisme
surjectif, lisse et projectif; remplagant S par une composante connexe, on peut supposer que X/S
est en tout point de dimension relative d (cf. EGA IV4, 17.10.2). On peut aussi supposer que X est
un sous-schéma fermé d’un espace projectif P§ = P(E), ot E est un A-module libre de rang n + 1

(cf. EGA 11, 5.3.3). Soient s, ..., s, les points fermés de S; d’apres le théoréme de Bertini (voir par
exemple [Jou83], T 6.10), il existe un ouvert U du produit P = P(E*)?, & fibres non vides, tel que
pour tout point w = (f1,..., fq) de Us,, I'intersection de Xy (u) avec les d hyperplans de IP’LL(“) définis

par u soit étale sur k(u). Quitte & rétrécir U, on peut supposer que U est le complémentaire dans
I’espace affine A’S“i du lieu des zéros ¥ (Q) d’un certain polynéme Q de degré m > 0. On voit alors
facilement (par récurrence sur le nombre de variables) que 7 (Q) ne peut contenir tous les points
rationnels de Agfl si |k(s;)| > m. Comme le morphisme A — [, k(s;) est surjectif, on peut trouver
un polynéme unitaire R € A[X] de degré m dont 'image dans k(s;)[X] est irréductible si x(s;) est
fini, et posséde m racines distinctes si x(s;) est infini. Posons A’ = A[X]/(R) et S’ = Spec(A’);
alors S’ — S est étale, fini et surjectif, et le corps résiduel en chacun de ses point fermés s,...,s;
est de cardinal > 2™. Alors U posséde un point rationnel u; au-dessus de chaque point fermé de
S’, et comme A’ — TT, k(s;) est surjectif, ceux-ci se relévent en une section u de Pgs. Notons Z
intersection de Xg/ avec les d hyperplans de Pg, définis par u, et V Pouvert de Z formé des points
en lesquels Z est étale sur S’. D’aprés EGA IV3, 11.3.8, V contient les fibres ZS; pour tout ¢ ; comme
m: Z — S’ est propre, il en résulte que le fermé m(Z — V) est vide, d’ou V = 7. Alors Z — ' est
surjectif, étale et propre, donc fini, ainsi que la composée Z — S, et ceci fournit la section désirée de
X —S.
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de Isomg,, (G,G’); la projection de Isomg,, (G,G’) sur Isomext(G.G’) induit un
isomorphisme

(%) Isomg o, ¢p (G, G') — Isomext(G, G').

Théoréme 3.11. — Soient S un schéma, # une donnée radicielle réduite épinglée telle

que Ggp(%’) existe (cf. Exp. XXV), E le groupe de ses automorphismes. Considérons
les trois catégories suivantes :

(i) La catégorie Rev des revétements principaux galoisiens de S de groupe E (les
morphismes sont les isomorphismes).

(ii) La catégorie Redext dont les objets sont les S-groupes réductifs de type Z (Exp.
XXII, 2.7), les morphismes de G dans G’ étant les éléments de Isomext(G, G’)(S).

(iii) La catégorie Qép des S-groupes réductifs quasi-épinglés de type X (les mor-
phismes sont les isomorphismes respectant les quasi-épinglages).

Ces trois catégories sont équivalentes : plus précisément, on a un diagramme de
foncteurs, commutatif a isomorphismes prés

qép

Rev Qép

rev /

Redext

Nous allons décrire ci-dessous ces trois foncteurs, en laissant au lecteur le soin de
vérifier la commutativité du diagramme.

3.11.1. Le foncteur i. — C’est le foncteur évident : i(G) = G, i(f) = image de f par
I'isomorphisme de 3.10 (x).

3.11.2. Le foncteur qép. — Soit S’ un revétement principal galoisien de S de groupe E.
Soit (G, T,M,R, A, (Xa)aca) un épinglage de G = G§P(#) et soit (X.,)aca I'épin-

glage correspondant de G’ = Gg/ = Gg,p(e%’). D’apres Exp. XXIII 5.5 bis, il existe un
unique morphisme de S-groupes

0:E — Autg. (GEP(%)) = A(%)(S)

tel que, pour tout h € E, 6(h) induise Dg(h) sur T et Zie(0(h))(Xa) = Xp(q) pour
tout o € A. Tenant compte de 'opération de E sur S’, on obtient ainsi une opération
de E sur G/, compatible avec I'opération de E sur S’ et qui respecte le quasi-épinglage
canonique de G'. (16 Comme S’ — S est couvrant pour la topologie (fpqc), ¢’est un

(16)N.D.E. : On a détaillé I'original dans ce qui précede, pour faire voir que 'opération de E sur G’
s’obtient en combinant I’opération naturelle de E sur Gg,p (Z) et opération donnée sur S’. Le couple
de Killing canonique de G’ est préservé par cette opération, ainsi que le quasi-épinglage donné par
Iélément X’ de I'(Ag/, Lie(G//S')2s"), égal & X!, sur la copie de S indexée par « (en effet, comme
E agit sur Ag, par permutation des copies de S/, on a bien h(X') = X’ pour tout h € E).
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morphisme de descente effective pour la catégorie fibrée des morphismes affines, et on
note B}
) B
aép(S') = Gg, /5 (%)
le S-groupe quasi-épinglé obtenu par descente galoisienne. (17)

3.11.3. Le foncteur rev. — Soit G un S-groupe réductif de type Z. On note
rev(G) = Isomext(ngp (%), Q),

c’est un fibré principal homogene sous Eg (cf. 1.10 et 1.19) , c’est-a-dire un objet de
Rev.

Développons un des corollaires de 3.11 :

Corollaire 3.12. — Pour tout S-groupe réductif G, il existe un S-groupe quasi-épinglé
Gg.cp. €t un « isomorphisme extérieur » u € Isomext(Gg.¢.,G)(S). Le couple
(Gyep.,u) est unique & un isomorphisme unique pres.

En effet, on peut supposer G de type constant &, et on prend Gg.¢p.
qE
GrevIEG)/S(%)'

3.12.1. — Remarquons que la donnée de u permet de définir de maniére canonique le
S-schéma (cf. 1.11)

Q = mu(Gq—ép.y G), (18)
qui est un fibré principal homogene sous ad(Gg.gp.), et dont la donnée « équivaut »
a celle de la forme tordue intérieure G de Gg¢p.. D’ailleurs Q n’est autre que le
« schéma des quasi-épinglages de G », définition qui rend compte de sa structure de
fibré principal homogene (& gauche) sous ad(G) (3.10) — comparer avec 1.20.

Proposition 3.13. — Soient S un schéma, G un S-groupe semi-simple adjoint (resp.
simplement connexe), B D T un couple de Killing de G, Dyn(G) le S-schéma de
Dynkin de G. Il existe un isomorphisme canonique de S-schémas en groupes

T H G, Dyn() -
Dyn(G)/S

(I7)N.D.E. : voir, par exemple, TDTE I, p. 22, Exemple 1. On peut aussi décrire qép(S’) comme

suit. Convenons que E opére & gauche sur S’. Comme E agit sur G = Ggp(ﬂ), on peut tordre G
par le E-torseur S’/S, c.-a-d., former le faisceau (fpqc) quotient de S’ xg G par I’action & gauche de
E définie par h - (s’,9) = (h(s'),h(g)). Comme G est affine sur S, ce faisceau est représentable par
un S-groupe G, qui est une forme « tordue » de G, et ©f = Dyn(G#) est le tordu du schéma de
Dynkin constant Ag par le torseur S’/S. Comme E normalise B et T, on obtient de méme un couple
(B#, T%) qui est un couple de Killing de G¥. D’autre part, soient g = Ze(G/S) et gf = Le(Gt/S);
pour tout U — S, les sections de gﬁ sur U sont les S-morphismes E-équivariants U xg S’ — W(g).
Comme ®f xg S est E-isomorphe & A x S/, muni de 'action h - (a, s') = (h(a), h(s’)), on obtient
que le morphisme donné par (a,s’) — X, est une section de gf sur D% qui est un quasi-épinglage,

i.e. une section partout non nulle de (g ®eg ﬁ@n)@’i (ct. 3.8).
(18)N.D.E. : On note Isomint au lieu Isomint,, (cf. 1.11), puisque le couple (Gq-¢p.,u) est unique &
un isomorphisme unique pres.
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(On rappelle (cf. Exp. 11, §1) que le second membre est par définition le S-foncteur
qui & S" — S associe G, (Dyn(G) xgS'), ou, ce qui revient au méme, G,,,(Dyn(Gs)).)

Premiere démonstration. Faisons-la pour simplifier dans le cas adjoint. Considérons

le morphisme composé
T— [[To — [[Gmo.
/8 /8
olt le premier morphisme est le morphisme canonique, le second est []g /s 0D (on a
noté ® = Dyn(G)). Pour vérifier que ce morphisme est un isomorphisme, on peut

supposer G déployé; or, dans ce cas, ce n’est autre que le morphisme T — (G, )

de composantes a, pour @ € A, et celui-ci est un isomorphisme (Exp. XXII, 4.3.8).

Deuzieme démonstration. D’apres 2.8, 3.5 et 3.11, on peut supposer que G =
Gg:E/pS(%’), T étant le tore maximal canonique. Sur S’, on a par Exp. XXII 4.3.8,

un isomorphisme Tg — (Gmﬁs/)A, défini par les racines simples (resp. les coracines
simples). Le groupe E opére au second membre par permutation de A. Or le fibré
associé & S'/S par E — Aut(A) est Dyn(G) (3.7), et on conclut aussitot.

Utilisant 'appendice 8.1, on en tire :
Corollaire 3.14. — Sous les conditions précédentes, on a
H'(S,T) = H'(Dyn(G), Gy,) — Pic(Dyn(G)).
En particulier, H(S, T) = 0 lorsque S est semi-local.

Remarque 3.15. — Soient S un schéma, G (resp. G’) un S-groupe réductif, B D T
(resp. B’ D T’) un couple de Killing de G (resp. G'), u € Isomext(G, G’)(S). Posons
(cf. 2.10)
P = Isomint, (G,B, T;G',B’, T');

c’est un fibré principal homogene sous T3 (par (f,t) — f oint(t)).

Soit d’autre part © = Dyn(G) = Dyn(G’) (identifiés grace a u (3.5)), et soit
L = Isomg (g®, ¢'®) le fibré principal homogene sous G,, » défini par le Op-module
inversible

Hom,_(g°,¢'°) =g’ ® (¢°)".
Chaque f € P(S') définit un isomorphisme de g° ®g, Os sur g'® ®g, Os/, d’ott un
morphisme canonique
P— []L

D/
Ce morphisme est un isomorphisme, compatible avec I'isomorphisme d’opérateurs
Tad AN H Gm’CD
D/

défini ci-dessus. En effet, il suffit de le vérifier dans le cas ou les deux groupes sont
épinglés, ou c’est facile.
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Il s’ensuit en particulier que dans I’isomorphisme
H!(S, T*d) = Pic(Dyn(G))

de 3.14, la classe du fibré P est transformée en cf(g'™) — cl(g®). Le fibré P est donc

trivial si et seulement si g’® et g® sont isomorphes.
Si (G, B, T) est quasi-déployable, par exemple si on prend pour G le groupe Gg—épﬂ
avec son couple de Killing canonique, il s’ensuit que I'image de la classe de P n’est

autre que l'obstruction au quasi-déploiement de G’ définie en 3.9.

3.16. Symétries

3.16.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, B D T un couple de Killing de
G. On rappelle (Exp. XXII, 5.9.1) qu'’il existe un unique sous-groupe de Borel B~ de
G tel que BNB~ =T. Si X € I'(D, gP)* définit un quasi-épinglage de G relativement
a (B,T) (3.9), alors Y = —X~! € I'(D, (gP)V)* définit un quasi-épinglage de G
relativement & (B7,T); on dit que c’est le quasi-épinglage opposé.

Si Z est une donnée radicielle réduite épinglée et si £ est un Z-épinglage du S-
groupe réductif G, on définit un Z-épinglage £~ dit opposé & £ de la maniere suivante :
on garde le méme tore maximal T, on prend 'opposé de Iisomorphisme Dg(M) — T,
et on « épingle » par Y, = —X_! € ['(S, g7%)*, pour a € A. Le quasi-épinglage sous-
jacent a £~ est le quasi-épinglage opposé au quasi-épinglage sous-jacent a &.

Remarque. — Dans les notations de Exp. XIX, 3.1, si on pose
we(Xe) = exp(Xq) exp(—X, 1) exp(Xa ),
on a we(Xy) =w_a(Ya) (loc. cit. 3.1 (vi)).
Proposition 3.16.2. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif.
(i) Soit T un tore mazimal de G ; il existe un unique
i € (Autg . (G, T)/T*)(S) C Autg . (T)
tel que iT(t) =t~! pour toute section t de T.
(ii) Soit (B, T) un couple de Killing de G ; il existe une unique section
wg,1 € (Normg (T)/T)(S) = Wa(T)(S)
telle que int(wp 1)(B) = B~ (avec l'abus de langage évident).

(iii) Soit @ = (B,T,X) un quasi-épinglage de G, @~ = (B7,T,Y) le quasi-
épinglage opposé ; il existe un unique automorphisme intérieur de G

ng € Norm,qg) (T*)(S) C Autg g (G)
tel que ng(Q) = Q~, c’est-a-dire : ng(T) =T, ng(B) =B, ng(X) =Y.

(iv) Soit (#,E) un épinglage de G, (#,E~) Uépinglage opposé ; il existe un unique
automorphisme de G

ug € Autg 4 (G, T) C Autg g, (G)

tel que ug(€) = £, c.-a-d. ug(t) =t~ pour toute section t de T, et Ad(ug)Xe = Yq
pour tout a € A.
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Démonstration. (ii) résulte de Exp. XXII, 5.5.5 (ii), puis (iii) résulte de 3.10, et (iv)
résulte de Exp. XXIII, 4.1. Enfin pour prouver (i), on peut supposer G épinglé. L’exis-
tence résulte de (iv) par exemple, 'unicité du fait qu'un automorphisme de G qui
induit I'identité sur T est donné par une section de T24 (2.11).

Corollaire 3.16.3. — On a

2 2 2 2

De plus, it (resp. ug) est # e si G # e, et wg, (resp. ng) est # e si G n'est pas un
tore.

Corollaire 3.16.4. — Dans la situation de (iii) (resp. (iv)), ng se projette sur wp T
(resp. ug se projette sur it) par le morphisme canonique

Norm, () (T*) — Waq(c)(T*) ~ We(T),
resp.

Ms—gr. (G7 T) - AUtS—gT- (G7 T)/Tad .

Corollaire 3.16.5. — Les définitions précédentes sont compatibles avec I’extension de
la base, et sont fonctorielles par isomorphisme (en un sens évident).

Proposition 3.16.6. — (i) On peut définir de maniére unique pour chaque groupe ré-
ductif G sur un schéma S un élément

sg € Autext(G)(S)

de telle maniere que cette construction soit fonctorielle en G par isomorphisme, soit
compatible avec les changements de base et que chaque fois que T est un tore mazximal
du S-groupe réductif G, sq soit l'image de it par le morphisme canonique

Autg ,, (G, T)/T* — Autext(G).

(ii) On a s} =e, et sg est un élément central de Autext(G).

(iii) Sous les conditions de 3.16.2 (i), si on identifie Autg,, (G,B,T)/T*? 4
Autext(G) (2.2), on a
WB,T iT = T WB,T = 5G -
(iv) Sous les conditions de 3.16.2 (iv), si on identifie Autg,, (G, %Z,€) a

Autext(G) (1.3 (iil)), on a
ngug = uUugng = Sag -

Démonstration. (i) se prouve sans difficulté par descente. D’autre part, comme it est
évidemment une section centrale et de carré e dans Autg ,, (T), (ii) en résulte immé-
diatement ; (iii) est une conséquence de (iv) par descente. Enfin, sous les conditions de
(iv), il est clair que ngug = ugng et que cet automorphisme de G respecte ’épinglage ;
modulo 'identification faite, il est donc égal & son image dans Autext(G); mais ng
est intérieur et ug se projette sur sg.
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Remarque 3.16.7. — (i) On détermine explicitement sg dans chacun des cas de la
classification grace a (iii) : il suffit pour chaque donnée radicielle irréductible épinglée
de composer la symétrie par rapport a origine avec la symétrie dans le groupe de
Weyl (i.e. 'élément wy du groupe de Weyl tel que wo(A) = —A). On trouve les
résultats suivants : on a sg = 1 sauf pour A,, (n > 2), D,, (n impair) et Eg, auquel
cas sg est 'unique « automorphisme extérieur » non trivial.

(ii) L’automorphisme ug est celui qui sert & fabriquer « les formes réelles com-
pactes » dans la théorie des algebres de Lie semi-simples.

Remarque 3.16.8. — On a défini en 3.16.1 une involution dans le S-schéma Q =
Isomint(Gq-¢p., G) des quasi-épinglages de G (cf. 3.12.1) ; par transport de structure de
Gg-¢p. & G, on voit aussitot que cette involution est donnée par 'action d’un élément
de ad(Gq-ep.)(S) : I'élément ny défini (3.16.2 (iii)) par le quasi-épinglage canonique de
Ggép.-
De la méme maniere, on a défini une involution dans le S-schéma
E
P = Isomg ,, (G5 (%), G)

des Z-épinglages de G (cf. 1.20). Raisonnant comme précédemment, on voit que cette
involution est donnée par I’action de l'automorphisme uy de Ggp(%) défini (3.16.2

(iv)) par I’épinglage canonique de Ggp (%).

4. Isotrivialité des groupes réductifs et des fibrés principaux sous les
groupes réductifs

4.1. Définitions. Théoréme d’isotrivialité

Définition 4.1.1. — Soient S un schéma, G un S-schéma en groupes, P un fibré prin-
cipal homogene sous G. On dit que P est localement isotrivial (resp. semi-localement
isotrivial) si pour tout point s € S (resp. tout ensemble fini F de points de S contenu
dans un ouvert affine) il existe un ouvert U de S contenant s (resp. F') et un morphisme
étale fini surjectif S" — U tel que Pg/ soit trivial.

Définition 4.1.2. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif. On dit que G est loca-
lement isotrivial (resp. semi-localement isotrivial) si pour tout point s € S (resp. tout
ensemble fini F de points de S contenu dans un ouvert affine) il existe un ouvert U de
S contenant s (resp. F) et un morphisme étale fini surjectif S — U tel que Gg soit
déployable.

Remarque 4.1.3. — (i) L’équivalence de catégories de 1.17 respecte par définition ’iso-
trivialité locale (resp. semi-locale.)

(ii) Ajoutons aux conditions de 4.1.1 : G localement de présentation finie sur S.
Alors le fibré principal P (ou le groupe réductif G) est localement isotrivial (resp. semi-
localement isotrivial) si et seulement si pour tout S — S, S’ local (resp. semi-local),
Pg est isotrivial (ou Ggs isotrivial), ¢’est-a-dire §’il existe S — S’ étale fini surjectif
tel que Pgr soit trivial (ou Gg» déployé).

(iii) Dans le cas des tores, la définition 4.1.2 coincide avec celle de Exp. IX, 1.1.
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4.1.4. — Rappelons (Exp. XXII, 4.3 et 6.2) que pour tout groupe réductif G, nous
avons introduit les groupes rad(G), corad(G) et dér(G). Les groupes rad(G) et
corad(G) sont des tores, qui sont triviauzdéployés lorsque G est déployé; de plus,
il existe une isogénie rad(G) — corad(G). Le S-groupe dér(G) est semi-simple, on a
G/ dér(G) = corad(G); il s’ensuit que pour tout fibré principal homogene P sous G,
P/ dér(G) est un fibré principal homogene sous corad(G). Ceci dit, on a :

Théoreme 4.1.5. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif de type constant.
(i) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) G est localement (resp. semi-localement) isotrivial.
(b) Le tore rad(G) l’est.
(b") Le tore corad(G) l’est.

(¢c) Le revétement galoisien de S associé a G (3.11) est.
Si T est un tore maximal de G, ces conditions sont également équivalentes a

(d) Le tore T est localement (resp. semi-localement) isotrivial

(ii) Soit P un fibré principal homogene sous G; pour que P soit localement
(resp. semi-localement) isotrivial, il faut et il suffit que le corad(G)-fibré principal
P/ dér(G) le soit.

Corollaire 4.1.6. — Les conditions de (1) sont vérifiées lorsque G est semi-simple ou
lorsque S est localement noethérien et normal (ou plus généralement géométriquement
unibranche). Les conditions de (ii) sont vérifiées lorsque G est localement (resp. semi-
localement) isotrivial.

Pour (i), la premiére assertion est triviale sur (b), la seconde résulte de (c) et Exp.
X, 5.14 et 5.15. Pour (ii), il suffit de remarquer qu’en vertu du théoréme 90, un fibré
principal sous un tore déployé est semi-localement isotrivial.

4.2. Démonstration : le cas semi-simple

Démontrons d’abord, en vue d’une référence ultérieure :
Proposition 4.2.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, T un tore maximal
de G (resp. B un sous-groupe de Borel, resp. B D T un couple de Killing de G), P

un fibré principal homogéne sous G, G’ la forme tordue de G associée a P (via le
morphisme int : G — Autg ., (G)). On a des isomorphismes canoniques

P/ Normg (T) — Tor(G’'), P/B — Bor(G), P/T = Kil(GQ).

Par construction, G’ est le quotient de P xg G par une certaine opération de G
((p,g")g = (pg,97*g'g)); on a donc un morphisme P xgG — G’, c’est-a-dire un
morphisme

P — Homg(G,G'),

qui, comme on le voit aussitot, se factorise par un morphisme

f:P — Isomg ,, (G,G),
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pour vérifier cette assertion, on peut supposer G = P, auquel cas on a G’ = G,
rifi tt ti t G="P 1 G =G
f =int). L’application ensembliste p — f(p)(T) définit un morphisme

P — Tor(G).

Pour vérifier que ce morphisme induit un isomorphisme P/Norm, (T) — Tor(G’)
comme annoncé, on peut de nouveau supposer P = G auquel cas on est ramené a
Exp. XXII, 5.8.3 (iii). (En fait, loc. cit. devrait étre remplacé par ’énoncé ci-dessus).
On raisonne de méme pour Bor et Kil.

Proposition 4.2.2. — Soient S un schéma semi-local, G un S-groupe semi-simple de
type constant.

(i) G est isotrivial.

(ii) Tout fibré principal sous G est isotrivial.

Prouvons (i). Quitte a faire une extension étale finie surjective de la base, on peut,
par 3.9.2 supposer G quasi-déployé. Mais alors G est isotrivial par construction (3.10,
le groupe E est fini). Pour prouver (ii), on peut, en vertu de (i), supposer G déployé;
on est alors ramené a :

Lemme 4.2.3. — Soit S un schéma semi-local. Tout fibré principal sous un groupe
réductif déployé est isotrivial.

En effet, avec les notations de 4.2.1, ou B D T désigne le couple de Killing canonique
de G déployé, le S-schéma Kil(G’) posséde une section, apres extension étale finie
surjective de la base, en vertu de 3.9.2. On peut donc réduire le groupe structural de
G a T, or T est déployé, donc H' (S, T) = 0 (théoreme 90).

Corollaire 4.2.4. — Soient S un schéma et
1—G—G —G"—1

une suite exacte de S-schémas en groupes (pour (fpqc)), G étant semi-simple de type
constant. Soit P un fibré principal homogéne sous G, supposons le faisceau ') associé
P/G représentable (par exemple G affine sur S). Pour que P soit localement isotrivial

(resp. semi-localement isotrivial), il faut et il suffit que P/G le soit (comme fibré sous
e (19)).

Si P est trivial, P/G l’est aussi, ce qui montre que la condition est nécessaire.
Réciproquement, supposons S local (resp. semi-local) et P/G isotrivial, donc trivialisé
par une extension S’ de S étale finie et surjective. Etendant la base & §', on peut réduire
le groupe structural de Py & Ggr. Mais S’ est encore semi-local et Gg/ semi-simple de
type constant, donc le fibré obtenu est isotrivial (4.2.2).

(19N.D.E. : On a remplacé « fibré » par « faisceau », et ensuite G/ par G".
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4.3. Démonstration : cas général. — Remarquons d’abord que 4.1.5 (ii) résulte
aussitot de 'application de 4.2.4 a la suite exacte

1 — dér(G) — G — corad(G) — 1.

Démontrons donc (i). Si G est déployé, rad(G) et corad(G) sont déployés, ainsi que
rev(QG) ; donc (a) implique (b), (b'), et (c).

4.3.1. — On a (c) = (a). Soit Z le type de G; on a une suite exacte
1 — ad(GEP (%)) — Ag(#) — Bs — 1.

Appliquant 4.2.4. au fibré P = Isoms_grA(Gg:p (%)) et au fibré associé rev(G) =
P/ad(G§P (%)), on a (c) = (a).

4.3.2. — On a (b) = (a). Il nous suffit de prouver que si rad(G) est déployé, G est

semi-localement isotrivial. Or soit Go = Ggp (Z) ; considérons la catégorie des couples
(G', f) o G’ est une forme de Gg et f un isomorphisme de rad(Gg) sur rad(G).

On sait (2.16.) que cette catégorie est équivalente a la catégorie des fibrés principaux
homogenes sous un certain S-groupe H extension d’un groupe constant tordu fini par
un groupe semi-simple. Il nous suffit de prouver que tout fibré principal sous H est
semi-localement isotrivial, or cela résulte aussitot de 4.2.4.

4.3.3. — On a (b") = (a). On peut raisonner comme précédemment (ce sera d’ailleurs
le méme groupe H qui s’introduira). On peut aussi voir que (b) et (b’) sont équiva-
lentes ; un tore isogene a un tore localement déployé est également localement déployé
(cf. Exp. IX, 2.11 (iii)).

4.3.4. — Ona (d) = (a). Il suffit de prouver qu’un groupe de type constant possédant
un tore maximal déployé est semi-localement isotrivial ; or cela résulte aussitot de 2.14.

4.3.5. — On a (a) = (d). Il suffit de prouver qu’un tore maximal d’un groupe déployé
est semi-localement isotrivial. Or on a plus précisément :

Lemme 4.3.6. — Soient S un schéma semi-local, G un S-groupe réductif, Tg un tore
mazximal déployé de G, Wy = Norm¢ (To)/To (c’est un S-groupe localement constant,
et constant si G est de type constant, par 2.14), T un tore mazimal de G.

Il existe un morphisme S — S qui est principal homogéne sous Wy (donc étale fini
et surjectif, et méme principal galoisien si G est de type constant), tel que Tg/ soit
conjugué & (To)s par un élément de G(S') (et donc en particulier déployé).

En effet, on sait que TranspG (To,T) est un fibré principal homogene sous
Normg(To) (cf. par exemple Exp. XI, 5.4 bis). Posons S’ = Transp , (To, T)/To ; c’est
un fibré principal homogene sous Wy. Etendant la base de S & S’ , on peut réduire le
groupe structural de TramspG (T, T) & Ty. Or S’ est semi-local et Ty déployé, donc
Transp, (To, T) possede une section sur S'. C.Q.F.D.
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4.4. Utilisation de ’existence de tores maximaux

En utilisant le théoreme d’existence de tores maximaux de Grothendieck (Exp.
X1V, 3.20), on peut préciser considérablement les résultats précédents. Enongons tout
de suite :

Théoréme 4.4.1. — Soient S un schéma semi-local, Z une donnée radicielle réduite
épinglée, W son groupe de Weyl, E le groupe de ses automorphismes. (On rappelle
que E opére naturellement sur W et que le produit semi-direct A = W - E s’identifie
au groupe des automorphismes de % non épinglée, cf. Exp. XXI, 6.7.2).

(i) Tout fibré principal homogéne sous Ggp(%’) est trivialisé par un revétement
principal galoisien S’ — S de groupe W.

(ii) Soit G un S-groupe réductif de type % ; soit rev(G) = Isomext(Ggp(,%’), G) le
revétement galoisien de S de groupe E associé. Soit Wq la forme de Wg associée a

rev(G). Il existe un morphisme S' — S, qui est un fibré principal homogéne sous Wy,
tel que Ggr soit quasi-déployable (i.e. posséde un sous-groupe de Borel).

(iii) Tout S-groupe réductif de type Z est déployé par un revétement principal ga- 367
loisien S — S de groupe A.

Enoncons d’abord :

Proposition 4.4.2. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, T un tore mazimal
de G, P un fibré principal homogéne sous G, G’ la forme tordue de G associée a P
(on a alors, cf. 4.2.1, un isomorphisme canonique P/Normg(T) —— Tor(G’)). Soit
T un tore maximal de G', définissant un morphisme composé

S — Tor(G’) — P/ Norm(T).
Considérons les morphismes canoniques
P — P/T — P/Norm(T)

et prenons-en les images réciproques par le morphisme précédent :

P P/T P/Normg(T)
T | T
H S’ S.

Alors S’ (resp. H) est un fibré principal homogéne au-dessus de S (resp.S') sous
Wa(T) (resp. Tsr). De plus, si on fait opérer Wg(T) sur T de la maniére évidente,
le fibré associé a S’ est isomorphe a T'.

Les deux premieres assertions sont triviales, la derniere se prouve comme ’assertion
correspondante de 2.6.

Corollaire 4.4.3. — Soient S un schéma semi-local, G un S-groupe réductif, T un tore
mazximal de G. Supposons l'une des deux conditions suivantes satisfaites : 368

(i) T est déployé.
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(ii) T est contenu dans un sous-groupe de Borel de G, et G est soit adjoint, soit
simplement conneze.

Soit en outre P un fibré principal homogéne sous G. Il existe un S-schéma S, qui
est un fibré principal homogéne sous Wg(T), tel que Pgs soit trivial.

En effet, si G’ est la forme de G associée a P, alors G’ posséde un tore maximal T’
(Exp. XIV, 3.20). Reprenant les notations de la proposition précédente, on voit que
H!(S/, Ts/) = 0 (en vertu du théoréme 90 pour (i), de 3.14 pour (ii)). Le morphisme
H — S’ possede une section, donc Pgs possede aussi une section sur S’. C.Q.F.D.

Démontrons maintenant le théoreme. L’assertion (i) est un cas particulier du corol-

laire précédent (prendre G = Ggp (%), muni de son tore déployé canonique). Prouvons
(ii). On sait (3.12), que G est une forme tordue intérieure de

Go = G;@gG) 15(%).

Si T est le tore maximal canonique de Gg, Wg, (To) est bien le groupe Wy décrit dans
I’énoncé. La forme G de Gy correspond & un fibré principal homogene P sous ad(Gy)
(P = Isomint(Gy, G)). Le groupe Wad(GO)(TSd) est canoniquement isomorphe & Wy,
et on obtient le résultat voulu en appliquant 4.4.3 & la situation (ad(Gog), T34, P),
Ihypothese (ii) de 4.4.3 étant bien vérifiée. Démontrons enfin (iii). Reprenons les
notations de (ii) ; on a un diagramme

rev(G)
Es

/
S=w, ¥
On sait que Ggs est isomorphe a (Go)s: et que (Go)rev(q) est déployable. Si on pose
S = S xsrev(G), Gg est bien déployable, et il ne reste plus qu'a vérifier que S est
bien un revétement principal galoisien de S de groupe A, ce qui résulte du lemme plus
général suivant (naturellement valable dans tout site) :

Lemme 4.4.4. — Soient S un schéma, G et H deux S-schémas en groupes, G —
Autg . (H) une opération de G sur H, E un G-fibré principal homogene, F un Ho-
fibré principal homogéne, ot Hy est la forme de H associée a E. Alors E xg F est muni

naturellement d’une structure de fibré principal homogéne sous le produit semi-direct
H-G.

Notons (e, g) — eg (resp. (f,u) — fu) Popération (& droite) de G sur E (resp. de
Hp sur F). Notons
p: ExH — Hj
S
la projection canonique (Hy est par définition le quotient de E xgH par G y opérant
suivant la formule (e, h)g = (eg, g~ *hg). Considérons le morphisme

r: ExFxHxG-—ExF
s s s S
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défini ensemblistement par

T(67 I hvg) = (egv .fp(67 h))

Le morphisme 7 définit bien une opération du produit semi-direct H - G sur E xgF. 370
En effet, on a ensemblistement

r(r(e, f,h, g)h', g") = (egg’, fple, h)p(eg, I'));
mais
ple, h)pleg, b') = ple, h)p(e,gh'g™") = ple, hgh'g™"),
dott
r(r(e, f,h,9),1',g') =r(e, fhgh'g™", 99"),

ce qu’il fallait démontrer.

Pour prouver maintenant que cette loi est bien une loi de fibré principal homogéne,
on peut supposer que E et F sont triviaux, auquel cas on voit aussitot que E xg F est
également un fibré trivial.

5. Décomposition canonique d’un groupe adjoint ou simplement connexe

Dans ce numéro, nous allons utiliser les résultats du n°1l pour généraliser au
cas des schémas une décomposition classique des groupes adjoints (resp. simplement
connexes). Pour ne pas surcharger indéfiniment la rédaction, les démonstrations sont
esquissées et le détail en est laissé au lecteur; en fait il s’agit toujours de démons-
trations absolument standard de théorie des fibrés principaux : réduction du groupe
structural, torsion, ....

5.1. Rappelons (Exp. XXI, 7.4) quun diagramme de Dynkin est réunion disjointe
de ses composantes connexes, qui sont des diagrammes de Dynkin. De plus, tout 371
diagramme de Dynkin connexe non vide correspondant a une donnée radicielle est
isomorphe a l'un des diagrammes type (A,,By,,...,G2) qui ont été exhibés en Exp.
XXI, 7.4.6. Dans la suite, nous ne nous intéresserons qu’a des diagrammes de Dynkin
dont les composantes connexes sont de I'un des types précédents. Soit T I’ensemble
de ces diagrammes type. Pour tout diagramme de Dynkin D, soit n(t) = np(t) le
nombre de composantes connexes de D isomorphes a t, ot t € T. Le type de D est
par définition D, .. np(t)t.

Un diagramme de Dynkin de type t est dit simple de type t, un diagramme de
Dynkin de type nt est dit isotypique de type t. Soit Dy I’ensemble des composantes
connexes de D et soit

a:D0—>T

Iapplication évidente. Le type de D n’est autre que ) ., a(z).
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5.2. Soient S un schéma, D un S-schéma de Dynkin (vérifiant la condition restrictive
énoncée ci-dessus). Le conoyau du couple de morphismes L = D (L = (20) schéma
des liaisons de D) est noté Dy. Cest le « schéma des composantes connexes » de D (il
existe trivialement lorsque D est constant; le cas général s’en déduit par descente) ;
c’est un S-schéma constant tordu fini. On a un morphisme canonique

GZDO—>TS.

Pour t € T, posons a~!(t) = Dot ; c’est un sous-schéma de Dy, dont I'image réci-
proque dans D, notée Dy, est la composante isotypique de type t du schéma de Dynkin
D. Chaque D¢ est un sous-schéma de D, et on a

D:HDt.

teT

Remarquons que le degré de Dog en s € S est n(s,t), si le type de D en s est

Yo n(s,t)t.

5.3. Dans la suite, nous ne considérerons que des groupes semi-simples adjoints
(resp. simplement connexes). Pour simplifier le langage, nous énoncerons les résul-
tats pour des groupes adjoints; tous les énoncés resteront valables si on y substitue
partout simplement connezxe a adjoint.

Rappelons qu’une donnée radicielle réduite adjointe est déterminée a isomorphisme
pres par le type de ses diagrammes de Dynkin. On dira donc qu'une donnée radicielle
adjointe Z (resp. un groupe semi-simple adjoint G) est de type > n(t)t si ses dia-
grammes de Dynkin le sont (resp. si son type est donné par une donnée radicielle
adjointe de type > n(t)t). On dira que Z ou G est simple de type t (resp. isotypique
de type t), si son type est t (resp. nt, n > 0).

Si G est un groupe semi-simple adjoint, on utilisera les symboles MO(G) et
Mo,t(G) dans le sens défini en 5.2.

5.4. Soient t;, i = 1,2,...,n, des éléments distincts de T, et soit %; une donnée
radicielle adjointe épinglée isotypique de type t;. Considérons le produit X = K1 X
oo X Xy (Exp. XXI, 6.4.1). Soit S un schéma tel que les différents Ggp(%’i) existent
(cf. Exp. XXV). On vérifie aussitot qu’il existe un isomorphisme canonique

(+) GEP () = GEP (1) -+ GEP ().

De plus, si E; désigne le groupe des automorphismes de %;, E le groupe des auto-
morphismes de %, D; (resp. D) le diagramme de Dynkin de %; (resp. Z), on a des
isomorphismes :

E; ~ Aut(D;), D = HDZ-, E:HEi ~ Aut(D).
Combinant avec () et 1.4, on voit que (*) induit un isomorphisme
As(Z) = As(%1) X - X Ag(Pn).

(20N.D.E. : On a remplacé R par L, comme dans 3.2.
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Proposition 5.5. — Soient S un schéma, G un S-groupe semi-simple adjoint. Il existe
une décomposition unique
G~ ]G,

teT
ou Gy est un S-groupe semi-simple adjoint isotypique de type t. De plus, la décompo-
sition précédente induit des isomorphismes
Dynt(G) = DyH(Gt), MS—gr.(G) = H MS—gr.(Gt)'
teT
Cela a en effet été démontré ci-dessus lorsque G est déployé. Dans le cas général,
on peut supposer G de type constant Z. Utilisant la décomposition précédente de

Ag(Z) et 1.17, on en déduit la décomposition voulue de G. Les autres résultats se
prouvent alors par descente.

Remarque 5.6. — Plus généralement, si G et H sont deux groupes semi-simples ad-
joints, on a comme suit des isomorphismes canoniques (le diagramme est commutatif) :

~

ISﬂS—gr. (G, H) H ISﬂS—gr. (Gtv Ht)
teT
Isomext (G, H) = I1 Isomext(Gg, Hy)
teT
2 l

ISﬂDyn(l)yn(G)a Dyn(H)) — H IsﬂDyn(Dyn(Gt)a Dyn(Ht))
teT

Remarque 5.7. — On peut donner une caractérisation intrinseque de Gg, que nous
énoncons ci-apres sans démonstration : c’est le plus grand sous-groupe réductif de G
invariant (et d’ailleurs caractéristique) et isotypique de type t.

La proposition précédente permet de ramener 1’étude des groupes semi-simples
adjoints a celle des groupes semi-simples adjoints isotypiques. C’est cette étude que
nous allons faire ci-dessous.

5.8. Soient Z une donnée radicielle réduite épinglée adjointe simple de type t, I
un ensemble fini non vide, Z' la donnée radicielle produit de copies %; de %, pour
i € 1. Notons E le groupe des automorphismes de &, qui s’identifie au groupe des
automorphismes du diagramme de Dynkin D de #. Le diagramme de Dynkin de %!
s’identifie & D!, ce qui montre que Ion a une suite exacte :

1 — Aut(D)! — Aut(D') — Aut(I) — 1,

ot Aut(I) désigne le groupe des permutations de I. Il s’ensuit que I'isomorphisme
canonique

GE ()" ~ GEP(#")

374
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induit une suite exacte
1 — As(%)l — As(%l) — @(Is) — 1,

le dernier groupe étant le S-groupe constant associé a Aut(I). Remarquons d’autre
part que I s’identifie canoniquement & I’ensemble des composantes connexes de DI.
Si G est un S-groupe semi-simple de type ', définissant (cf. 1.17) un fibré principal
homogene P sous Ag(#'), la définition de Dyn(G) par descente (3.7), et celle de
Dyn(G) (5.2), montre que le fibré associé a P par le morphisme Ag (#") — Aut(Is)
n’est autre que Isomg (Is, Dyn (G)), correspondant & la forme Dyn (G) de Is. Utilisant
a nouveau l’équivalence de catégories 1.17 et la suite exacte précédente, on en déduit
par un raisonnement formel qu’il existe un Me (G)-groupe réductif de type Z, soit
Gyo, et un S-isomorphisme G ~ HMU(G)/S Go.

Proposition 5.9. — Soient S un schéma, G un S-groupe semi-simple adjoint isotypique
de type t. Il existe un DynO(G)—groupe semi-simple adjoint Gg simple de type t, et un
S-isomorphisme (uniques)

G~ H G().

Dyn (G)/S
De plus, cet isomorphisme induit une suite exacte

1— J] Autg,, (Go) — Autg,, (G) — Autg(Dyn (G)) — 1.
Dyn (G)/S

On peut évidemment supposer G de type constant n t. La premiere assertion a déja
été démontrée (I’assertion d’unicité est évidente). La seconde se déduit alors du cas
déployé par descente.

On peut regrouper 5.5 et 5.9 :

Proposition 5.10. — Soient S un schéma, G un S-groupe semi-simple adjoint, ® =
Dyn(G) son schéma de Dynkin.

(i) Il existe une décomposition canonique

GEH HGO,tr: H GOv

teT Do,¢/S DynO(G)/S

ot chaque Gog est un Dyn t(G)-gmupe simple adjoint de type t (resp. o Go est un
Dyn (G)-groupe semi-simple adjoint dont le type en z € Dyn (G) est a(z) € T (le
morphisme a : Dyn (G) — Ts a été défini en 5.2)).

(ii) Les décompositions précédentes induisent des suites exactes isomorphes (notées
verticalement) , ou Autg ,(Do) dénote le schéma des automorphismes de Dyn (G) qui
commutent au morphisme a : Dyn (G) — Ts :



5. GROUPES ADJOINTS OU SIMPLEMENT CONNEXES 247

Aut,, (Got) — [I  Auty, (Go)
teT Do /S Dyn, (G)/S

Autg ,, (G)

|

[1 Autg(Dyn, (G)) —— Autg ,(Dyn (G))

T |

1 1

Autg ., (G)

Corollaire 5.11. — Sous les conditions précédentes, les trois catégories suivantes sont
équivalentes :

(i) la catégorie des fibrés principaux homogenes sous G.

(i) la catégorie des fibrés principaux homogeénes sous Go.

(iii) la catégorie produit, pourt € T, des catégories des fibrés principauz homogénes
sous les Go .

Cela se déduit formellement des décompositions précédentes et de 8.4.

Corollaire 5.12. — On a des isomorphismes canoniques

Tor(G) =~ [T [T Tox(Goe)~ J] Tor(Go),

teT Do,4/S Dyn (G)/S
et de méme en remplagant Tor par Bor (resp. Kil).
Trivial a partir du cas déployé.

Remarque 5.13. — Le morphisme canonique

Dyn(G) — Dyn, (G)
permet de considérer Dyn(G) comme un Dyn (G)-schéma de Dynkin; en fait c’est le
schéma de Dynkin Dyn(Gg) de Gy.

De méme si T C B est un couple de Killing de G, correspondant canoniquement au
couple de Killing Ty C By de Gy, on vérifie que les obstructions au quasi-déploiement
de G et Gg, qui se trouvent (3.9) dans Pic(Dyn(G)) = Pic(Dyn(Gg)) coincident. On
en déduit :

Corollaire 5.14. — Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) G est quasi-déployable,

378



379

248 EXPOSE XXIV. AUTOMORPHISMES DES GROUPES REDUCTIFS

(ii) Go est quasi-déployable,
(iii) chaque Goyg, t € T, est quasi-déployable.

6. Automorphismes des sous-groupes de Borel des groupes réductifs

Lemme 6.1. — Soient S un schéma, (G, T,M,R) un S-groupe déployé, A un systéme
de racines simples de R, et B le sous-groupe de Borel correspondant. Alors B* est
engendré comme faisceau (fppf) en groupes par les U, o € A.

Soit H le sous-faisceau en groupes de B engendré par les U,, a € A. Prouvons H D
Ug (B € Ry) par récurrence sur Uentier ord(3) = orda(3) > 0 (cf. Exp. XXI, 3.2.15).
L’assertion est vérifiée par hypothese pour ord(3) = 1. Supposons donc ord(5) > 1
et U, C H dés que ord(y) < ord(f). Il existe v € A tel que § — a € Ry (Exp. XXI,
3.1.1). Soit p le plus grand entier tel que § —pa = ' € Ry. On a U,, Ug C H,
B — a € R. On est donc ramené a prouver :

Lemme 6.2. — Reprenons les notations de Exp. XXIII, 6.4. Supposons p = 1, c’est-a-
dire 3 —a non racine. St H est un sous-faisceau en groupes de B* tel que U, Ug C H,
alors Ujatj8 C H chaque fois que ia+ jB € R, i >0, j > 0.

Distinguons quatre cas suivant la valeur de ¢ = 0,1,2,3. Dans la suite = et y
désignent deux sections arbitraires de G, g/, S’ — S.
Sig=0,il n’y a rien a démontrer.
Sig =1, on a paip(+r) = ps(—y)pa(—2)ps(y)pa(z) € H(S'), donc Uayp C H.
Si g =2, on a de méme
Pa+6(E2Y)P20+5(£2%y) = pa(—y)pa(—2)ps(y)pa(z) € H(S),

d’ol1, quitte a changer certains signes
F(z,y) = patp(@y)p2ars(z?y) € H(S').
Comme Py 45 et pagt s commutent, on a alors F(x, 1)F(1, —2) = paass(x? —x). @V Si
a € G4(S), I'équation X? — X = a définit une extension libre et surjective de S (c’est
Spec O5[X]/(X? — X — a)) ; on a donc pay+s(a) € H(S') done Usyyp C H, donc aussi
Ua+p C H (car F(1,a) € H(S)).
Si g =3, on a de méme
F(z,y) = Pa+ﬁ(l“y)pzaw($2y)p3a+ﬁ($3y)p3a+2ﬁ (z%y?) € H(S");

et comme

p3a+25(:|:.’£) = F(]-v 1)71pg(7££)F(1, 1)pﬁ($) € H(S/)v
on obtient que Usny23 C H et donc

K(2,9) = pa+s(2y)p2ats(x°y)psa+s(z’y) € H(S).

Calculant alors
K((,E + Y, I)K(—l', 1)K(17 y)_l

(2UN.D.E. : On a corrigé F(—1,z) en F(1, —x).
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modulo Us,4924, on trouve

Pra+5(20% + Y + 20y — Y)psasp(y’ + 3y’ + 32y —y) € H(S').
Sia € G4(8), les « équations »

2 =—ay—y+1l—a

> =3y—2+3a

définissent une extension libre et surjective de S ; on a alors ¢+ 3zy? +32%2y—y =0 et 380
Iexpression précédente donne paq 4 5(a) € H(S'). ?2) On a donc prouvé que H contient
Usa+s et Usqt2s et que

E(z,y) = pa+6(xy)p3a+ﬂ($3y) € H(S').
Comme po+s(2y) et psot+p commutent, on est ramené au calcul précédent, c.-a-d.,
E(1,2)E(1, —z) = p3ats(z® — x), Aot Usays C H, puis Uyqp C H.

Remarque 6.2.1. — La démonstration précédente montre qu’on aurait pu remplacer
I’hypothese « H contient U, et Ug » par « H contient U, ou Ug, et H est invariant
sous int(U,) et int(Ug) ».

Théoréme 6.3. — Soient S un schéma, G et G’ deur S-groupes semi-simples, B
(resp. B') un sous-groupe de Borel de G (resp. G'). Tout isomorphisme B —~ B’
est induit par un unique isomorphisme G — G'.

L’assertion est locale pour la topologie étale et on peut supposer G déployé :
G = (G, T,M,R), B étant défini par le systeme de racines positives R4 de R. L’iso-
morphisme donné u : B —- B’ induit un isomorphisme de T sur un tore maximal
T’ de B, donc de G’. L’isomorphisme donné T ~ Dg(M) donne un isomorphisme
T" ~ Dg(M) dans lequel les éléments de R deviennent les racines constantes de B’
par rapport a T/, donc les éléments de R les racines constantes de G’ par rapport
a T/. Comme G et G’ sont semi-simples, les coracines sont déterminées par dualité
(Exp. XXI, 1.2.5), ce qui prouve que (T/,M,R) est un déploiement de G’ tel que
Z(G) =2(G).

Appliquant Exp. XXIII, 5.1 (Théoréme d’unicité), on en déduit qu’il existe un 381
unique isomorphisme G — G’ coincidant avec u sur T et les U,, o € A. Par 5.1, la
restriction de cet isomorphisme a B est u. C.Q.F.D.

Remarque 6.3.1. — (i) Utilisant Exp. XXII, 4.1.9 et raisonnant comme dans [oc. cit.
4.2.12, on peut dans I’énoncé du théoreme remplacer « isomorphisme » par « isogénie »
(resp. « isogénie centrale » ).

(ii) Le théoréme est faux pour les groupes réductifs. Prendre par exemple G =
G’ = SLjy x G, identifié au groupe des matrices suivantes :

abl
cd0 ad — bc =1, h inversible » ;
00h

(22)N.D.E. : On a corrigé p3a1s(a) en paass(a), et détaillé la fin de argument.
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prendre pour B = B’ le sous-groupe de Borel défini par ¢ = 0 et pour u 1’automor-
phisme de B suivant : u(a,b,d, h) = (a,b,d, ah).

Corollaire 6.4. — Le foncteur (G,B) — B de la catégorie formée des couples (G,B),
ou G est un S-groupe semi-simple et B un sous-groupe de Borel de G, dans la catégorie
des S-schémas en groupes (les morphismes sont les isomorphismes) est pleinement

fidele.

Corollaire 6.5. — Soient S un schéma, G un S-groupe semi-simple, B un sous-groupe
de Borel de G, B’ un S-groupe localement isomorphe a B pour (fpqc). Alors B’ est
localement isomorphe & B pour la topologie étale finie locale (33) et 4l existe un S-
groupe semi-simple G’ dont B’ soit un groupe de Borel; G’ est unique d un unique
isomorphisme prés induisant lidentité sur B’.

Corollaire 6.6. — Soient S un schéma, G un S-groupe semi-simple, B un sous-groupe
de Borel de G. Alors Autg ., (B) est représentable par un S-schéma affine et lisse,
Autext(B) est représentable par un S-schéma étale et fini, et les morphismes évidents
induisent un isomorphisme de suites exactes

1 Bud Autg . (G, B) —> Autext(G) —— 1
l { \LZ J/ {
1 Bad Autg.,, (G) —— Autext(B) —— 1.

Cela résulte aussitot de 2.1 et des résultats précédents. On laisse au lecteur le soin
de développer les analogues des résultats des N° 1,2,3.4 dans le cadre ci-dessus.

Remarque 6.7. — Si S est un schéma et B un S-groupe, B ne peut donc étre sous-
groupe de Borel que d'un unique groupe semi-simple, bien déterminé par B. Il reste
donc a caractériser les S-groupes B qui sont bien sous-groupes de Borel de groupes
semi-simples. (24)

7. Représentabilité des foncteurs Homg .. (G,H), pour G réductif

7.1. Le cas déployé

7.1.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe épinglé, T son tore maximal, A 'en-
semble des racines simples et, pour a € A,
us € Uy (8S), wq € Normg (T)(S),

les éléments définis par 1’épinglage.

(Z3)N.D.E. : notée (6tf) dans Exp. IV 6.3. En d’autres mots, pour tout s € S il existe un voisinage
ouvert U de s et un morphisme étale fini surjectif V.— U tel que B’ xgV ~ B xg V.

(29)N.D.E. : On peut se demander si tout S-groupe affine lisse, dont chaque fibre géométrique est
un sous-groupe de Borel d’un groupe semi-simple, est un sous-groupe de Borel d’un S-groupe semi-
simple. (On a supprimé le « contre-exemple » donné dans l’original, pour S = le schéma des nombres
duaux sur un corps k, qui était erroné, comme nous ’a signalé M. Demazure.)
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Soit d’autre part H un S-schéma en groupes; nous nous intéressons au foncteur
Homg ,, (G, H), et plus précisément au morphisme

q: ms-gr.(G,H) - ms-gr.(TaH)-
Soit donc
fr:T—H
un morphisme de S-groupes, considérons ¢~*(ft) = .#. C’est le foncteur défini par
F(8') = {f € Homg' ,, (Gs/,Hg') | f = (fr)s sur Tg'}.
On a un morphisme de S-foncteurs
i F — H",

ot n = Card(A), défini ensemblistement par i(f) = (f(uqa), f(Wa))aca. En vertu de
Exp. XXIII, 1.9, ¢ est d’ailleurs un monomorphisme.

Proposition 7.1.2. — Si H est séparé surS, F est représentable et i est une immersion
fermée.

La technique habituelle de représentabilité relative (2%)

prouver qu’étant données des sections

nous montre qu’il suffit de

Vo, P € H(S), pour « € A,
les S-schémas S’ tels qu’il existe un S’-homomorphisme
J+Gs — Hg

prolongeant (fr)s/ et vérifiant f(uq) = Vo, f(Wa) = ha, sont exactement ceux qui se
factorisent par un certain sous-schéma fermé de S. On peut évidemment supposer S
affine.

Pour simplifier la suite, disons qu'un morphisme Y — X de schémas affines
vérifie la condition (L) si Y est le spectre d’une &(X)-algébre qui est un &'(X)-module
libre. Il est clair que si 1’on se restreint a la catégorie des schémas affines, un produit, ou
un composé de morphismes vérifiant (L) vérifie (L) et que (L) est stable par extension
de la base.

(26)

Lemme 7.1.3. — Supposons S affine, et soit « € A. Considérons le morphisme
a:TxT — Gg s
S
défini ensemblistement par a(t,t') = a(t) + a(t’).

(i) a est fidélement plat et de présentation finie.

(ii) Soit R le carré fibré de a. Le morphisme structural R — S vérifie (L).

(Z5)N.D.E. : Voir par exemple la démonstration de XXII 5.8.1.
(26)N.D.E. : On a corrigé X —» Yen Y — X.
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Il est d’abord clair que le morphisme a est surjectif, a : T — G, g I’étant. Il est
trivial que a est de présentation finie. Comme « vérifie (L), il suffit, pour prouver (i)
et (ii) de montrer que le morphisme

UZGE”’S —)Ga)s

défini ensemblistement par u(z,y) = x+y vérifie (L). Autrement dit, il suffit de vérifier
que pour tout anneau A, 'anneau A[X,Y, X!, Y 1] est un module libre sur son sous-
anneau A[X+Y]. @7 Or A[X, Y] est un module libre de base {1, X} sur le sous-anneau
B =A[X+Y,XY] (onaX?—(X+Y)X+XY =0), donc A[X*, Y*!] = A[X, Y] xv)
est libre sur Bxy = A[X + Y, (XY)*!] de base {1,X}, et libre sur A[X + Y] de base
les éléments (XY)? et (XY)PX, pour p € Z.

Lemme 7.1.4. — Soit « € A, et soit b: T xgT — H le morphisme défini ensembliste-
ment par

b(t,t'") = (int(fr(t))va) (int(fr(t'))va)-

Soit fo : Uy — H un S-morphisme. Les conditions suivantes sont équivalentes : ()

(i) fo est un morphisme de groupes; on a fo(uq) = v €t

fr®) fa(@) fr()7" = falalt)z)

pour tous t € T(S"), x € Uy(S), " — S.

(il) On a fo(ua) = v et la relation

fa(a(t, t')us) = b(t,t')

pour tous t,t' € T(S'), S’ — S.

Si fo vérifie (i), on a fo(a(t)ue) = int(fr(t))ve, ce qui entraine aussitot (ii).

éciproquement, supposons (ii) vérifiée et démontrons les différentes conditions de
Réci t ii) vérifiée et démont les différent ditions d
i); prouvons d’abord la dernieére. Comme a est couvrant pour (fpqc), il su e
i d’abord la derni¢ C t t ] il suffit d
prouver que si t,t',t” € T(S'), on a

fr®) fa(alt',t")ua) fr ()" = fa(a(t)alt', " ua):

or ceci s’écrit aussi
Fr@b(t',¢") fr(t) ™ = b(tt', "),
propriété évidente sur la définition de b. Reste a prouver que f, est un morphisme de
groupes. Or la propriété précédente donne aussitot
fa(a(®)ua) fa(a(t)ua) = (fr(t) falua) frt)™1) - (fr(¥) falua) fr(t') )
= b(t7t/) = fa (a(t)uoc + O‘(t)a(t/)ua)-

On a donc fu(z 4+ 2') = fo(x)fa(z), chaque fois que = et x’ sont des sections de

Pouvert UX de Uy, qui est schématiquement dense; on conclut alors par Exp. XVIII,
1.4.

(27)N.D.E. : On a simplifié la démonstration de D'original.
(28)N.D.E. : Dans ce qui suit, la loi de groupe de U, est notée additivement, c.-a-d., si 'on note
Pa @ Ga,s — Uq l'isomorphisme tel que pa (1) = ua et si @ = pa(2), alors a(t)z (resp. a(t,t')uq)
désigne pq(a(t)z) (resp. pala(t,t’')) = a(t)ua + a(t )ua).
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7.1.5. — Fixons-nous provisoirement un o € A. Le morphisme a est fidelement plat
quasi-compact, donc G, g s’identifie au quotient de T xg T par la relation d’équiva-
lence R définie par a. Soit

i1

R I T x S T

i2

cette relation d’équivalence.
Pour que le morphisme b se factorise par a, ) il faut et il suffit que boi; = bois;

autrement dit, si on note K le noyau du couple de morphismes

boiq

R H,

boig

il faut et il suffit que K = R. Or H est supposé séparé sur S, donc K est un sous-schéma
fermé de R. Rappelons, d’autre part, que R est essentiellement libre sur S (7.1.3).

7.1.6. — D’apreés ce qui précede, si S’ est un S-schéma, pour qu’il existe sur S’ un f,
vérifiant les conditions de 7.1.4 (i) (et alors nécessairement unique), il faut et il suffit
que Kg/ = Rg/, et que le morphisme f, obtenu vérifie fu(ua) = vq-

La premiere condition est équivalente au fait que S’ — S se factorise par un certain
sous-schéma fermé de S (Exp. VIII, 6.4 (3%)): si on remplace S par ce sous-schéma
fermé, la seconde condition définit & nouveau un sous-schéma fermé de S (égalité de
deux sections de H, or H est supposé séparé sur S).

Quitte a remplacer S par ce sous-schéma fermé, on peut donc supposer qu’il existe
un morphisme f, : U, — H vérifiant les conditions de 7.1.4 (i). Prenant 'intersection
des sous-schémas de S obtenus pour chaque o € A, on peut supposer cette condition
vérifiée pour tout a € A.

7.1.7. — De méme, considérons pour chaque o € A les deux morphismes de S-groupes
froint(wy), int(he)o fr: T — H.

Comme H est séparé sur S et T essentiellement libre sur S, le méme raisonnement que
précédemment montre que, quitte a remplacer S par un sous-schéma fermé, on peut
supposer que pour tout « € A on a

froint(wy) = int(hy) o fr.

7.1.8. — Utilisant maintenant le théoreme de générateurs et relations (Exp. XXIII,
3.5), on voit qu’il existe un homomorphisme de groupes f : G — H vérifiant les
conditions exigées si et seulement si un certain ensemble fini de relations algébriques
entre les sections hq, vq, fr(a*(=1)) (o € A) de H est vérifié :

Rl-((ha)a,(va)m(fT(a*(—l)))a) —e, i=1,...,n

(29)N.D.E. : i.e. pour que la condition (ii) de 7.1.4 soit satisfaite.
(30)N.D.E. : voir aussi I'ajout dans Exp. VIg, 6.2.3.
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Comme H est séparé sur S, cela définit encore un sous-schéma fermé de S, et on a
terminé.

Corollaire 7.1.9. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif déployé, T son tore
mazximal, H un S-schéma en groupes séparé sur S. Soit d’autre part & une propriété
de morphismes telle que :

(i) Une immersion fermée vérifie 2.

(ii) Le composé de deux morphismes vérifiant &P vérifie aussi &.
(i) & est stable par changement de base.

(iv) Le morphisme structural H — S vérifie .

Alors le morphisme canonique
I—Ioilns—gr. (G? H) - MS—gr. (Tv H)

est relativement représentable par un morphisme séparé vérifiant &2. (31
En effet, on peut supposer G épinglé ; le morphisme structural H?® — S vérifie &
et on conclut par 7.1.2.

Corollaire 7.1.10. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif déployé, et H un
S-schéma en groupes lisse et a fibres affines 32). Alors le foncteur Homg ,, (G, H) est
représentable par un S-schéma localement de présentation finie et séparé sur S.

En effet, comme H est lisse S, on peut considérer sa composante neutre H°, qui est
a fibres affines, lisse, séparée et de présentation finie sur S (Exp. VIg, 3.10 et 5.5).
Comme G est & fibres connexes, on peut remplacer H par H°. Comme G et H sont
alors de présentation finie, on peut supposer S noethérien, et on applique 7.1.9 en
prenant pour & la propriété « de type fini ». Mais, par Exp. XV, 8.9, on sait que
Homg ,, (T, H) est représentable par un S-schéma séparé et localement de type fini.

Remarque 7.1.11. — Si H est affine sur S, on peut remplacer la référence a Exp. XV
par Exp. XI, 4.2.

7.2. Cas général

Proposition 7.2.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, T un tore mazimal
de G. Soit d’autre part H un S-schéma en groupes, tel que le morphisme structural
H — S vérifie la condition suivante :

(+) Chaque point s € S posséde un voisinage ouvert U tel que le morphisme
Hy — U soit quasi-projectif.
Alors le morphisme canonique
I—IoirnS—gr. (G’ H) - MS—gr, (Tv H)

est relativement représentable par un morphisme vérifiant (+).
GUN.D.E. : i.e. pour tout 8’ — Homg_,, (T,H), avec S’ représentable, Homg_,, (G,H) xg S’ est

représentable et le morphisme de S-schémas Horns_gr'(G7 H) xg S’ — S’ est séparé et vérifie 2.
(32)N.D.E. : On a supprimé I’hypothése que H soit quasi-séparé, qui est superflue.
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Lorsque G est déployable relativement a T, on applique 7.1.9 en prenant pour & la
propriété (+) ci-dessus. Lorsque G est localement isotrivial, par exemple semi-simple
(4.2.2), on remarque que l'assertion du théoréme est locale pour la topologie étale
finie locale (en effet, la propriété d’étre quasi-projectif est locale pour la topologie
étale finie globale et assure l'effectivité de la descente pour cette topologie, cf. SGA 1,
VIII, 7.7). Enfin, dans le cas général, on utilise le lemme suivant :

Lemme 7.2.2. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, T un tore mazimal de
G, G’ le groupe dérivé de G (Exp. XXII, 6.2), T = TN G le tore mazimal de G’
correspondant o T (Exp. XXII, 6.2.8). Alors le diagramme

G<~——CGC

]

T<~—T

est une somme amalgamée dans la catégorie des S-faisceaux en groupes : c.-a-d., pour
tout S-faisceau en groupe H, le carré suivant est cartésien :

HOms_gr_ (G, H) EEE—— Homs_gr, (G/, H)

| l

Homg g, (T, H) — Homg.,, (T', H).

En effet, si rad(G) est le radical de G, alors rad(G) C T, donc
rad(G) NG’ = rad(G) N T' =K,
et le produit dans G induit des isogénies (Exp. XXII, 6.2)
z':Gr'>S<md(Gr)—>G7 j:T’>S<rad(G)—>T.
Soient fqr : G’ — H, fr: T — H, et frv : T/ — H des morphismes de S-groupes tels

que fo/lr = frlr = fr-. Montrons qu’il existe un unique morphisme de S-groupes
f: G — H induisant fa: et fr. Soit fraqa = frlrad(a) (33) et soit

fi=far fraa: G X rad(G) — H.

Pour que f existe (et il sera évidemment unique), il faut et il suffit que f; induise
Iidentité sur le noyau de i, c’est-a-dire que fq/ et fraq coincident sur K ; mais I'exis-
tence de fr montre par le méme raisonnement que fr/ et fi.q coincident sur K. Il n’y
a plus qu’a remarquer que fg/ et fr/ coincident évidemment sur K C T".

Raisonnant maintenant comme en 7.1.10, on déduit de 7.2.1 :

Corollaire 7.2.3. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, H un S-schéma en
groupes, lisse et quasi-projectif sur S a fibres affines. Alors Homg ,, (G, H) est repré-
sentable par un S-schéma localement de présentation finie et séparé sur S.

(33)N.D.E. : On a remplacé fr par frad.
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7.3. Phénomeénes particuliers a la caractéristique 0
Si G et H sont deux S-groupes lisses, g et §) leurs algebres de Lie, on a un morphisme
canonique
Lie : I{(:)71118—g1r.(c;’ H) I I—Ioim(ﬁs—alg‘ de Lie(g7 h)v

ou le second membre a une définition évidente.

Proposition 7.3.1. — Soient S un schéma de caractéristique 0 (i.e. un Q-schéma), G
un S-groupe réductif, H un S-schéma en groupes lisse et quasi-projectif sur S a fibres

affines.

(i) Homg ., (G,H) est représentable par un S-schéma lisse et séparé sur S.
(ii) Si G est semi-simple, ce schéma est affine et de présentation finie sur S.

(iii) Si G est simplement connexe (Exp. XXII, 4.3.3), le morphisme canonique
Lie : ms—gr.(G7 H) - I—Ioirnﬁs—alg. de Lie (ga b)

est un isomorphisme.

Lemme 7.3.2. — Soient k un corps de caractéristique 0, G un k-groupe réductif, V. un
k-espace vectoriel de dimension finie, G — GL(V) une représentation linéaire de G
dans V. On a

H(G,V) =Hg, V), HY(G,V) =0, pouri>0.

La premitre égalité est vraie en général pour un groupe lisse et connexe 4 ; dans
le cas d’un groupe réductif, on peut la démontrer comme suit : on peut supposer
k algébriquement clos, donc G déployable, donc G engendré par des sous-groupes
isomorphes a G, (35) et il suffit de vérifier Passertion pour ce groupe, ce qui est
facile.

De cette premiere égalité résulte que H(G, V) est un foncteur exact en V lorsque
G est semi-simple; g est en effet alors une algebre de Lie semi-simple et on applique
[BLie], §1.6, exercice 1(b). L’assertion reste vraie lorsque G est réductif; en effet,
si Pon introduit le radical R de G (3%) et le quotient G/R qui est semi-simple, on a
HO(G,V) = H°(G/R,H°(R,V)), et H’(G, —) est composé de deux foncteurs exacts.
Appliquant alors Exp. I, 5.3.1, on en déduit H* (G, V) = 0 pour i > 0.

Remarque 7.3.3. — Sous les conditions précédentes, si G est semi-simple, on a
H'(g, V) = H?(g, V) = 0, cf. Bourbaki, loc. cit. (b) et (d).

B4YN.D.E. : En effet, il est clair que VG C V9. D’autre part, H = Centrg (V9) est un sous-groupe
fermé de G, lisse puisque car(k) = 0; d’aprés Exp. II 5.3.1, on a Zie(H) = Centr (V?) = g, et
comme H est lisse et G connexe ceci entraine H = G, d’ott V¥ C VG (voir aussi [DGT0], §1I.6,
Prop. 2.1 (c)).

(35)N.D.E. : En effet, la réunion des tores maximaux de G est dense dans G, cf. Bible, §6.5, Th.5
(= [ChO5], §6.6, Th.6).

(36)N.D.E. : Noter que R est un tore.
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7.3.4. — Démontrons maintenant la proposition. Déja, par 7.2.3, Homg ., (G, H) est
représentable par un S-schéma localement de présentation finie et séparé sur S; pour
montrer qu’il est lisse, il suffit de prouver qu’il est infinitésimalement lisse (Exp. XI,
1.8) BT ce qui résulte de Exp. ITI, 2.8 (i) par 7.3.2. On a donc prouvé (i).

Montrons que (ii) résulte de (iii). Il suffit d’abord de prouver que Homg_,, (G, H)
est affine sur S, il sera alors de présentation finie sur S, car il est lisse sur S par (i);
de toutes fagons Homy_ .1, ge 1i0(8, ) est représentable par un sous-schéma fermé de

mﬁs—mod. (gv h) =~ W(gv ®ﬁs b)

qui est un S-schéma affine, et la conclusion voulue apparait lorsque G est simplement
connexe. ’

Dans le cas général, on peut supposer G déployé, donc G ~ Ggp(%); intro-
duisant la donnée radicielle simplement connexe sc(#) (Exp. XXI, 6.5.5), et utili-
sant le théoreme d’existence (Exp. XXV, 1.1), on construit un S-groupe simplement
connexe G et une isogénie centrale G — G. Le noyau K de cette isogénie est un
S-groupe diagonalisable fini (donc un S-groupe constant tordu, S étant de caractéris-
tique 0) et Homg ,, (K, H) est (trivialement) représentable par un S-schéma séparé (si
K ~ (Z/nZ)s, alors Homg ,, (K,H) est isomorphe a Ker(H = H)). On a une suite
exacte de « S-schémas pointés » :

1 — Homyg ,, (G,H) —— Homg_,, (G, H) — Homg ,, (K, H),

donc u est une immersion fermée, donc Homg ., (G, H) est affine sur S.

7.3.5. — Démontrons enfin (iii). Raisonnant comme dans la démonstration de (i) et
utilisant 7.3.3, on peut montrer que le S-schéma Hom g a1o e 1ie(8,h) est lisse sur
S. Pour démontrer (iii), on peut donc supposer que S = Spec(k), ol k est un corps
algébriquement clos de caractéristique 0 ; il suffit méme de prouver que le morphisme
Zie est bijectif sur les points a valeurs dans k et qu’il induit une bijection sur les
espaces tangents en deux points correspondants. Montrons d’abord que

Homk—gr.(G7 H) — Homk—alg. de Lie(gy [])

est bijectif.

Siu: G — H est un morphisme de k-groupes, le graphe de u est un sous-groupe
connexe de G X H qui est déterminé par son algebre de Lie qui est le graphe de
Zie(u) ; Papplication est donc injective. Réciproquement, si v : g — b est un mor-
phisme d’algebres de Lie, le graphe ¢ de v est une sous-algebre de Lie de g x b,
isomorphe a g. En particulier, comme g est sa propre algebre dérivée, il en est de
méme de £ et donc, d’aprés un théoreme de Chevalley ([Ch51], §14, Th. 15), £ est

(B7)N.D.E. : i.e. que pour tout S-schéma S’ local artinien, de point fermé s, tout morphisme de
r(s’)-groupes G,/ — H,/ se reléve en un morphisme de S’-groupes Gg — Hg/. D’aprés Exp. 11T 2.8,
ceci résulte de la nullité de H2(G,/, V), ot V = Ze(H, /k(s")).
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I’algebre de Lie d’un sous-groupe connexe K de G x;, H. 38 De plus, comme ¢ ~ g
est semi-simple, alors G est un k-groupe semi-simple. Comme

dim(K) = dim(¢) = dim(g) = dim(G)

et comme K N H est fini (car son algebre de Lie est nulle), le morphisme canonique
pr; : K — G est fini et dominant; comme G est connexe, pr; est surjectif; c’est
donc une isogénie. Comme G est simplement connexe et K semi-simple alors, d’apres
Exp. XXI 6.2.7, pr; est un isomorphisme, donc K est le graphe d’un morphisme de
k-groupes u : G — H tel que Zie(u) = v.

Enfin, soit v : G — H un morphisme de k-groupes. L’espace tangent a
Homy, ,, (G, H) en u s’identifie & 7 (G, ) (cf. Exp. II, 4.2 ; G opere sur h par Ady ou) ;
de la méme maniére, on peut prouver que 'espace tangent & Homy .1, e 1ic(8, ) en
Zie(u) s’identifie & Z'(g, ). Il nous faut donc prouver que I'application canonique
ZY(G,h) — Z'(g, ) est bijective. Or on a un diagramme commutatif

0 h b ZH(G,h) —=H'(G,b)
0 he b Z'(G,h) —=H(g,h)

et d’apres 7.3.2 et 7.3.3 on a h¢ = h® et H'(G,h) = 0 = H'(g, b), d’ott la conclusion
désirée.

Remarque 7.3.6. — 1l est vraisemblable que si S est un schéma localement noethérien,
G un S-groupe semi-simple simplement connexe, H un S-schéma en groupes lisse, G

~

et H leurs complétés formels le long de la section unité, tout homomorphisme G — H
provient d’un unique homomorphisme de G dans H, ce qui généraliserait 7.3.1 (iii).
Lorsque S est le spectre d’'un corps k et H est affine et de type fini, cela résulte d’un
théoreme de Dieudonné ([Di57], §15, th. 4). (39

(38)N.D.E. : voir aussi [Bo91], IT 7.9. D’autre part, on a ajouté la phrase qui suit.

(39)N.D.E. : Voir Exp. VIIg pour la définition des groupes formels G et H. Supposons que S =
Spec(k), ou k est un corps. D’apres loc. cit., 2.2.1, se donner un morphisme de k-groupes formels
v:G - H équivaut & se donner un morphisme de k-algébres de Hopf ¢ : Dist(G) — Dist(H), ol
Dist(G) désigne l'algebre des distributions (& l'origine) de G, cf. Exp. VIIA, 2.1 ou [DGT70], §11.4,
6.1 ou [Ja87], I 7.7 (elle est appelée « 'hyperalgebre » de G dans [Di57] et [Ta75]). Le théoreme 4
de [Di57] (voir aussi [Ta75], 0.3.4 (f) et (g)) généralise dans ce contexte le théoréme de Chevalley
utilisé dans 7.3.5; on obtient ainsi qu’il existe un k-sous-groupe fermé connexe K de G x H tel que
K égale le graphe de v; comme Dist(K) — Dist(G) est un isomorphisme, K — G est un morphisme
étale fini. On en déduit alors que K est semi-simple puis, d’apres Exp. XXI 6.2.7, que K — G est un
isomorphisme (puisque G est simplement connexe) ; voir aussi [Ta75], 1.8 et 2.2. Plus généralement,
loc. cit. étudie les k-groupes G ayant la propriété (SC) : tout morphisme étale fini de k-groupes
G’ — G, avec G’ connexe, est un isomorphisme. Notons enfin que ce qui précéde montre que tout
Dist(G)-module V de dimension finie est, de fagon unique, un G-module ; pour une extension au cas
d’un k-groupe réductif déployé G (ou méme d’un sous-groupe de Borel de G) voir [Ja87], IT 1.20 (et
les références qui s’y trouvent).
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7.4. Un exemple

A titre d’exemple, nous allons déterminer 397

Homg ,, (SLz,s, SLa;s).

7.4.1. — On rappelle (Exp. XX, n°5), que SLy g est le S-schéma en groupes formé
des matrices (‘; 2) sur S vérifiant ad — bc = 1. Un tore maximal T est défini par le
monomorphisme a* : Gy, s — SLa s

at(z) = (32_1>

Une racine de G par rapport & T est définie par a(a*(z)) = 22, un monomorphisme

p:Gas — Sl s

1z
p(z) = (0 1) :
Enfin, le représentant du groupe de Weyl correspondant & u = p(1) est
_ 01
w=|_1q4)-

Rappelons d’autre part (Exp. XX, 6.2) que SLq g est engendré par T, p(G, s) et w,
soumis aux relations 398

correspondant étant défini par

7.4.2. — Soit f un endomorphisme de SLg g. Il définit d’abord un homomorphisme
foa*: Gy, s — SLg s. Le noyau Ker(f o a*) est un sous-groupe fermé de G, s, donc
est localement sur S égal & un p, s (n > 1) ou a G, s. Quitte & restreindre S, on
peut donc supposer qu’il existe un n € N et un monomorphisme

f, : Gm,S I SL2,S

tels que foa*(z) = f'(z").

En vertu de la conjugaison des monomorphismes G,, s — SLg g, on peut, apres
une extension de la base couvrante pour la topologie étale, trouver une section g de G
telle que f o a*(z) = int(g) o a*(2™). Transformant f par int(g), on est donc ramené
au cas ol il existe un n € N tel que f o a*(z) = a*(2").
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7.4.3. — Considérons maintenant le morphisme
Jop:Gqes — Slos.
Il vérifie la condition

a*(2")(f o p) (@) (z") " = (f o p)(z°2).
Sin =0, il s’ensuit aussitot que fop est invariant sous les homothéties de G, g, donc
constant. Sin # 0, on peut appliquer Exp. XXII, 4.1.9; x — 2" est un endomorphisme
de Gg, s, il existe un A € Gy, 5 tel que

fop(x) =pAa");
cette relation est d’ailleurs valable pour n = 0, en prenant A = 1. Quitte a de nouveau

étendre S, on peut trouver un z € G, s tel que 22 = . Remplagant f par int(a*(2))o
f, on est donc ramené au cas ou l’on a

foa®(z) =a"(z"), fop(x) =p(a™).

7.4.4. — Enfin, on doit avoir f(w)a*(z")f
vertu de Exp. XX, 3.8, cela entraine f(w
p(Gq,s) et w cela entraine que pour tout (

) =
a b
c d
a™
o .
7.4.5. — Résumant la discussion précédente, on voit que localement sur S pour la to-

pologie étale, on peut trouver pour tout endomorphisme f de SL g un automorphisme
(intérieur) u de SLo g, et un entier n > 0 tel que f = uoF,, ol

ab a™ b"
Fn (c d) o <c” d”> )

Remarquons que si f = uoF,,, 'entier n est bien déterminé par une fibre fs de f, par
exemple par Ker(fs). Il s’ensuit que n est une fonction localement constante sur S.

(w ) = a*(z")"! et (f(w)u)® = 1. En
Comme G est engendré par T,
(8),S" =S ,ona

7.4.6. — On en déduit aussitot que si f est un endomorphisme de SLy g, alors S se
décompose canoniquement en somme de sous-schémas ouverts et fermés Sg, S, Spn
(ot p™ décrit 'ensemble des puissances > 0 des nombres premiers) tels que :

(i) fs, est le morphisme nul,
(ii) fs, est un isomorphisme (= un automorphisme intérieur),

(iii) Spn est de caractéristique p et fs , se décompose de maniere unique sous la
forme uokF}, ot u est un automorphisme intérieur et I, 'endomorphisme de Frobenius
de SLQ’]FP.

7.4.7. — En d’autres termes, Homy ,, (SLa, 7z, SL2,z) est le schéma somme :
(i) d’un schéma isomorphe & Spec(Z),

(ii) d’'un schéma isomorphe & Auty ,, (SLg,z) ~ ad(SLz,z),
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(iii) pour chaque nombre premier p et chaque entier n > 0 d’un schéma isomorphe
a MIFP—gr.(SLZFp) ~ ad(SLZFP).

7.4.8. — 1l s’ensuit en particulier que

(i) Homg . (SL2,F,, SL2,r,) a un nombre infini de composantes connexes, et donc
n’est pas quasi-compact.

(ii) Si S est un schéma d’inégales caractéristiques, Homg ., (SLz, s, SLa2 s) n'est pas
plat sur S.

8. Appendice : Cohomologie d’un groupe lisse sur un anneau hensélien.
Cohomologie et foncteur []

Proposition 8.1. — Soient S un schéma local hensélien, s son point fermé, G un S-
schéma en groupes lisse tel que tout sous-ensemble fini de G soit contenu dans un
owvert affine *). Alors

(i) Si P est un fibré principal homogéne sous G, il existe un S’ — S étale fini et
surjectif qui trivialise P. On a Fib(S, G) ~ HL (S, G).

(ii) Pour tout morphisme S — S étale fini et surjectif, I’application canonique

HY(S'/S,G) — HY(S' ®s k(s)/k(s),Gs)

est bijective.

(iii) L’application canonique

Fib(S,G) — Fib(k(s), Gs)

est bijective.

8.1.2. — Si K est une extension séparable finie de k(s), il existe un S’ — S étale fini
surjectif tel que K ~ ' ®g s(s). 4°) Si P est un fibré principal homogene sous G, alors
P est lisse sur S, donc Py lisse sur x(s); il existe donc une extension séparable finie
K de k(s) telle que Pk possede une section (cf. EGA TVy, 17.15.10). Représentant K
comme il a été dit ci-dessus, on voit que Pg/ possede une section par le « lemme de
Hensel » (cf. EGA IV, 18.5.17), ce qui prouve la premieére partie de (i).

Réciproquement, si P est un faisceau principal homogene sous G pour la topologie
étale, il existe un S’ — S étale fini surjectif qui trivialise P (en effet toute famille
couvrante d’un schéma local hensélien pour la topologie étale est majorée par une
famille réduite & un morphisme S" — S de la forme voulue).

En vertu de 'hypothese de descente faite sur G, P est représentable (SGA 1, VIII,
7.6), ce qui acheéve de prouver (i), et montre que (ii) entraine (iii). Il ne nous reste
donc qu’a prouver (ii).

(*)Cette dernidre condition est en fait inutile (cf. A. Grothendieck, Groupe de Brauer 111, in Diz
Exposés sur la cohomologie des schémas, North-Holland, 1968, théoréme 11.7 et remarques 11.8.3).

(40)N.D.E. : Noter que S’ est encore local et hensélien. D’autre part, on a conservé la numérotation
de l'original : il n’y a pas de n°8.1.1.
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8.1.3. — L’application de (ii) est injective : soient P et Q deux fibrés principaux
homogenes sous G trivialisés par S’. Considérons le S-faisceau en groupes H =
Isome_gpres(P, Q) ; comme Hg est isomorphe & Ggr, H est représentable, en vertu
de la deuxieéme hypothese sur G cf. ci-dessus. Si H(k(s)) # @, alors H(S) # @ par le
lemme de Hensel, donc P et Q sont isomorphes.

8.1.4. — Prouvons enfin que Papplication de (ii) est surjective, ou encore que appli-
cation canonique

71 (S'/S,G) — Z1(S' ®g k(s)/k(s),Gs)
est surjective. Soit Z' le S-foncteur défini par
ZH(T) =7Z(S' x T/T,Gr);
S
I’application précédente s’identifie a I’application
Z'(S) — Z'(x(s));

par une nouvelle application du lemme de Hensel, il suffit de prouver que Z' est
représentable par un S-schéma lisse.

8.1.5. — Prouvons que Z! est représentable par un S-schéma localement de présen-
tation finie. Soit C*, i = 0,1,..., le S-foncteur défini par

CY(T) = C/(S' X T/T,Gr),
c’est-a-dire
CHT) = G((S' X T/T)) = G((S'/9)"+ X T),
ou encore
C’ = Homq((S'/S)", Q).

Comme Z' est obtenu & partir de C' et C? par produits fibrés, il suffit de prouver
que C', i = 1,2, est représentable par un S-schéma localement de présentation finie.

8.1.6. — Si T — S est un morphisme étale fini surjectif qui décompose S’, alors
C’' x T = Hom((S' x T/T)"*, Gr)
S S
est représentable par un produit de n copies de G, ot n est le degré de (S'/S)* 1.

Appliquant une nouvelle fois I'hypothese sur G, on en déduit que C* est bien repré-
sentable par un S-schéma localement de présentation finie (SGA 1, VIII, loc. cit.).

8.1.7. — Pour prouver que Z' est lisse, il nous faut maintenant, par définition, prouver
que si T est un S-schéma affine, To le sous-schéma fermé défini par un idéal ¢ de
carré nul, application canonique

Z'(T) — Z'(Ty)

est surjective. Comme G est lisse, I'application canonique G(T) — G(Ty) est surjec-
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tive, et il suffit de prouver que I'application canonique

H! (S X T/T,Gr) — HY(S X To/To, Gt,)
est bijective.

Changeant légerement de notations et généralisant les hypotheses, il nous suffit
maintenant de prouver :

Lemme 8.1.8. — Soient S et S’ deux schémas affines, S — S un morphisme fidélement

plat, 7 un idéal de carré nul sur S, So le sous-schéma fermé qu’il définit, G un S-

groupe lisse. Posons S{; = S’ xg So, Go = G xgSg. L’application canonique
H'(S'/S,G) — H'(S},/S0, Go)

est bijective.

Remarque 8.1.9. — Si on suppose G commutatif, la méme assertion est valable pour

tous les H*, 7 > 0, avec une démonstration analogue.

Démonstration. Soit .# le Os,-module quasi-cohérent .#y = ZLie(Go/So) ®os, 7 -
Pour chaque Sop-préschéma Ty, posons Mg (Tg) = H°(Ty, .4, ®eog, Or,), et soient

M= J] M, et G=1]] Go

So/S So/S
les S-foncteurs en groupes définis par M(T) = Mg(Ty) et G(T) = Go(Tp), o Ty =
T xg So. D’apres Exp. III, 0.9 et (0.6.2), il existe pour tout S-schéma affine T une 405
suite exacte, fonctorielle en T :
1— M(T) — G(T) — G(T) — 1.

Nous avons a étudier I’application

H'(S'/S,G) — H'(S,/So, Go) = H'(S'/S, G).
Supposons d’abord G commutatif. On a alors une suite exacte de cohomologie

H'(S'/S,M) — H'(S'/S,G) — H'(S'/S,G) — H?(S'/S,M);

mais

H'(S'/S, M) = H'(S}/So, Mo) = H'(S{,/So, -#5),
et on sait (TDTE I, B, Lemme 1.1), que H*(S{,/So, .#,) = 0 pour i # 0.

Si maintenant G n’est pas commutatif, il nous faut utiliser la suite exacte de coho-

mologie non abélienne. Si u € Z!(S'/S, G), on sait que les éléments de H!(S'/S, G) qui

ont méme image dans H'(S'/S, G) que la classe de u sont dans I'image de 'application
cobord correspondante :

H(S'/S,M,) — H'(S'/S,G),

ot M, est le S-foncteur M « tordu par u ». De méme, si v est un élément de Z*(S'/S, G),
il existe un « cobord »

A(v) € H*(S'/S,M,),
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ou M, est le S-foncteur M « tordu par v », tel que A(v) = 0 si et seulement si
la classe de v est dans I'image de H'(S'/S,G). 1l nous suffit de prouver que l'on a
H(S'/S,M,) = H3(S'/S,M,) = 0.

Or rappelons (Exp. III 0.8) que 'opération de G sur M définie par la suite exacte
n’est autre que celle qui se déduit fonctoriellement de la représentation adjointe de
GO :

ad : G() I Mﬁso (fle(Go/So))
L’élément v (resp. v) opeére donc dans Mg g par l'intermédiaire d'un Sj xg, Sj-
automorphisme de Zie(Go/Sp). Comme u (resp. v) est un cocycle, cet automorphisme
est une donnée de descente ; notons %, (resp. .%,) le Og,-module quasi-cohérent ob-
tenu. On vérifie aussitot que pour T — S, on a

M, (T) = HO(TOv‘iﬂu ®Qos, ' Qos, Or,)

et la méme relation en remplacant u par v. On a donc

H'(S'/8,M,) = H'(S4/S0, Zu © 7)),

H2(S,/Sva) = H2( 6/80,«:%1; @ j),
et les deux sont bien nuls en vertu du résultat déja utilisé.
Proposition 8.2. — Soient € une catégorie possédant des produits fibrés, munie d’une
topologie moins fine que la topologie canonique, S’ — S un morphisme de &, G’
un S'-faisceau en groupes, G le S-faisceau en groupes Hs'/s G’. Soit HY(S',G') C
H(S", G’) I’ensemble des classes de faisceauz principauz homogénes sous G' qui sont
trivialisés par un crible de S’ obtenu par changement de base a partir d’un crible
couvrant convenable de S. L’application canonique H'(S,G) — HY(S', G’) définie par

le foncteur
P—Px§
S

induit une bijection
H(S,G) = HL(S, &);
la bijection réciproque est définie par le foncteur P’ +— HS,/S P
Pour tout objet X de 4/g, on a par définition un isomorphisme fonctoriel en X

Homg (X, G) — Homg/ (X >S< S, G).

On a donc pour chaque S-objet T une bijection fonctorielle en T
HY(T/S,G) = HY(T'/S', Q).
Remplagant maintenant I'unique morphisme T — S par une famille couvrante quel-

conque de S et passant a la limite inductive, on en déduit la premiere partie de
I’énoncé. La seconde partie s’en déduit sans difficultés.

Lemme 8.3. — Sous les conditions de 8.2, l’assertion H{ (S, G') = H'(S', G') est locale
sur S : supposons qu’il existe une famille couvrante {S; — S} telle que pour tout i, on
ait Hy (S’ xg8;, G') = H'(S' x5S, G'). Alors HY(S',G') = H'(S',G).
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En effet, soit P’ un faisceau principal homogeéne sous G’. Posons
P, =P s>,</(SI X Si);

en vertu de I'hypothese, il existe une famille couvrante {S;; — S;} telle que pour
chaque j, P’ xg/(S" xgS;;) possede une section. Mais {S;; — S} est une famille cou-
vrante de S, et P’ est bien trivialisé par la famille couvrante de S’ obtenue & partir de
celle-1a par changement de base.

Proposition 8.4. — Soit S' — S un morphisme étale fini de schémas. Soient G' un
S’-faisceau en groupes, G le S-faisceau en groupes HS,/S G’. Pour la topologie étale
(resp. étale finie locale, resp. (fpqc)), les foncteurs
P — P xg S
[l /s P/ e P
induisent des bijections réciproques l'une de ’autre :
HY(S,G) ~ HY(S', G).

Par 8.2, il suffit de montrer que H§(S", G’) = H'(S', G’). Par 8.3, il suffit de le faire
localement pour la topologie étale finie locale ; on peut donc supposer que S’ est une
somme directe finie de copies de S, soit Ig, ou I est un ensemble fini convenable. Alors
G’ est donné par une famille (G;);c1 de faisceaux sur S et

H'Y(S',G') ~ [[H'(S, G)).
iel
D’autre part

H'(S,G) ~ [[H'(S,Gi).

i€l
d’ott, en vertu de 8.2, H§(S',G’) = HY(Y, ). C.Q.F.D.
Remarques 8.5. — On peut interpréter 8.2 et 8.3 par la suite exacte suivante (f est

le morphisme S" — S donné)

1 — HY(S, f.(G")) — H'(S',G") — H (S, R" [.(G")).
Dans le cas commutatif, cette suite exacte résulte de la suite spectrale de Leray ; elle
est encore valable dans le cas non commutatif (cf. these de Giraud V).

Sous cette forme, on voit que le résultat est encore valable si f est seulement
supposé fini, ou simplement entier, la topologie étant la topologie étale, car pour tout
G’,on a

R!f.(G') = faisceau final,
en vertu de SGA 4, VIII, 5.3. (42)

D’autre part, ce résultat devient faux si on prend une topologie telle que (fpqc) ou
(fppf), méme si S = Spec(k), k corps algébriquement clos de caractéristique p # 0,
S" = Spec(k[t]/t?), G' = p, ou ay,.

(41)N.D.E. : Voir le paragraphe V 3.1.4 de [GiT1].
(42)N.D.E. : Cette référence renvoie également au paragraphe V 3.1.4 de [GiT1].
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De méme, 8.2 devient faux, méme pour la topologie étale, si on y supprime ’hypo-
these que f est fini, comme on le voit en prenant pour f une immersion ouverte ; par
exemple si S = Spec(V), V anneau de valuation discréte complet & corps résiduel algé-
briquement clos, S’ étant 'ouvert induit au point générique, et G’ le groupe constant
(Z/nZ)s/, avec n premier a la caractéristique résiduelle de V, on a H*(S,G) = 0,
H(S',G’) # 0. Remplagant d’ailleurs S’ par SII S, on en déduit un exemple ana-
logue, avec S’ — S étale surjectif, donc couvrant pour la topologie envisagée.
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LE THEOREME D’EXISTENCE
par M. DEMAZURE

Pour étre complet, nous donnons dans cet exposé une démonstration du théoreme
d’existence des groupes déployés. Comme la démonstration originale de Chevalley
(« Sur certains schémas de groupes semi-simples », Séminaire Bourbaki, Mai 1961,
n°219), elle s’appuie sur l'existence de groupes algébriques semi-simples complexes de
tous les types possibles. Le principe d’une démonstration plus satisfaisante, prouvant
directement 'existence d’'un Z-groupe semi-simple déployé simplement connexe cor-
respondant & une matrice de Cartan donnée a été donné par Cartier (non publié). M
Signalons cependant que la difficulté n’est pas de donner une construction explicite
d’un schéma en groupes, mais de vérifier que le groupe ainsi construit répond bien
aux conditions exigées, c’est-a-dire essentiellement que ses fibres sont bien lisses et
réductives.

1. Enoncé du théoréme

Théoréeme 1.1. — Soit S un schéma non vide. Le foncteur
G+— Z(G)

est une équivalence de la catégorie des S-schémas en groupes réductifs épinglés avec
la catégorie des données radicielles réduites épinglées.

En vertu du théoréme d’unicité (Exp. XXIII, 4.1), I'"énoncé précédent équivaut a :

Corollaire 1.2 (Existence de groupes déployés). — Pour toute donnée radicielle réduite
X, il existe un Z-groupe réductif déployé G tel que Z(G) ~ %. @)

(UN.D.E. : Un tel principe a aussi été esquissé par B. Kostant [Ko066] ; une démonstration complete,
utilisant les groupes quantiques, a été donnée récemment par G. Lusztig [Lu09].

(2)N.D.E. : Signalons aussi que 'ouvrage [BT84] de F.Bruhat et J. Tits contient une variante de
la construction de Chevalley (loc. cit., 2.2.3-2.2.5 et §3.2), qui fournit en particulier un Z-groupe
lisse affine a fibres connexes G, possédant un tore maximal déployé, et dont la fibre générique est
un Q-groupe réductif de type Z; le fait que les fibres géométriques de G sont réductives découle de
I’étude du radical unipotent d’une fibre spéciale faite dans loc. cit., 4.6.12 et 4.6.15 (valables pour des
G plus généraux, associés & une donnée radicielle valuée), mais il est plus simple de le déduire de la

410

411



412

268 EXPOSE XXV. LE THEOREME D’EXISTENCE

En particulier :

Corollaire 1.3. — Soit k un corps. Pour tout k-groupe réductif déployable Gy, il existe
un Z-groupe réductif G tel que G ®gz k ~ Gy.

Réciproquement, remarquons d’abord que pour prouver 1.2, il suffit par Exp. XXII
4.3.1 et Exp. XXI 6.5.10, de considérer le cas ou la donnée radicielle Z est simplement
connexe (et méme irréductible si on y tient, par Exp. XXI, 7.1.6).

D’autre part, sous les conditions de 1.3, le schéma en groupes G est de type constant
(car Spec(Z) est connexe) donc de type Z(Gy,) ; par Exp. XXIII, 5.9, il s’ensuit que la
validité de 1.3 pour un groupe Gj donné entraine l'existence d’un Z-groupe déployé
de type Z(Gy,). ¥

Pour démontrer 1.2 et donc 1.1, il suffit donc de prouver 1.3 lorsque k est de
caractéristique nulle (par exemple k = C) et Gy simplement connexe (et en particulier
semi-simple), ainsi que :

Proposition 1.4. — Pour toute donnée radicielle réduite simplement connexe %, il
existe un C-groupe algébrique semi-simple de type Z%.

On peut prouver 1.4 de la maniere suivante. On sait d’abord qu’il existe une algebre
de Lie semi-simple complexe g de type Z, cf. par exemple, N. Jacobson, Lie Algebras,
ch. VII, Th. 5. @ Alors G = Aut(g)° est un C-groupe algébrique semi-simple de type
ad(#). ®) Par Bible, §23.1, prop.1, on en déduit Iexistence d’un C-groupe semi-
simple de type Z.

Le reste de cet exposé est consacré a la démonstration de 1.3 pour k£ de caracté-
ristique nulle et G semi-simple. Celle-ci se fera en deux temps : construction d’un
« morceau de Z-schéma en groupes » (n°2), étude du groupe obtenu par application
du « théoréme de Weil » (n°3).

Pour éviter des confusions, nous n’utiliserons pas dans le numéro 2 la notation

description de g = Zie(G), de Exp. XIX 1.12 (iii) et de I'existence des éléments wq (X) de Exp. XX
3.1(iv) (cf. [BT84], 3.2.1).

(3IN.D.E. : En fait, Exp. XXIII, 5.9 n’est pas nécessaire car le présent exposé construit, pour tout
Q-groupe semi-simple Gg, un Z-groupe semi-simple G de méme type que Gg et muni d’un tore
maximal déployé T ; donc, d’apres Exp. XXII 2.2, G est déployé.

(ON.D.E. : Soient A une base de R et § la C-algébre de Lie engendrée par des générateurs
(ea, fasha)aca soumis aux relations [ha,hg] = 0, [eqa,f3] = ha si B = « et = 0 sinon,
[ha,eg] = (a*,B)eg et [ha, f3] = —(a*,8)f3. Dans loc. cit., g est définie comme le quotient de g
par l'intersection des noyaux des représentations irréductibles de dimension finie de g; dans [Se66],
§ VL5, Th.9 (voir aussi [BLie|, VIII, §4.3, Th. 1) il est montré que g est le quotient de g par les
relations (ad(ea)l_(“**ﬁ)(e,g) =0et ad(fa)l_(o‘*ﬁ)(fg) = 0). Pour une description explicite des
constantes de structure (en particulier le choix des signes), voir Exp. XXIII 6.5 et 6.7 ainsi que
[Ti66], §4, Th.1 et (pour les types A,D,E) [Sp98], 10.2.5.

()N.D.E. : On peut supposer Z irréductible, donc g simple. Par un argument général, on sait que
Lie(G) est la C-algebre de Lie des dérivations de g (cf. [DGT70], §11.4, Prop. 2.3), or celles-ci sont
toutes intérieures (cf. [BLie], I §6.1, cor.3 de la prop. 1), donc Lie(G) = g; par conséquent G n’a
pas de sous-groupe invariant de dimension > 0, donc G est semi-simple. Son systéme de racines est
alors le méme que celui de g; de plus le centre de G agit a la fois trivialement et fidelement sur g,
donc est trivial, donc G est adjoint.
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abrégée X pour désigner le k-schéma X ®z k, ou X est un Z-schéma.

2. Théoréme d’existence : construction d’un morceau de groupe
2.1. Choisissons une fois pour toutes un déploiement de Gy, noté
(Gk7 Tk7 M7 R)

(cf. Exp. XXII, 1.13), un systeme de racines simples A de R (définissant le systeme
de racines positives Ry ), un systéme de Chevalley (Xo, k)acr de Gi (Exp. XXIII, 6.1
et 6.2) vérifiant la condition supplémentaire suivante (cf. XX 2.6) : pour tout « € R,
on a

Xa,k X—a,k =1

Choisissons enfin sur le sous-groupe de M engendré par R une relation d’ordre total
compatible avec la structure de groupe, telle que les racines > 0 soient les éléments
de Ry. On note alors les racines

—0y, < —Op_1 < <~ <oy <ag << Qp.
Pour a € R, on note Uy, le groupe vectoriel correspondant a la racine o et
Pa,k * Ga,k L’ Ua,k

I'isomorphisme de groupes vectoriels défini par X, 1.

2.2. Le déploiement de G; comporte en particulier un isomorphisme de k-groupes
Tk ~ Dk(M)

Posons T = D(M); c’est un Z-tore, et on peut considérer I'isomorphisme précédent
comme un isomorphisme

T ~T®gzk.
On a
Homyz, g (T, G,,) = M,
et on considérera les éléments de R C M comme des caracteres de T. On considérera

de méme les éléments de R* comme des morphismes de Z-groupes G, — T.

2.3. Pour chaque o € Ry, soit G,(a) une copie du groupe G, ; considérons le Z-
schéma

U=Gg(a1) X+ x Gaan).
Si Uy désigne la partie unipotente du groupe de Borel By de G défini par R4, notons
a: U®zk - U

I’isomorphisme de k-schémas défini par

a(x1,...,%n) = Pay, k(®1) Doy 6 (@n)-
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2.4. La loi de groupe de Uy se traduit par des relations de la forme
a1,y xn) alyr, ..., yn) = alz1,. .., 2n),
ou chaque z, (h =1,...,n) s’exprime comme un polynéme
zh = Th +Yn + Qu(T1, -, Th-1,Y1,- -+, Yn-1),

les coefficients de Qp étant entiers (Exp. XXII, 5.5.8 et Exp. XXIII, 6.4). De plus
Qn(w1,-++ ,xp—1,0,---,0) = 0.

Munissons U de la loi composition définie par les formules précédentes (qui sont
bien « définies sur Z » ). Comme cette loi induit sur Uy sa loi de groupe, elle est
associative, et (0) en est un élément unité (en effet, les deux assertions précédentes
s’expriment par des relations entre les polynomes Qp, et Z — k est injectif). Montrons
que c’est une loi de groupe : si (z;) est une section de U (sur un S quelconque), on
calcule linverse (y;) de (z;) par les formules récurrentes :

yi = —x; — Qi(®i, +  Tim1, Y1, S Yi1)
qui sont encore « définies sur Z ».

En résumé, nous avons construit sur U une loi de groupe telle que 'isomorphisme
a précédent soit un isomorphisme de groupes.

Pour chaque o € R, considérons le morphisme
Po: Gy — U

Ti=2 Sl o=«
défini par p,(z) = (x;) ou { " o
;=0 si a; #a.
C’est une immersion fermée et un homomorphisme de groupes; on note U, son
image. On a (x;) = pa, (1) * - * Pa,, (Tn), ce qui prouve que U s’identifie au produit

U="Ug, Ugy-Usg,.

2.5. Faisons opérer T = D(M) sur chaque U, par l'intermédiaire du caractere «;
on vérifie aussitot que cela définit une opération de T sur le groupe U et on peut
construire le produit semi-direct B = T - U. On a un isomorphisme canonique de
k-groupes

B ®z k — By.

Si nous prenons maintenant un ordre quelconque sur R, le morphisme

H U, — U

ac€R4

défini par le produit dans U est encore un isomorphisme. En effet, comme les deux
membres sont des Z-schémas plats et de présentation finie, on peut se contenter de
vérifier I’assertion sur les fibres géométriques; on est alors ramené a la théorie de
Lazard (Bible, §13.1, prop. 1) : on considére U comme groupe a opérateurs T, et on
utilise le fait que les U, sont deux a deux non isomorphes comme groupes & opérateurs
(car les caracteres o € Ry de T sont deux a deux distincts sur chaque fibre).
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2.6. Remplagant Ry par R_ = —R,, on construit de méme des groupes U™, B,
U, (o € R_) et des isomorphismes
Pa: Go — Ug, a€R_.
Introduisons enfin le schéma produit
Q=U" xTxTU;
on a un isomorphisme canonique de k-schémas
Q @z k — U, xj T xg Uy, >~ Qy,
ot Q est la « grosse cellule » de Gy (Exp. XXII, 4.1.2).

A partir de maintenant, nous identifions Q2®zk a i par I'isomorphisme précédent ;
nous considérons U™, T, U comme des sous-schémas de {2, par l'intermédiaire des
sections unités. On note e = ((0), e, (0)) la « section unité » de Q.

Notre but est maintenant de mettre une loi de morceau de groupe sur §2.

Lemme 2.7. — Soit o € A, et soit wq, 1 I’élément de Normg, (Tx)(k) défini par X 1
(rappelons que l'on a par définition
Wa,k = p—a,k(_1)pa,k(1)p—a,k(_1) )
1l existe un ouvert Vo, de Q, contenant la section e, et un morphisme
ha : Vo — Q,

vérifiant les conditions suivantes :

(1) hale) =e¢,

(i) (ha) @z k coincide avec la restriction de int(wa,k) @ Vo @z k C Gy.

(ili) On a T C Vq et hy envoie T dans T. Pour tout 3 € R, on a Ug C V,, et hq
envote Ug dans Uy _ ().

En vertu de la définition d’un systéme de Chevalley (Exp. XXIII, 6.1), il existe
pour chaque 8 € R un entier eg = %1 tel que
int(wa,k)ps, k(%) = Dsa(s), k(€s )
pour tout & € G4(S), S — Spec(k).

Soit S un schéma quelconque, écrivons un élément quelconque de Q(S) sous la forme

w=|( II po@s)) -palea) t palza)- ( I] sea)) |,

BeER_ B€R+
B#-a o

ou on a choisi un ordre (quelconque) sur R_ — {—a} et Ry — {a} (cf. 2.5).
On définit un morphisme d :  — Spec(Z) par

d(u) = at) + a2 _q.
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Soit V,, louvert Qg (c’est-a-dire 'ouvert de € défini par « d(u) inversible » ); il
contient e, T, et chaque Ug, 3 € R. Soit

ha : Vo — Q
le morphisme défini par hq(u) = (a(u), b(u), c(u)) ou

a(u) = | [I psos(eszp) | -p-al—zad(w)™)
BeER_
f—a

b(u) =1t - a*(d(u)),

C(u) = pa( - x—ad(u)il) : H psa(ﬁ)(eﬂzﬁ)
BER+
B#a

Comme s, permute les racines positives (resp. négatives) distinctes de a (resp. —a),
alors c(u) (resp. a(u)) est une section de U (resp. U™) et le morphisme précédent est
bien défini. Il vérifie trivialement (i) et (iii). Quant & (ii), cela résulte aussitot de la
définition des eg, 8 € R, et de Exp. XX, 3.12.

Lemme 2.8. — 1l existe des ouverts V et V' de Q) et des morphismes
h:V—Q, vV —Q,
vérifiant les conditions suivantes :
(i) V et V' contiennent e, et h(e) = h'(e) = e.

418 (i) Le morphisme induit par h' o h: h=Y(V') — Q est la restriction du morphisme
identique.

(iii) Les k-morphismes h @z k et h' ®z k sont la restriction ¢ V ®z k et V' ®z k
d’automorphismes du groupe Gy.

(iv) V et V' contiennent U, T et U™ ; h et b’ envoient U dans U~, U~ dans U, et
T dans T.

Soit wq 1’élément du groupe de Weyl de Gy qui transforme Ry en R_. Ecrivons
Wo = Sa, *** Sour s a; €A
(aucun rapport avec la numérotation de 2.1). Posons
Wo = Way,, k*** Way,k € Normg, (Ty)(k).

Définissons par récurrence sur ¢ < n un ouvert V; de € et un morphisme h; : V; — Q
par Vo = Q, hg =1id, et, pour i =0,...,n — 1,

Vi+1 = h;l(vai+1)7 hi+1 = hai+1 o hj,

olt les notations V,, et h,, sont celles de 2.7.
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Prenons V =V,, et h = h,. Les conditions de (i), (iii) et (iv) portant sur V et h
sont bien vérifiées; pour (i) et (iii) cela résulte aussitot de 2.8, pour (iv), de ce que
h ®z k est la restriction de int(wg) & V ®z k.

Comme (wy)? = 1, on a aussi

Wo = Sa, = Sa, = (Sil)"'(sin)-
Posant
'LU6 = (wala k)S e (wavw k)3’

et effectuant la méme construction que ci-dessus, on en déduit un ouvert V' et un
morphisme A’ vérifiant également (i), (iii), (iv). De plus, A’ ®z k est la restriction
de int(wf) & V' ®z k. Mais pour chaque racine simple o € A, on a (w,, ;)* = e
(cf. Exp. XX, 3.1), donc w(, - wy = e, ce qui montre que h’ o h induit le morphisme
identique dans un ouvert non vide de 2 ®z k. Mais §2 étant lisse et de présentation
finie sur Z, Q ®7 k est schématiquement dense dans €, ce qui prouve (ii).

Proposition 2.9. — 1l existe un ouvert Vi de Qx2, un ouvert Vo de 2, des morphismes
m:Vy — Q, 0:Vy — Q)
possédant les propriétés suivantes :
(i) Siz € Q(S), alors (e, x) et (x,e) sont des sections de V1 et
(e, x) = 7m(x,e) = .
(ii) Vo contient e et o(e) = e.
(iii) 7, et o sont la restriction des morphismes Gy X G — Gy et G — Gy

définis par le produit (resp. linverse).

Démonstration. Soient (v,t,u) et (v/,t',u’) deux sections de . Alors h(u) est une
section de U™, h(v’) est une section de U par 2.8 (iv) et on peut donc considérer
(h(u), e, h(v")) comme une section de Q. Soit Vi louvert de Q x Q défini par la
condition :

(v, t,u), (V¢ ,u")) € V1(S) < (h(u),e, h(v")) € V'(S)

(notations de 2.8). Si ((v,t,u), (v/,',u’)) est une section de V1, alors h/(h(u), e, h(v'))
est défini; c’est une section de €2 que I'on peut décomposer :

W (h(u), e, h(v'))) = (0", ", u").

On pose alors
ﬂ((v,t,u), (v',t',u')) = (v-t"t7 "t ).

La vérification de (i) est immédiate (par 2.8 (ii)). Pour vérifier la condition de (iii)
portant sur 7, on voit que
B (h(u),e, h(v")) = uwv’" = v"t"u"
lorsque v € U(S), v € U7 (S), S — k, en vertu de 2.8 (iii) et (ii). On construit o de
maniere semblable : si (v,t,u) est une section de €, h(u~') est une section de U~
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h(v~1) une section de U, h(t~1) une section de T, donc (h(u=1),h(t~1), h(v™1)) est
une section de 2 et on peut définir un ouvert Vo de 2 par

(v,t,u) € Vo(S) <= (h(u™1),h(t™1),h(v™1)) € V/(S)
et un morphisme o : Vo — ) par
o(v,t,u) = B (h(u™b), h(t™1), h(v™h)).
On vérifie les conditions sur ¢ comme ci-dessus.

Corollaire 2.10. — 7 est « génériquement associatif » et o est un « inverse géné-
rigue » : si x, y, z € QS) et si les expressions ci-dessous sont définies (ce qui se
produit toujours au-dessus d’un ouvert de Q contenant la section unité), on a :

m(x, m(y, 2)) = w(7(z,y), 2), m(x,0(z)) = e = m(o(z), ).

En effet, les deux membres de chacune de ces formules définissent des morphismes
entre Z-schémas lisses et de présentation finie, qui coincident sur les fibres génériques,
par 2.10 (iii).

Corollaire 2.11. — Soit o« € R. Pour tout S et tous =, y € G4(S) tels que
(pa(),p—a(y)) € V1(S) et 1+ay € G, (S) (ce qui définit un ouvert de G, g contenant
la section (0,0)), on a :

n(e).p-a) = (p-0 (1 ) e (1))

La démonstration est la méme que précédemment, par Exp. XX, 2.1.

3. Théoréme d’existence : fin de la démonstration
Posons pour simplifier le langage la définition suivante.

Définition 3.1. — Soient S un schéma et G un S-schéma en groupes. On dit que G
est admissible s’il existe une immersion ouverte de S-schémas i : Qg = QxS — G
vérifiant les conditions suivantes :

(i) Le diagramme
(Vi) — Qg x5 Qs 0 Gxg @

o |-

QS - G7

ou 'on note mg le morphisme de multiplication dans G, est commutatif.
(ii) Il existe un ensemble fini de sections a; € Q(S) tel que les i(a;)-i(2s) recouvrent

G.
Par le « théoreme de Weil » (Exp. XVIII, 3.13 (iii) et (iv)), on a :

Lemme 3.2. — Si pour tout schéma S €tale et de type fini sur Z, tout S-groupe admis-
sible est affine, alors il existe un Z-groupe admissible et affine.
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Orona:

Lemme 3.3. — Soient S un schéma et G un S-groupe admissible. Alors G est lisse et
de présentation finie sur S, a fibres affines connexes et semi-simples.

Comme (g est lisse et de présentation finie sur S, a fibres connexes, il en est de
méme pour G, en vertu de la condition (ii). Pour vérifier 3.3, on peut donc supposer
que S est le spectre d’un corps K. Identifions Qi a son image dans G. Il est clair que

Qg est le produit
H Ua,K'TK' H Ua,K
a€R- a€R4

des sous-groupes Tk et U, k (@ € R) de G. L’algebre de Lie de G s’identifie donc &
la somme directe
Lie(Tk) @ [ [ Lie(Ua. k).
a€R
Comme 'automorphisme intérieur défini par une section de Tk opere dans U, k, et
donc dans Lie(U,, k), par Vintermédiaire du caracteére

aceRCM~ HomK—gr.(TKa Gm,K)7

la décomposition précédente de Lie(G) est exactement la décomposition sous 1'opé-
ration adjointe de T. Les racines de Gk par rapport a Tk sont donc les a € R.
Appliquons Exp. XIX, 1.13. Soit T, le tore maximal de Ker(a) C Tk et soit
Zo = Centr(T,); il nous suffit de prouver que chaque Z, est réductif. Or Z, N Nk

n’est autre que
IT Vs T I Usxs

BeER_ BER L
Blra=¢ Blra=¢

mais les racines nulles sur T, sont les multiples rationnels de «, donc a et —«; ce qui
prouve

ZaN Q% =U_q k- Tk - Uy, k-
Pour prouver que Z, est réductif il suffit, en vertu de Exp. XX 3.4, de prouver que
U,k et U_, k ne commutent pas, ce qui résulte aussitot de 2.11.

Il résulte de 3.2 et 3.3 que la démonstration sera achevée si nous prouvons :

Lemme 3.4. — Si S est un schéma localement noethérien de dimension < 1, et si G
est un S-groupe lisse et de type fini, a fibres affines connexes et semi-simples, alors G
est affine (et donc semi-simple).

Nota. — Dans Exp. XVI, on a vu que 3.4 est vrai sans hypothese sur S, mais la
démonstration est relativement délicate; comme ici nous n’avons besoin que du cas
particulier 3.4, nous en donnons une démonstration directe.

Considérons 'algebre de Lie g de G, qui est un 0g-module localement libre, et la
représentation adjointe de G

Ad: G — GLg(9).
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Pour prouver que G est affine sur S, il suffit de prouver que le morphisme Ad est
affine. Comme G est lisse et & fibres connexes, il est séparé sur S (VIg 5.5) donc le
morphisme Ad est séparé. Utilisant un résultat démontré en appendice (voir 4.1), il
suffit de prouver que le morphisme Ad est quasi-fini. On est donc ramené au cas ou S
est le spectre d’'un corps; en ce cas G est affine, donc semi-simple, et on est ramené
a Exp. XXII 5.7.14.

4. Appendice
Nous avons utilisé en cours de démonstration la proposition suivante :

Proposition 4.1. — Soient S un schéma localement noethérien de dimension < 1, G
et H deuz S-schémas en groupes de type fini, f : G — H un morphisme de groupes
quasi-fini et séparé. Si G est plat sur S, ) alors f est affine.

Nous ne ferons la démonstration que dans le cas ou G est lisse sur S, hypothése qui
est bien vérifiée dans ’application que nous avons faite de la proposition.

4.2. Par EGA TI, 1.6.4, on peut supposer S réduit. Par les techniques habituelles
de passage a la limite, (") on peut supposer S local. Si dim(S) = 0, l’assertion est
triviale, ®) supposons dim(S) = 1. Par descente fidelement plate, on peut supposer
que S est complet a corps résiduel algébriquement clos. Quitte a remplacer S par son
normalisé S, on peut (EGA I, 6.7.1 et EGA Oy 23.1.5) supposer S normal. () On est
donc ramené au cas ou S est le spectre d'un anneau de valuation discréte complet A
a corps résiduel algébriquement clos.

4.3. Soit n (resp. s) le point générique (resp. fermé) de S. Considérons I'image f,)(G,;)
de G,, dans H,,. C’est un sous- schéma en groupes fermé de H,,. Soit H' I’'adhérence
schématique dans H de f,(G,). Comme H' — H est affine (c’est une immersion
fermée), on peut remplacer H par H' et donc supposer H plat sur S et f, surjectif.
Comme f, est fini, G et H plats sur S, on a

dim(G;) = dim(G,;) = dim(H,,) = dim(Hj,).

4.4. Soient HY ... H" les composantes irréductibles de Hg, ot H? désigne la com-
posante neutre, et soient 2, ..., 2z, leurs points génériques. Comme chaque anneau
local Oy, est de dimension < 1, le morphisme G Xy On,.,; — Ox, ., est affine car
quasi-fini et séparé (cf. Exp. XVI, lemme 4.2), donc G est affine sur H au voisinage
de z;. Notant V le plus grand ouvert de H tel que G|y soit affine sur V, il en résulte

(6)N.D.E. : Nous avons ajouté 'hypothese de platitude qui avait été omise.

(ON.D.E. : cf. EGA IV3, 8.10.5 (viii).

(®N.D.E. : En effet, si S = Spec(k) (k un corps), alors f est la composée de la projection p : G —
G/ Ker(f) et d’'une immersion fermée ¢, et comme Ker(f) est fini sur k, alors p est fini (VI 9.2).
(9N.D.E. : En effet, les composantes irréductibles S1, ..., S, de S sont des schémas locaux noethériens
intégres complets donc, d’apres un théoreme de Nagata (cf. EGA Ory, 23.1.5) le normalisé gl est fini
sur S;, et donc S est fini sur S. Alors, d’aprés un théoréme de Chevalley (cf. EGA 11, 6.7.1), si f Xg S
est un morphisme affine, il en est de méme de f.
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que V contient tous les z;, 1°) donc contient au moins un point fermé y; € H: (et on
a k(y;) = K(s) puisque k(s) est algébriquement clos).
D’autre part, V est évidemment stable par la translation définie par un élément
quelconque g € G(S). Mais on a dim(G,) = dim(H,) et fs est fini, donc
fls): G3(s) — H(s)
est surjectif. Comme A est complet et G lisse sur S, I'application canonique G°(S) —
GY(s) est surjective; comme HY(s) opére transitivement dans chaque Hi(s), il en

résulte que V O Hy(s), donc (k(s) étant algébriquement clos) V > H,. (1D
Comme on a évidemment V D H,;, puisque f, est fini, onadonc V=H. C.Q.F.D.
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(1ON.D.E.:Ona ajouté la phrase qui suit.
(IDN.D.E. : Lorsque G n’est pas supposé lisse sur S, on peut procéder comme suit. Soient kg un
point rationnel de H? et go un point rationnel de G tel que f(go) = ho. D’aprés VIg 5.6.1, il existe

un diagramme commutatif

g2

™

S ——§
oll w est étale et surjectif, 7 fini et surjectif, et ¢p—1(s) est formé d’un seul point s” tel que g(s”’) = go.
Alors le morphisme Gg/» — Hgrs est affine au-dessus d’un voisinage de hoyi, et il en est de méme
de Gg» — Hg/ (EGA 11, 6.7.1) puis de G — H par descente fidelement plate (EGA IVa, 2.7.1 (xiii)).
Donc hoy; € V, et il en résulte que V contient Hy(s) et donc Hs.

(I2)N.D.E. : références additionnelles citées dans cet Exposé.






EXPOSE XXVI

SOUS-GROUPES PARABOLIQUES DES GROUPES
REDUCTIFS

par M. DEMAZURE

Cet exposé étudie les sous-groupes paraboliques d’un S-groupe réductif G. Le résul- 426
tat essentiel en est le théoréme de conjugaison (5.4). L’outil essentiel est la notion de
position transversale de deux sous-groupes paraboliques, notion qui est étudiée systé-
matiquement dans le n°4. Un autre fait joue un réle important : la décomposition du
radical unipotent rad“(P) d’un sous-groupe parabolique P en extensions successives
de groupes vectoriels (2.1) (1),

Différents schémas associés a G sont étudiés dans le n°3; le n°6 traite des sous-tores
déployés @) de G et de leurs relations avec les sous-groupes paraboliques.

Enfin, dans le n°7, nous exposons brievement comment se formule, sur une base
semi-locale, la « théorie relative » des groupes réductifs telle qu’elle est exposés dans
le cas des corps dans ’article de A. Borel et J. Tits, Groupes réductifs, Publications
Mathématiques de 'THES, n°27. Dans cet article, cité [BT65] dans la suite, le lecteur
trouvera d’ailleurs, dans le cas d’un corps de base, d’autres résultats qui n’ont pas été
effleurés ici.

1. Rappels. Sous-groupes de Levi

Définition 1.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, P un sous-S-schéma
en groupes de G. On dit que P est un sous-groupe parabolique de G si

(i) P est lisse sur S, 427
(ii) pour chaque s € S, le S-schéma quotient Gs/Pz est propre (i.e. Bible, §6.4,
th.4 (= [Ch05], §6.5, th. 5), P5 contient un sous-groupe de Borel de Gz).

Proposition 1.2 (Exp. XXII, 5.8.5). — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, P
un sous-groupe parabolique de G. Alors P est fermé dans G, a fibres connexes, et

P = Norm (P).

(DN.D.E. : Comme les sous-groupes de Levi de P forment un torseur sous rad®(P) (1.9), ceci entraine,
lorsque S est semi-local, que P posseéde un sous-groupe de Levi et donc un tore maximal (2.4).
(DIN.D.E. : On a remplacé la terminologie de « tore trivial » par celle de « tore déployé ».
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De plus, le faisceau-quotient G/P est représentable par un S-schéma lisse et projectif
sur S.

Proposition 1.3 (Exp. XXII, 5.3.9 et 5.3.11). — Soient S un schéma, G un S-groupe
réductif, P et P’ deuzx sous-groupes paraboliques de G. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) P et P’ sont conjugués dans G, localement pour la topologie étale (resp. (fpqc)).

(ii) Pour chaque s € S, Ps et PL sont conjugués par un élément de G(3).

(iii) Le transporteur strict Transto (P, P’) de P dans P’ (défini par
Transtq (P, P')(S") = {g € G(S') | int(9)Py = Pg }

pour tout S' — S), est un sous-schéma fermé de G, lisse et de présentation finie sur
S, qui est un fibré principal homogéne & droite sous P, et a gauche sous P’.

Proposition 1.4. — Soient S un schéma non vide, (G, T,M,R) un S-groupe réductif
déployé, R une partie de R. Les conditions suivantes sur R’ sont équivalentes :

(i) grr = t@[loer 8¢ est lalgebre de Lie d’un sous-groupe parabolique de G
contenant T (nécessairement unique, Exp. XXII, 5.3.5).

(ii) R’ est de type (R) (Exp. XXII, 5.4.2) et contient un systéme de racines posi-
tives.

(iii) R’ est une partie close de R et vérifie : si « € R—R/, alors —a € R/ (c.-a-d.,
R=R'U(-R)).

(iv) Il existe un systéme de racines simples A, et une partie A de A tels que R/ soit
la réunton de ’ensemble des racines positives et de [’ensemble des racines négatives
combinaisons linéaires des éléments de A.

(v) R’ contient un systéme de racines simples de R ; de plus, si A C R’ est un
systeme de racines simples de R et si on pose

A=(-R)nNA,

alors R/ est la réunion de l’ensemble des racines positives et de ’ensemble des racines
négatives combinaisons linéaires des éléments de A.

On a (i) < (ii) par Exp. XXII, 5.4.5 (ii) et 5.5.1. On a (iii) = (ii) par Exp. XXI,
3.3.6 et Exp. XXII, 5.4.7. On a évidemment (v) = (iv) = (iii). On a (iii) = (v) par
Exp. XXI, 3.3.6 et 3.3.10.

Il reste donc & prouver que (i) entraine que R’ est une partie close de R. Or cette
derniere assertion peut se vérifier sur une fibre géométrique quelconque ; on peut donc
supposer que S est le spectre d’un corps algébriquement clos.

Soit P le sous-groupe parabolique de G contenant T dont ’algebre de Lie est gg:.
Comme les sous-groupes de Borel de P sont les sous-groupes de Borel de G contenus
dans P, il résulte de Bible, §12.3, th. 1, et de Exp. XXII, 5.4.5 (i), que si on note U le
radical unipotent de P, alors T - U est le sous-groupe de G contenant T d’algebre de
Lie

or =t [] o%
a€R
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ot R” est 'intersection des systémes de racines positives de R contenus dans R’. Il en
résulte en particulier que R” est close et que R”"N(—R”) = @. D’autre part, le groupe
H = P/U est réductif, I'image canonique T de T en est un tore maximal (T — T est
un isomorphisme), et on a un isomorphisme de T-modules, i.e. d’espaces vectoriels
gradués de type M

Lie(H) ~ tP H g%,

acRg
ol Ry est le complémentaire de R” dans R/. 11 s’ensuit que R; s’identifie naturellement
a I’ensemble des racines de H relativement a T, et en particulier vérifie R; = —R,. Il
s’ensuit aussitot que 'on a
R'={aeR, —a¢R'}, Rs={a€eR, —aeR'}.

Montrons maintenant que R’ est clos. Soient o, 3 € R/ tels que o + 8 € R ; prouvons
que a+B € R.Sia,B € R, alors a+ 6 € R” car R” est clos. Si a € Ry, B € R”, et si
a+B R alorsa+8 € —R" etona—a=—(a+8)+0 € R” car R” est clos, ce qui
entraine —a € R’, donc —a € Ry, et contredit le fait que R;NR” = @. Il reste donc &
étudier le cas on o, B € Ry. Sia+ 03 € R/, alors a+ 3 € —R”. Mais, comme a+ 3 # 0,
il existe un systeme de racines positives du systeme de racines Ry contenant « et 3,
donc un sous-groupe de Borel de H = P/U contenant I'image canonique de U, et Ug.
Son image inverse dans P est un sous-groupe de Borel contenant U,, Ug et U, donc
Ua, Ug et U_(443), ce qui est impossible.

Corollaire 1.5. — Un sous-groupe parabolique d’un groupe réductif est de type (RC)
(Exp. XXII, 5.11.1).

Proposition 1.6 (Exp. XXII, 5.11.4). — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif,
P un sous-groupe de type (RC) ) de G.

(i) P posséde un plus grand sous-schéma en groupes invariant, lisse et de présen-
tation finie sur S, a fibres géométriques connezes et unipotentes. C’est un sous-groupe
caractéristique de P, appelé le radical unipotent de P, noté rad“(P). Le faisceau-
quotient P/rad"(P) est représentable par un S-groupe réductif.

(ii) Si T est un tore mazimal de P, P posséde un sous-groupe réductif L contenant
T, tel que :

(a) Tout sous-groupe réductif de P contenant T est contenu dans L.
(b) P est le produit semi-direct L - rad“(P), i.e. le morphisme canonique
L — P/rad“(P) est un isomorphisme.

De plus, L est 'unique sous-groupe (resp. sous-groupe réductif) de P, contenant T et
vérifiant (b) (resp. (a)). Enfin, on a

Normp(L) =L, Normp(T) = Norm (T).

(3IN.D.E. : On a remplacé « sous-groupe parabolique » par « sous-groupe de type (RC) », comme
dans Exp. XXII, 5.11.4, car il sera utile plus loin (4.5.1, 6.17) de pouvoir appliquer cet énoncé a
P NP, lorsque P, P’ sont deux sous-groupes paraboliques tels que P NP’ soit de type (RC).

430
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1.7. Un sous-groupe L de P vérifiant la condition (b) ci-dessus est appelé un sous-
groupe de Levi de P. C’est un sous-groupe réductif maximal de P; en effet, il est
réductif, car isomorphe & P/ rad“(P), montrons qu’il est maximal pour cette propriété ;
soit L’ un sous-groupe réductif de P contenant L ; pour prouver que L' = L, on peut
raisonner localement pour la topologie (fpqc), et donc supposer que L posseéde un tore
maximal T, et on est ramené & 1.6 (ii).

Si L et L sont deux sous-groupes de Levi de P, L et L’ sont conjugués dans P,
localement pour la topologie (fpqc). En effet, localement pour cette topologie, on peut
supposer que L (resp. L) posséde un tore maximal T (resp. T'); comme T et T/ sont
conjugués dans P localement pour la topologie (fpqc), on peut supposer T = T, et
on a alors L = L/, par 1.6 (ii). Mais comme P = L - rad“(P) et Normp(L) = L, on en
déduit aussitot :

Corollaire 1.8. — Soit P un sous-groupe de type (RC) @ du S-groupe réductif G. Si
L et L’ sont deuz sous-groupes de Levi de P, il existe un unique u € rad“(P)(S) tel
que int(u)L = L/.

Notons Lev(P) le foncteur des sous-groupes de Levi de P : pour 8’ — S, Lev(P)(S")
est ’ensemble des sous-groupes de Levi de Pg/. On déduit de 1.8 :

Corollaire 1.9. — Soit P un sous-groupe de type (RC) 4 du S-groupe réductif G. Alors
Lev(P) est un fibré principal homogéne sous le S-groupe rad“(P), et en particulier est
représentable par un S-schéma lisse et affine sur S, a fibres géométriques intégres.

Il résulte immédiatement de 1.6 :

Corollaire 1.10. — Soit P un sous-groupe de type (RC) 4 du S-groupe réductif G. Le
foncteur Tor(P) des tores mazimaux de P est représentable par un S-schéma lisse et
affine, la « relation L D T » définit un morphisme

Tor(P) — Lev(P),

la fibre de ce morphisme au-dessus de L € Lev(P)(S) s’identifie a Tor(L) (Exp. XXII,
5.8.3).

La premiere assertion de 1.10 est conséquence des deux autres et de Exp. XXII,
5.8.3.

Définition 1.11. — Soient S un schéma non vide, G un S-groupe réductif, P un sous-
groupe parabolique de G, £ = (T, M, R, A, (X4)aea) un épinglage de G. On dit que
& est adapté & P, ou que & est un épinglage du couple (G,P) si P O T et si 'algebre
de Lie de P est de la forme t &[], ., g%, oit R est une partie de R contenant R .

En particulier, si T C B est le couple de Killing défini par 1’épinglage, on a
TcBcCP.

Sous les conditions précédentes, on note A(P) = AN (—R’); alors, par Exp. XXII,
5.4.3,0on a :

a€AP) <= acAet U_,CP <= acA e U_,NP#e

(AN.D.E. : cf. la N.D.E. (3).
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11 résulte aussitot de 1.4 (v) et Exp. XXII, 5.11.3 et 5.10.6 :

Proposition 1.12. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, P un sous-groupe
parabolique de G, (T, M, R, A, (X4 )aca) un épinglage de G adapté o P, A(P) la partie
de A définie ci-dessus.

(i) Le radical unipotent rad"(P) de P n'est autre que
Urr = [] Ua,
aeR”

ou R” est l’ensemble des racines positives qui dans leur décomposition sur A,
contiennent au moins un élément de A — A(P) ®) avec un coefficient non nul.

(ii) L’unique sous-groupe de Levi L de P contenant T n’est autre que
Zapy = Centrg (Taep)),
ot Tacpy est le tore mazimal de ﬂaeA(p) Ker(a) ; de plus on a Tap) = rad(L).
Corollaire 1.13. — Tout sous-groupe de Levi L du sous-groupe parabolique P du groupe 433
réductif G est un sous-groupe critique de G, i.e. vérifie (Exp. XXII, 5.10.4) :
L = Centr(rad(L)).

Cela résulte aussitot de 1.12 et du lemme suivant, contenu dans 1.4 et Exp. XXII,
5.4.1:

Lemme 1.14. — Localement pour la topologie étale, tout couple (G,P), ot P est un
sous-groupe parabolique du groupe réductif G, peut étre épinglé (1.11).

Notons :

Proposition 1.15. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, P un sous-groupe
parabolique de G, £ et £’ deux épinglages de G adaptés a P. L ’unique automorphisme
intérieur de G sur S qui transforme € en £ (Exp. XXIV, 1.5) provient de P, par le
morphisme

P — P/ Centr(P) = P/ Centr(G) — G/ Centr(G).
En effet, il suffit de raisonner comme dans Exp. XXIV, 1.5, en utilisant :

Lemme 1.16 (Exp. XXII, 5.3.14 et 5.2.6). — Les tores maximauz (resp. sous-groupes
de Borel, resp. couples de Killing) d’un sous-groupe parabolique P du S-groupe réductif
G sont conjugués dans P, localement pour la topologie étale.

Proposition 1.17. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, P et P’ deuz sous-
groupes paraboliques de G, B un sous-groupe de Borel contenu dans P et P'. Si P et
P’ sont conjugués dans G, localement pour la topologie étale, alors P = P’.

En effet, on peut supposer qu’il existe g € G(S) tel que int(g)P = P’. Alors B et 434

(®)N.D.E. : On a corrigé A(P) en A — A(P).
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int(g) !B sont deux sous-groupes de Borel de P. Quitte & étendre S, on peut par 1.16,
supposer qu’il existe p € P(S) tel que int(p) int(¢~!)B = B. Alors

pg~! € Normg (B)(S) = B(S),
et g € B(S) - p C P(S), donc P/ = int(g)P = P.
Remarque 1.18. — Si P et P’ sont deux sous-groupes paraboliques de G contenant un
méme sous-groupe de Borel, alors P N P’ est encore un sous-groupe parabolique de

G. En effet, il est lisse le long de la section unité (Exp. XXII, 5.4.5), et il contient un
sous-groupe de Borel.

Proposition 1.19. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, G’ son groupe dérivé
(Exp. XXII, 6.2.1).

(i) Les applications
P—P =PNC et P— P rad(G) = MC}(P/)

sont des bijections réciproques l’'une de [’autre entre l’ensemble des sous-groupes pa-
raboliques de G et 'ensemble des sous-groupes paraboliques de G'. On a rad“(P) =

rad“(P’).
(ii) Soient P un sous-groupe parabolique de G et P’ =P N G’. Les applications
L—L =LNG =LnNnP
L' — L' rad(G) = Centrg (rad(L"))
sont des bijections réciproques l'une de l’autre entre l’ensemble des sous-groupes de

Levi de P et l'ensemble des sous-groupes de Levi de P'. De plus, on a rad(L’) =
(rad(L) N G")°.

La démonstration (par réduction au cas déployé, par exemple) se fait sans difficulté
et est laissée au lecteur, ainsi que celle, immédiate de :

Proposition 1.20. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, P un sous-groupe
parabolique de G, L un sous-groupe de Levi de P. Les applications

Q—QNL=qQ, Q' — Q -rad“(P)
sont des bijections réciproques l'une de l’autre entre I’ensemble des sous-groupes
paraboliques de G contenus dans P et I’ensemble des sous-groupes paraboliques de L.

De plus, les sous-groupes de Levi de Q' sont les sous-groupes de Levi de Q contenus
dans L.

On peut compléter 1.6 de la maniére suivante :

Proposition 1.21. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, P un sous-groupe
parabolique de G.

(i) P posseéde un plus grand sous-groupe invariant, lisse et de présentation finie
sur S, a fibres géométriques connexes et résolubles. C’est un sous-groupe caractéris-
tique de P, appelé le radical de P, et noté rad(P). Le faisceau-quotient P/rad(P) est
représentable par un S-groupe semi-simple.
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(ii) Si L est un sous-groupe de Levi de P, rad(P) est le produit semi-direct de
rad“(P) et de rad(L); on a rad(L) = L Nrad(P), donc L = Centr (L Nrad(P)), et
P/rad(P) ~ L/ rad(L).

En effet, ’assertion (i) étant locale, on peut supposer que G posséde un sous-groupe
de Levi L, et on est ramené & prouver que R = rad”(P) - rad(L) posséde les propriétés
annoncées dans (i), ce qui est immédiat. Pour (ii), il ne reste plus qu’a démontrer que
rad(L) = LNrad(P), ce qui résulte aussitét du fait que L Nrad(P) est lisse et a fibres
connexes, L étant le centralisateur d’un tore.

2. Structure du radical unipotent d’un sous-groupe parabolique

Proposition 2.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, P un sous-groupe
parabolique de G, rad"(P) son radical unipotent. Il existe une suite de sous-schémas
en groupes de rad"(P)

rad*(P) = Uy DU; DUy D---D U, D -

possédant les propriétés suivantes :

(i) Chague U; est lisse, a fibres connexes, caractéristique et fermé dans P. Le com-
mutateur d’une section de U; et d’une section de U, est une section de U;1 ;41 (sur
un S’ — S variable).

(ii) Pour chaque i > 0, il existe un Og-module localement libre &; et un isomor-
phisme de S-faisceaux en groupes
Ui/Upp1 — W(&).
De plus, les automorphismes de P (sur un S' — S variable) opérent linéairement sur
W(&).
(iii) Pour tout s € S, on a U, s = e pour n > dim(rad"(P)s).

2.1.1. — Supposons d’abord le couple (G, P) épinglable. Soit (T, M, R, A,...) un épin-
glage de G adapté a P; soit A(P) la partie de A définie par P. Solent a1, ..., les
éléments de A(P), 51,..., By les éléments de A — A(P). Toute racine v € R s’écrit de
maniere unique

y=ara1+ -+ apay + b1+ + by Sy
Posons
a(y)=br+---+by. (6)
11 résulte aussitot des définitions les propriétés suivantes (cf. 1.12) :
(i) Uy CP & aly) =0
(i) U, C rad“(P) < a(y) > 0.
(iii) a(ny +my') =naly) + ma(y') pour tout n,m € Z.

(®)N.D.E. : On a corrigé aj + --- 4 ap en by + --- + by.
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Pour ¢ > 0, soit R; I’ensemble des racines v € R telles que a(y) > i. Chaque R; est
un ensemble clos de racines vérifiant R; N (—R;) = &. Considérons (Exp. XXII, 5.6.5)
le S-groupe

U; =Ug, = [] Uy.

C’est un sous-schéma en groupes fermé de G, lisse sur S, a fibres connexes.

Soient «, B € R, considérons la relation de commutation de Exp. XXII, 5.5.2

Pa(@)ps)pa(=2) =ps(W) I Protms(Crmasay™),
n,meN*

ou chaque p, est un isomorphisme de groupes vectoriels G, g - U,,. Remarquons
d’abord que si a(a) > i et a(f8) > j, on a

alna+mp) =nala) +ma(f) 2niE+1)+m(G+1)>i+j+1

lorsque n et m sont > 0. Il s’ensuit que le commutateur d’une section de U, et d’une
section de Ug est une section de U, ;41 (sur un 8" — S variable), ce qui entraine bien
(Ui, Uj) C Ujgjpr. Pour chaque @ > 0, le quotient U; /U,y est donc commutatif, il
s’'identifie naturellement a

Ui/Uin~ ] Uy =W(&),
a(y)=i+1
ou &; est la somme directe des g7 pour a(y) =i+ 1.

Revenons & la formule de commutation ci-dessus, et supposons a(«) > 0, a(8) > i.
Sin,m e N

— ou bien a(na +mfB) >i+1

— ou bien a(na + m@) =i+ 1, auquel cas on a nécessairement m = 1.
Cela prouve d’abord que int(p, (z)) respecte U; (donc aussi U;41), puis que dans l’ex-
pression de int(pq(z))ps(y) n’interviennent modulo U, 41 que des termes de la forme
Pra+8(Cn.1,a,8™y) qui sont donc linéaires en y. Il s’ensuit que les automorphismes
intérieurs définis par des sections de U, opérent linéairement dans le quotient U; /U, 41
identifié & W(&;). Comme c’est également trivialement vrai pour les automorphismes
intérieurs définis par des sections de T, et que P est engendré par T et les Uy, a(a) > 0,
on en déduit que :

(i) chaque U; est invariant dans P,

(ii) les automorphismes intérieurs définis par des sections de P opérent linéairement
dans Ui/Ui—H ~ W(&)

2.1.2. — Soit maintenant (T’,M’,R’; A’,...) un nouvel épinglage de G adapté a P.
En vertu de 1.15, il existe un automorphisme intérieur de G provenant de P transfor-
mant ’ancien épinglage en le nouveau. Quitte a étendre S, on peut supposer que cet
automorphisme intérieur est de la forme int(p), p € P(S). Sil’on reprend les construc-
tions précédentes & l'aide du nouvel épinglage, il est clair que les groupes U} et les
isomorphismes U;/Uj, ; ~ W(&}) obtenus se déduisent de U; et U; /U, 1 ~ W(&;) par
transport de structure a 1’aide de int(p). Il résulte des remarques (i) et (ii) ci-dessus
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que 'on aura donc U} = U;, et que les deux structures vectorielles construites sur
U; /Uiy = U;/Uj . coincident.

Cela nous montre que les groupes U; et les structures vectorielles sur les quotients
U;/U;4;1 sont indépendants de 1’épinglage considéré (et en particulier invariants par
tout automorphisme de P, comme on le voit aisément).

On a donc démontré la proposition lorsque le couple (G, P) est épinglable (la partie
(iii) est triviale, car d’apres Exp. XXI 3.1.2, ensemble {a(7) | v € R} est un intervalle
de Z, donc on ne peut avoir dim(U; s) = dim(U;11 ) que si U; s = e).

2.1.3. — Dans le cas général, il existe une famille couvrante pour la topologie (fpqc),
{S; — 8}, telle que chaque couple (Gs,,Ps;) soit épinglable (1.14). En vertu de
ce qui précede, on a des données de descente sur les rad“(Ps,);, compatibles avec
les structures vectorielles des quotients, et on conclut par descente des sous-schémas
fermés (resp. des modules localement libres). (7)

Corollaire 2.2. — Soient S un schéma affine, G un S-groupe réductif, P un sous-groupe
parabolique de G. On a
H'(S,rad"(P)) = 0,

i.e. tout fibré principal homogéne sous rad“(P) est trivial.

En effet, S se décompose en somme de sous-schémas sur chacun desquels rad”(P)
est de dimension relative constante. On peut donc par (iii) supposer qu'il existe un n
tel que U,, = e. Comme H*(S,U;/U; 1) = HY(S,W(&;)) = 0 par TDTE I, B, 1.1 (ou
SGA 1, XI 5.1), on conclut aussitot.

Corollaire 2.3. — Sous les conditions précédentes, P posseéde un sous-groupe de Levi
L. Si L est un sous-groupe de Levi de P, ’application canonique

H'(S,L) — H'(S,P)
est bijective (cf. Uintroduction de Exp. XXIV pour la définition de H'(S, )).

La premiere assertion résulte de 2.2 et 1.9. L’application canonique H'(S,L) —
H!(S,P) est surjective, car P est le produit semi-direct L - rad"(P). Pour prouver
qu’elle est injective, il suffit de voir que pour tout fibré principal homogene Q sous L,
on a H'(S,rad“(P)q) = 0, ot l'indice Q désigne I'opération de torsion par le L-fibré Q.
Ceci peut se prouver de deux manieres : on peut reprendre la démonstration de 2.2, en
utilisant le fait que les structures vectorielles sur les U; /U;;1 sont invariantes par L
on peut aussi remarquer que rad"(P)q s’identifie au radical unipotent du sous-groupe
parabolique Pg de Gq, et appliquer 2.2 a Pq.

Corollaire 2.4. — Soient S un schéma semi-local, G un S-groupe réductif, P un sous-
groupe parabolique de G. Il existe un tore maximal T de G contenu dans P.

En effet, vu 2.3, P possede un sous-groupe de Levi L, et il suffit de prouver que L
possede un tore maximal, ce qui résulte de Exp. XIV, 3.20.

(MN.D.E. : ¢f. SGA 1, VIII 1.3, 1.9 et 1.10.
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Corollaire 2.5. — Soient S un schéma affine, G un S-groupe réductif, P un sous-groupe
parabolique de G. Il existe un Os-module localement libre & tel que rad"(P) soit iso-
morphe comme S-schéma a W(&).

En effet, prouvons par récurrence sur i, que ’on a un isomorphisme de S-schémas
rad“(P)/U; 2~ W(E @ E @ -+ D E;—1).

C’est clair pour ¢ = 0. Supposons ¢ > 0, alors rad“(P)/U; est un fibré principal
homogene de base rad"(P)/U;_1, sous le groupe

(Ui—1/Us)raau ey u; 1 = W(Ei1 @ Oragu(py/u,_, )-
Or la base est affine (par exemple par ’hypotheése de récurrence), donc ce fibré est

trivial (TDTE I ou SGA 1 XI, loc. cit.), et il existe un isomorphisme de S-schémas
rad“(P)/U; ~ (rad"“(P)/U;_1) xs(U;-1/U;), ce qui achéve la démonstration.

Corollaire 2.6. — Soient S un schéma semi-local, {s;} l’ensemble de ses points fermés,
G un S-groupe réductif, P un sous-groupe parabolique de G. L’application canonique

rad“(P)(S) — Hrad"(P)(Specn(si))

est surjective.

En effet, si S = Spec(A), k(s;) = A/pi, et si & est donné par le module projectif
(donc plat) E, il nous faut prouver que application

E — H E®a A/p;
est surjective. Il suffit de le faire lorsque E = A, auquel cas c’est bien connu
(cf. Bourbaki, Alg. Comm. Chap. II, §1, n°2, proposition 5).

Corollaire 2.7. — Soient k un corps infini, G un k-groupe réductif, P un sous-groupe
parabolique de G ; alors rad"(P)(k) est dense dans rad"(P).

Corollaire 2.8. — Soient S un schéma semi-local, {s;} l’ensemble de ses points fermés,
G un S-groupe réductif, P un sous-groupe parabolique de G, et L; un sous-groupe de
Levi de Py, pour chagque i. Il existe un sous-groupe de Levi L de P induisant L; pour
chaque 1.

Soit en effet Ly un sous-groupe de Levi de P (2.3). Soit, pour chaque i, u; €
rad"(P)(Spec(k(s;))) tel que int(u;)Lo s, = L; (1.8) ; si u € rad"(P)(S) induit u; pour
chaque ¢ (2.6), alors L = int(u)Lg répond & la question.

Corollaire 2.9. — Dans la situation de 2.1, soit de plus H un sous-schéma en groupes
de G, lisse et de présentation finie sur S, a fibres connezes, tel que P N H contienne
localement pour la topologie (fpqc) un tore mazimal de G. Alors pour chaque i > 0,
il existe un sous-module localement facteur direct F; de &; tel que l’isomorphisme
U; /Uiy — W(&;) induise un isomorphisme de groupes

(U; NnH)/(Uip1 NH) = W(.F).
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En effet, H est un sous-groupe de type (R) de G (Exp. XXII, 5.2.1). D’autre part,
lassertion & démontrer est locale pour la topologie (fpqc), et on peut supposer G
déployé relativement & un tore maximal de P N H; on peut méme se ramener dans
la situation de 2.1.1, H étant défini par une partie R’ de R. Reprenant les notations
de loc. cit., on voit par Exp. XXII, 5.6.7 (ii) que U; N H = [],cg. g Ua, donc que
(U; NH)/(Ui41 NH) s'identifie & [],cr/ 4(a)=i+1 Ua, ce qui entraine le résultat.

Corollaire 2.10. — Dans la situation de 2.9, les conclusions de 2.2, 2.5, 2.6, 2.7 sont
également valables en remplagant rad"(P) par rad®(P) N H.

Corollaire 2.11. — ® Soient G un S-groupe réductif, P un sous-groupe parabolique,
H un sous-groupe de type (RC) de P tel que rad"(H) = rad“(P)NH. Alors les énoncés
2.2 a 2.8 sont également valables en remplacant P par H.

3. Schéma des sous-groupes paraboliques d’un groupe réductif

3.1. Soit E un S-schéma constant tordu fini (Exp. X, 5.1). Considérons le S-foncteur
Of(E), ot Of(E)(S’) est 'ensemble des sous-schémas ouverts et fermés de Eg: (ou, ce
qui revient au méme, ’ensemble des parties ouvertes et fermées de Eg) ; alors Of(E)
est représentable par un S-schéma constant tordu fini. En effet, si E = Ag, ol A est
un ensemble fini, on a aussitot Of(E) ~ F(A)s (o L(A) désigne 'ensemble des
parties de A), et on conclut par descente des sous-schémas ouverts et fermés. On a
évidemment :
Of(Eg ) = Of(E)g/, Of(E >§ E’) = Of(E) >S< Of(E').

3.2. Soient S un schéma, G un S-groupe réductif. Le foncteur Par(G) des sous-
groupes paraboliques de G est défini par

Par(G)(S’) = ensemble des sous-groupes paraboliques de Ggr.

En particulier G € Par(G)(S), Bor(G) C Par(G). Nous nous proposons de définir
un morphisme
¢ : Par(G) — Of(Dyn(G))
possédant les propriétés suivantes :

(i) t est fonctoriel en G (par rapport aux isomorphismes) et commute & ’extension
de la base.

(ii) Si (T,M,R, A,...) est un épinglage de G adapté au sous-groupe parabolique
P (1.11), I'isomorphisme canonique Dyn(G) ~ Ag (Exp. XXIV, 3.4 (iii)) transforme

t(P) en A(P)g (notations de 1.11, 1.12).

Soit d’abord P un sous-groupe parabolique de G et (T,M,R, A,...) un épinglage
de G adapté & P. On définit t(P) par (ii); le sous-schéma t(P) de Dyn(G) ainsi
construit est indépendant de 1’épinglage choisi. En effet, si (T/,M’, R/, A’,...) est un
autre épinglage de G adapté a P, 'unique automorphisme intérieur de G transformant

(®N.D.E.:Ona ajouté le corollaire 2.11, qui sera utilisé en 4.5.1 et 6.17.
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le premier épinglage en le second provient de P (1.15); l'isomorphisme canonique
A 5 A’ transforme donc A(P) en A’(P), ce qui entraine le résultat annoncé.

Si maintenant on ne suppose plus nécessairement (G, P) épinglable, il résulte aus-
sitot de 1.14 et de la définition de Dyn(G) (Exp. XXIV, 3.3) que l'on peut définir par
descente un sous-schéma ouvert et fermé t(P) de Dyn(G), unique, tel que pour tout
S" — S tel que (G, P)g soit épinglable, on ait t(P)s = t(Ps).

Théoreme 3.3. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif,
t : Par(G) — Of(Dyn(G))
le morphisme défini ci-dessus.
(i) Pour que deux sous-groupes paraboliques P et P’ de G soient conjugués locale-
ment pour la topologie (fpqc) (cf. 1.3), il faut et il suffit que t(P) = t(P’).
(ii) Par(G) est représentable, et le morphisme t est lisse, projectif, & fibres géomé-
triques integres.

En vertu de 3.2 (i), et du fait que les automorphismes intérieurs de G operent
trivialement sur Dyn(G) (Exp. XXIV, 3.4 (iv)), on a bien t(P) = t(P’) lorsque P et
P’ sont conjugués. Réciproquement, soient P et P’ deux sous-groupes paraboliques de
G tels que t(P) = t(P’) ; prouvons que P et P’ sont conjugués dans G, localement pour
la topologie (fpqc) ; on peut d’abord supposer les couples (G, P) et (G, P’) épinglables
(1.14) ; par conjugaison des épinglages dans G (Exp. XXIV, 1.5), on peut supposer
qu’il existe un épinglage (T,M,R,A) de G adapté & P et P’. Alors t(P) = t(P’/)
implique A(P) = A(P’), donc P = P’ (cf. 1.4 (v)). On a donc prouvé (i). Pour
démontrer (ii), reprenons les notations de Exp. XXII, 5.11.5. ()

On a un morphisme canonique Par(G) — J., et il est clair (par exemple par
réduction au cas épinglé) qu'il se place dans un carré cartésien (ot les fleches verticales
sont des monomorphismes)

Par(G) —— Of(Dyn(G))

| [

A et cl..

Or (loc. cit.) . est représentable et le morphisme ¢/ est lisse, quasi-projectif, de
présentation finie, & fibres géométriques integres, donc il en est de méme de t.

Il reste a prouver que t est propre ; mais c’est maintenant une assertion locale pour
la topologie (fpqc), et on peut se ramener au cas épinglé G = (G, T,M,R, A,...).
On a alors Dyn(G) ~ Ag, et il suffit de prouver que pour toute partie A; de A, le

S-schéma t = ((A1)s) est propre sur S. Or si Py est le sous-groupe parabolique de G
contenant T tel que A(Py) = Ay, il résulte de (i) que le morphisme G — Par(G)

(9N.D.E. : On rappelle (cf. loc. cit.) que #. = #.(G) désigne le foncteur des sous-groupes de G
de type (RC), Cl. = CL.(G) le foncteur des « classes de conjugaison » de tels sous-groupes, et que
cl . A — Cl. est la projection canonique.
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défini ensemblistement par g — int(¢g)P; induit un isomorphisme de G/Norm (P;)
sur t1((A1)g). Or, d’apres 1.2, G/ Normg, (P1) = G/P; est projectif sur S.

Définition 3.4. — Of(Dyn(G)) est appelé le schéma des types de paraboliques de G
t(P) est appelé le type de P.

Corollaire 3.5. — Le S-foncteur Par(G) est représentable par un S-schéma lisse et
projectif sur S. La décomposition

Par(G) — Of(Dyn(G)) — S
est la factorisation de Stein (EGA 111, 4.3.3) du morphisme structural Par(G) — S.

Corollaire 3.6. — Pour chaque t € Of(Dyn(G))(S), le S-schéma
Pary(G) =t~ (1)

des sous-groupes paraboliques de G de type t est lisse et projectif sur S, homogéne
sous G. Si P est un sous-groupe parabolique de G, on a un isomorphisme canonique

G/P — Paryp)(G). On a Parg(G) = Bor(G), Parpy, () (G) — 8.

Remarque 3.7. — Le S-schéma Of (Dyn(G)) est muni d’une structure d’ordre naturelle
(relation de domination, ici d’inclusion ensembliste, entre sous-schémas). Cette struc-
ture d’ordre est réticulée, en particulier la borne inférieure de deux sous-schémas ou-
verts et fermés de Dyn(G)gs est évidemment leur intersection. Remarquons d’ailleurs
que si B est un sous-groupe de Borel de G, on peut définir le foncteur X des sous-
groupes paraboliques de G contenant B. Le morphisme X — Of(Dyn(G)) induit par t
est un isomorphisme (pour la structure de « schéma ordonné » ), en vertu de Dassertion
PCcQ=1tP)Ct(Q)etde:

Lemme 3.8. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, P un sous-groupe para-
boliqgue de G, t' une section de Of(Dyn(G)) sur S, telle que t(P) C t'. Il existe un
unique sous-groupe parabolique P’ de G, contenant P, et tel que t(P') =1¢'.

Quitte a étendre la base, on peut supposer que P contient un sous-groupe de Borel
B de G. L’unicité de P’ résulte alors de 1.17. Pour démontrer 1’existence, on peut se
placer dans le cas déployé, auquel cas ’assertion est évidente, cf. n°1.

Remarques 3.8.1. — (i) L’assertion analogue & 3.8 obtenue en renversant les inclusions
est évidemment fausse. Elle entrailnerait par exemple que tout groupe de type A;
possede un sous-groupe de Borel, ce qui n’est pas, cf. Exp. XX, n°5.

(ii) II résulte aussitot de ce qui précede que t(P) C t(Q) signifie que localement
pour (fpqc) ou (ét), P est conjugué & un sous-groupe de Q (il suffit d’ailleurs de
vérifier Passertion sur les fibres géométriques). De plus, on verra au n°5 que 'on peut
remplacer la topologie étale par la topologie de Zariski.
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3.9. Les discussions précédentes peuvent se reprendre dans le cas des sous-groupes
critiques. Rappelons (Exp. XXII, 5.10.4 et 5.10.5) qu'un sous-groupe réductif H
du groupe réductif G est critigue si H = Centrq(rad(H)), qu'un sous-tore Q de
G est un tore C-critiqgue si Q = rad(Centrs(Q)) et que sous-groupes critiques
et tores C-critiques (19 sont en correspondance biunivoque (par H — rad(H) et

Q — Centr,(Q)).

Si (G, T,M,R) est un S-groupe déployé, le sous-groupe de G contenant T corres-
pondant & la partie R’ de R (Exp. XXII, 5.4.2) est critique si et seulement si R’ est
« vectorielle » (c’est-a-dire intersection de R avec un sous-espace vectoriel de M ® Q),
cf. Exp. XXII, 5.10.6.

Si G est un S-groupe réductif quelconque, on définira comme dans Exp. XXII,
5.11.5, un S-schéma étale fini Cl..¢, qui dans le cas déployé sera le schéma constant
associé a I’ensemble des parties vectorielles de R modulo I'action du groupe de Weyl. Si
Crit(G) désigne le « foncteur des sous-groupes critiques » de G, on aura un morphisme
(11)

. . cl . . ;-
canonique Crit(G) — Clyit, qui se placera dans un diagramme cartésien

Crit(G) —S > Clo

1 |

A, et ce, .

Proposition 3.10. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, Crit(G) le foncteur
de ses sous-groupes critiques, Cleyy et ¢l : Crit(G) — Cleiy le S-schéma étale fini et
le morphisme définis ci-dessus.

(i) Pour que les sous-groupes critiques H et H' de G soient conjugués (localement
pour la topologie (fpqc), il faut et il suffit que c£(H) = c£(H').

(ii) Crit(G) est représentable et le morphisme cl est lisse, affine, & fibres géomé-
triques integres.

Cela se démontre comme 3.3 excepté l'assertion « ¢/ est affine ». Il suffit de prouver
que Crit(G) est affine sur S. Or Crit(G) s’identifie naturellement au S-foncteur des
tores critiques de G, et on a donc un monomorphisme canonique

Grit(G) — M

ol M est le schéma des sous-groupes de type multiplicatif de G (Exp. XI, 4.1). Pour
prouver que Crit(G) est affine sur S, il suffit, en vertu de Exp. XII 5.3 de montrer que
ce morphisme est une immersion ouverte et fermée, ou encore en faisant le changement
de base M — S, de prouver ’assertion suivante : si Q est un sous-groupe de type
multiplicatif du groupe réductif G, les S’ — S tels que Qg soit un tore critique de
Gg/ sont ceux qui se factorisent par un certain sous-schéma ouvert et fermé de S. Or
dire que Q est un tore critique, c’est dire :

(10N.D.E. : On a remplacé ici « tore critique » par « tore C-critique », cf. loc. cit. Dans la suite, on
écrira simplement « tore critique » au lieu de « tore C-critique ».
(IDN.D.E. : cf. 3.3, N.D.E. (9) pour les notations . et Cle.
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(1) que Q est un tore,

(2) Q étant un tore, que rad(Centr(Q)), qui est aussi un tore, est de méme di-
mension relative que Q.

Or ces deux conditions sont bien du type envisagé.

Corollaire 3.11. — Le S-foncteur Crit(G) est représentable par un S-schéma lisse et 449
affine sur S.

Corollaire 3.12. — Soit H un sous-groupe critique du S-groupe réductif G. Alors
G/ Normg (H) et G/H sont représentables par des S-schémas affines et lisses sur S.

La premiere assertion résulte de 3.11, la seconde de la premiere et de Exp. XXII,
5.10.2.

Corollaire 3.13. — Soit Q un sous-tore du S-groupe réductif G. Alors G/ Centr(Q)
est représentable par un S-schéma lisse et affine sur S. Il en est de méme de
G/ Norm (Q) si Q est un sous-tore critique de G.

En effet, H = Centr(Q) est critique (Exp. XXII, 5.10.5), et on a Normq(H) =
Norm (Q) si Q est critique (loc. cit. 5.10.8).

3.14. En vertu de la conjugaison des sous-groupes de Levi des sous-groupes parabo-
liques de G, il existe un morphisme unique

u: Of(Dyn(G)) — Cleyit

tel que pour tout sous-groupe parabolique P de G, et tout sous-groupe de Levi L. de
P, on ait ¢/(L) = u(t(P)), et que ceci soit vrai apres tout changement de base.

3.15. Soient S un schéma, G un S-groupe réductif. Considérons les S-foncteurs : (12)

PL(S") = {couples P D L, P parabolique de Gg/, L sous-groupe de Levi de P};
PT(S") = {couples P D T, P parabolique de Gg/, T tore maximal de P};
CI(S) =

PLT(S') = {triplets P DL D> T, (P,T) € PT(S'), L sous-groupe de Levi de P}

S
S
S {couples C D T, C sous-groupe critique de Gg/, T tore maximal de C};
S

On a des morphismes évidents entre ces foncteurs et les foncteurs Par(G), Crit(G), 450
Tor(G) déja introduits, et on a un diagramme commutatif en forme de cube tronqué
(voir la figure suivante) :

(I12)N.D.E. : On a changé LT en CT.
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T g (ét.) PLT
a b
(aff.) k (6t.) (aff.)
ét.
CI‘lt(G) fe) PL | e (isom.)
cl (aff)
R (ét.)
Tor(G) PT
d | (aff.)
r (aff.)
c (aff.)
p (ét.)
t (proj.
Of (Dyn(G)) P par(G)

Figure 3.15.1

Théoréme 3.16. — (cf. figure 3.15.1).

(i) Tous les morphismes du diagramme sont lisses, surjectifs, et de présentation
finie.

(ii) Tous les morphismes du diagramme, & l'exception de t, sont affines; le mor-
phisme t est projectif.

(iii) Tous les morphismes du diagramme sont soit étales finis, soit a fibres géomé-
triques intégres : les morphismes f, g, h, k, p, q et u sont étales finis, les morphismes
a, b, c, d, r et cf sont a fibres géométriques intégres, le morphisme e est un isomor-
phisme.

(iv) Le carré (a,b, f,g) est cartésien.

Démonstration. 11 est d’abord clair que e est un isomorphisme, par 1.6 (ii). D’autre
part, (iv) est évident.

Le morphisme a est lisse, affine, a fibres géométriques intégres : en effet, par chan-
gement de base Crit(G) — S, il suffit de vérifier que le morphisme Tor(Ly) — S, ot Lg
est le sous-groupe critique universel, posséde ces propriétés; or Ly est réductif (par
définition), et on est ramené & Exp. XXII, 5.8.3. Le morphisme b possede donc les
mémes propriétés, en vertu de (iv).

Le morphisme d est également lisse, affine, a fibres géométriques intégres, en vertu
de 1.9; il en est donc de méme de ¢ = dbe~!. Le morphisme r posséde ces mémes
propriétés (Exp. XXII, 5.8.3), de méme que le morphisme ¢f (3.10).
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D’autre part, on a déja prouvé que les morphismes p et ¢ sont étales finis surjectifs
(3.1 et 3.9). Si nous prouvons que f et k sont étales finis surjectifs, les mémes propriétés
seront vraies pour g (par (iv)) et pour h (car h = kge™!); comme les propriétés
énoncées de t ont été démontrées en 3.3 (ii), il ne nous reste donc plus qu’a prouver
que f (resp. k) est étale fini surjectif; faisons la démonstration pour k, celle pour f
étant analogue.

Il nous suffit de prouver que si T est un tore maximal de G, le foncteur C des sous-
groupes critiques de G contenant T est représentable par un S-schéma étale fini a
fibres non vides ; on peut supposer G déployé par rapport a T ; soit alors E I’ensemble
des parties vectorielles de R (systéme de racines du déploiement) ; C est représentable
par Eg (3.9), ce qui achéve la démonstration.

Corollaire 3.17. — Tous les foncteurs du diagramme précédent sont représentables par
des S-schémas lisses sur S, et ils sont tous affines sur S, a l’exception de Par(G).

Remarque 3.18. — (i) Le fait que le morphisme f : PL — Crit(G) soit étale surjectif
entraine qu’'un sous-groupe de G est critique si et seulement si il est, localement pour
la topologie étale, sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique de G.

En revanche, il ne faut pas croire qu’en général application f(S) : PL(S) —
Crit(G)(S) soit surjective : il peut trés bien arriver qu’un sous-groupe critique C de
G ne provienne pas sur S d’un sous-groupe parabolique de G ; par exemple, un tore
maximal n’est pas toujours contenu dans un groupe de Borel (exemple : une forme
non déployée de SLo, cf. Exp. XX, n°5).

(ii) De méme, il peut arriver que le morphisme u : Of(Dyn(G)) — Cleyit, ne soit pas
un isomorphisme : deux sous-groupes paraboliques de types distincts peuvent avoir
des sous-groupes de Levi de méme type; exemple : dans un groupe de type As, il
y a deux types de sous-groupes paraboliques dont les sous-groupes de Levi sont de
rang semi-simple 1 (correspondant aux deux sommets du diagramme), alors qu’il n’y
a qu'un seul type de sous-groupes critiques de rang 1.

L’exemple analogue avec un groupe de type Az montre que, méme sur un corps
algébriquement clos, des sous-groupes paraboliques non isomorphes peuvent avoir des
sous-groupes de Levi de méme type. (13)

Terminons ce numéro par une application a la théorie des fibrés principaux.

Lemme 3.20. — (%) Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, F un fibré principal
homogéne sous G, G la forme tordue de G correspondante. Identifions Dyn(G) et

- k ok ok ok * ok ok ok
(I13)N.D.E. : i.e. les sous-groupes paraboliques P = {(3 o :)} et P/ = {(8 e :)} de GL4 ne
000 = 000 *
L

294 348
o 0) } sont conjugués par 1’élément (1 00 0).

00 * 0001

On a conservé la numérotation de l'original : il n’y a pas de n°3.19.
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Dyn(GY) (Exp. XXIV, 3.5). Soit P un sous-groupe parabolique de G. On a un iso-
‘morphisme canonique

F/P = Par,p)(G").
En particulier, pour que le groupe structural de F puisse se réduire a P, il faut et il
suffit que G¥ posséde un sous-groupe parabolique de type t(P).

Le démonstration se fait exactement comme en Exp. XXIV, 4.2.1.

3.21. Si S est un schéma, G un S-groupe réductif, et si t € Of(Dyn(G))(S), on note
H} (S, G) la partie de H(S, G) formée des classes de fibrés principaux F sous G tels
que le groupe associé¢ GF posséde un sous-groupe parabolique de type t. Si G possede
lui-méme un sous-groupe parabolique P de type t, H} (S, G) n’est autre que 'image
de HY(S,P) dans H!(S, G), image qui ne dépend donc pas du P choisi.

4. Position relative de deux sous-groupes paraboliques

4.1. Un résultat préliminaire

Lemme 4.1.1. — Soient k un corps, G un k-groupe réductif, P et P’ deux sous-groupes
paraboliques de G.

(i) Alors PNP’ est lisse, de méme rang réductif que G et contient un tore mazimal
T de G.

(ii) L’ensemble R’ des racines de P NP’ par rapport ¢ T est un sous-ensemble clos
de Uensemble R des racines de G par rapport o T. (15)

Supposons d’abord k algébriqguement clos. Soit B (resp. B’) un sous-groupe de Borel
de P (resp. P’). On sait qu’il existe g € G(k) tel que int(g)B = B’. D’autre part, si
Ty est un tore maximal de B et si on pose N = Norm (Ty), on sait (théoreme de
Bruhat, Bible, §13.4, cor. 1 au th.3) que G(k) = B(k)N(k)B(k). On voit donc qu’il
existe b,b; € B(k) et n € N(k) tels que g = bnb;, donc int(b) int(n)B = B’. On a alors

PNP > BNB =int(b)(BNint(n)B') D int(b)Ty.

Supposons maintenant k quelconque. Appliquant le résultat précédent, on voit que
Pz N PIE contient un tore maximal de Gg; par Exp. XXII, 5.4.5, on en déduit que
(P NP’); est lisse «le long de la section unité », donc lisse puisque 'on est sur un
corps (Exp. VI, 1.3.1) donc que P NP’ est lisse. Par Exp. VI, 2.3.1, la composante
neutre (P NP’)? de P NP’ est donc un sous-groupe ouvert de P NP’ lisse sur S. On
peut alors lui appliquer Exp. XTIV, 1.1, d’ou (i).

Enfin, ’ensemble Rp (resp. Rp/) des racines de P (resp. P’) par rapport & T est
clos et 'on a R" = Rp N Rp/, d’out (ii).

Remarque 4.1.2. — On peut prouver ([BT65], 4.5) que P NP’ est connexe ; (*6) ceci
sera utilisé en 4.5.1.

(15)N.D.E. : On a ajouté le point (ii), qui sera utile en 4.5.1.
(16)N.D.E. : Compte-tenu des détails ajoutés en 4.5.1, on a modifié ici 'original (qui indiquait « nous
n’utiliserons pas ce fait » ).
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Remarque 4.1.3. — Le lemme précédent n’est pas vrai sur un schéma quelconque. En
effet, soit par exemple G un groupe réductif sur un corps k algébriquement clos, et
soit B un groupe de Borel de G. Prenons G = X comme base et considérons les sous-
groupes de Borel By et By de Gx, ot By = Bx et Bo = int(go)B1, go étant la section
canonique (diagonale) de Gx. Pour chaque g € X(k), la fibre de B; N Bg en g n’est
autre que B Nint(g)B. Si on suppose B # G, la dimension de cette fibre varie avec g,
donc B1 N By ne peut étre lisse sur X.

4.2. Position transversale

Théoreme 4.2.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, P et Q deuz sous-
groupes paraboliques de G. Les conditions suivantes sur le couple (P, Q) sont équiva-
lentes :
(i) Lie(P/S) + ZLie(Q/S) = Zie(G/S).
ii) Le morphisme canonique P xg Q — G est lisse.
!/

it’) Le morphisme canonique P — G/Q est lisse.

(

(i

(iii) Le morphisme canonique P xs Q — G est ouvert.

(iii") Le morphisme canonique P — G/Q est ouvert.

(iv) Le morphisme canonique P xg Q — G est dominant fibre par fibre.
(iv') Le morphisme canonique P — G/Q est dominant fibre par fibre.

(

v) Pour tout s € S, « Pz N Q3 est de dimension minimum », i.e. on a

(vi) Il existe une famille couvrante pour la topologie étale {S; — S}, et pour chaque
i un sous-groupe de Borel B; de Pg, et un sous-groupe de Borel B de Qs,, tels que
B; N B. soit un tore mazimal de Gs, .

(vil) Il existe une famille couvrante pour la topologie étale {S; — S}, et pour chaque
i un déploiement (T;, ..., R;) de Gg, et un systéme de racines positives Rj de R;, tels
que Pg, (resp. Qs,) soit le sous-groupe de type (R) de Gs, contenant T; et défini par
une partie RZ(»I) (resp. R§2)) de R contenant R (resp. —R]") (voir Exp. XXII, 5.4.2

et 5.2.1 pour les définitions).

Démonstration. Nous allons démontrer le théoréme suivant le diagramme logique
() (vi) (v

ﬂ

(it") (iii") (iv") (v)

(i) (iii) (iv)

On a trivialement (ii) = (iil) et (ii’) = (iii’). Si (iii) est vérifié, I'image ensembliste
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du morphisme P xg Q = G est un ouvert de G qui contient la section unité; comme
les fibres de G sont connexes, cette image est dense sur chaque fibre, ce qui prouve
(iv). On a de méme (iii") = (iv’).

On a (ii’) = (ii), en vertu du diagramme cartésien

PxsQ——G

"

P——G/Q,

D’autre part (iv) ou (iv’) entraine (v), en vertu de la théorie de la dimension
(cf. EGA IV, 5.6.6). On notera que 'on peut en effet supposer S = Spec(k), k corps
algébriquement clos, et que toute fibre non vide du morphisme (iv), resp. (iv’), en un
point de G(k), resp. de (G/Q)(k), est isomorphe & PN Q (comme le montre un calcul
immédiat).

On a (vi) = (vii), par Exp. XXII, 5.5.1 (iv) et 5.9.2.

On a (vii) = (i), car pour vérifier que Zie(P)+.Lie(Q) = Zie(G), on peut raisonner
localement pour (fpqc), donc si (vii) est vérifié on peut supposer G déployé, P O Br_,
et Q D B_gr, (notations habituelles), auquel cas on a déja

Zie(Br, ) + ZLie(B_gr,) = ZLie(G).

Prouvons que (i) implique (ii').

Soit u : P — G/Q le morphisme canonique ; pour prouver que u est lisse, on peut se
contenter de le faire pour les fibres géométriques de u, car P et G/Q sont lisses sur S,
et on peut donc supposer que S est le spectre d’'un corps algébriquement clos. Comme
le morphisme u est compatible avec I'action évidente de P (on a u(pp’) = pu(p')) et
comme P est connexe, il suffit (Exp. VI, 1.3.1) de vérifier que u est lisse en e € G(k),
i.e. (SGA 1, IT 4.7) que Dapplication tangente & u en e est surjective; mais celle-ci
s’identifie naturellement & l’application canonique Zie(P) — Zie(G)/ Zie(Q), qui
est surjective si (i) est vérifié.

Il ne nous reste plus donc qu’a vérifier la derniére assertion, c’est-a-dire (v) = (vi).
Supposons d’abord que S soit le spectre d’un corps algébriquement clos. Par 4.1.1, il
existe un tore maximal T contenu dans P et Q ; soit R (resp. Ry, resp. Rz) 'ensemble
des racines de G (resp. P, resp. Q) relativement & T.

On a:

dim(G) = dim(T) + Card(R), dim(P) = dim(T) + Card(Ry),
dim(Q) = dim(T) + Card(Ra2), dim(P N Q) = dim(T) + Card(R; N Ry),
par Exp. XXII, 5.4.4 et 5.4.5 par exemple. La condition de (v) est donc équivalente a
Card(R; NRy) = Card(Ry) + Card(Ry) — Card(R).

c’est-a-dire R; U Ry = R. Pour démontrer (vi), il suffit, en vertu de Exp. XXII, 5.9.2
et 5.4.5, de prouver que R; N —Ry contient un systeme de racines positives de R. On
est donc ramené a prouver :
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Lemme 4.2.2. — Soit R un « systéeme de racines » (par exemple l’ensemble des racines
d’une donnée radicielle au sens de l'exposé XXI). Soient Ry et Ro deux parties closes
de R contenant chacune un systeme de racines positives. St Ry U Ro = R, alors
R1 N —Rg contient un systéme de racines positives.

En effet, comme R; N —Rs = Rj3 est évidemment clos, et en vertu de Exp. XXI,
3.3.6, il suffit de montrer que R3U—R3 = R. Or on sait que RijU—R; = R = RyU—Ry,
et on conclut grace au fait élémentaire suivant : si A, A’, B, B/ sont quatre parties d’un
ensemble E, et si AUA’ =BUB'=AUB=A"UB'=E,ona (ANB)U(A'NB) =E.

Ceci acheve la démonstration de (v) = (vi) dans le cas ol la base est le spectre
d’un corps algébriquement clos. Revenons maintenant au cas général et supposons (v)
vérifié. Soit s € S; en vertu de ce qui précede, on peut trouver un sous-groupe de
Borel B (resp. B’) de Ps (resp. Qs) tel que BN B’ soit un tore maximal de Gs.

Comme le S-schéma Bor(P) ~ Bor(P/rad“(P)) des sous-groupes de Borel de P
est lisse, on peut, appliquant le « lemme de Hensel » (cf. Exp. XI 1.10) et raisonnant
localement pour la topologie étale (i.e. remplagant S par un S’ — S étale et couvrant
s, et s par un point de sa fibre dans S’) supposer qu’il existe un sous-groupe de Borel
B de P se projetant sur B; on peut de méme supposer qu’il existe un sous-groupe
de Borel B’ de Q se projetant sur B’. Comme B N B’ est un tore maximal de G, il
existe un ouvert U de S contenant s et tel que By N By, soit un tore maximal de Gy
(Exp. XXII, 5.9.4), ce qui démontre (vi). C.Q.F.D.

Définition 4.2.3. — Un couple (P,Q) vérifiant les conditions équivalentes (i) a (vii)
du théoreme 4.2.1 est dit en position transversale. On dit aussi que P est en position
transversale relativement a Q, ou, par abus de langage, que P et Q sont en position
transversale (mutuelle).

Vu (vi), cette définition coincide dans le cas des sous-groupes de Borel avec celle
de Exp. XXII, 5.9.1.

Corollaire 4.2.4. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, P et Q deuzr sous-
groupes paraboliques de G.

(i) Pour que (P, Q) soit en position transversale, il faut et il suffit que pour chaque
point s de S, le couple (Ps, Qz) soit en position transversale; si S — S est un mor-
phisme surjectif, et si (Pg/, Qs:) est en position transversale, alors (P, Q) est en posi-
tion transversale.

(ii) Il existe un sous-schéma ouvert U de S vérifiant la propriété suivante : pour
qu’un morphisme S’ — S se factorise par U, il faut et il suffit que (Ps,Qg/) soit en
position transversale.

(iii) Considérons les sous-foncteurs
Gen(G) C Par(G) X

Gen(/Q) C Par(G)
Gen(P/Q) € G

ar(G)
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définis comme suit : pour S' — S, Gen(G)(S') est l'ensemble des couples de sous-
groupes paraboliques de Gg/ en position transversale, Gen(/Q)(S') est l’ensemble
des sous-groupes paraboliques de Gg' en position transversale relativement a Qs
Gen(P/Q)(S') est Uensemble des g € G(S') tels que int(g)Pgs soit en position trans-
versale relativement a Qg .

Chacun de ces foncteurs est représentable par un sous-schéma ouvert universelle-
ment schématiquement dense sur S (A7) (¢f. Exp. XVIII §1) du S-schéma correspon-
dant Par(G) xg Par(Q), resp. Par(G), resp. G.

Les assertions (i) résultent aussitot de la description 4.2.1 (i) du terme « position
transversale ». Pour démontrer (ii), on prend U = S — Supp(Cokeru) ou u est le
morphisme canonique .Zie(P) @ Zie(G) — Zie(G).

Comme on a des diagrammes cartésiens

G ———Pur(G)  Par(G) — > Par(G) xs Par(C)
Gen(P/Q) — Gen(/Q) Gen(/Q) — Gen(G)

(ou f(g) =int(g)P et f'(R) = (R, Q)), il suffit de vérifier (iii) dans le cas de Gen(G).
Soit alors Py le sous-groupe parabolique canonique de Gpa,(q) ; posons

X = Par(QG) g@(G), P = pri(Py), Q = pr3(Po);

appliquant aux sous-groupes paraboliques P et Q de Gx lassertion (ii), on construit
un sous-schéma ouvert U de X, qui comme on le vérifie aussitot s’identifie bien a
Gen(G). Il reste & vérifier 'assertion de densité, ce qui peut se faire sur les fibres
géométriques (*®) ; on peut donc supposer S = Spec(k), k corps algébriquement clos ;
comme Par(G) est lisse, il suffit de vérifier que Gen(G) coupe chaque composante
irréductible de Par(G) xgPar(G) ; autrement dit, par 3.3, il suffit de voir que si ¢,
t" € Of(Dyn(G))(S), il existe un couple (P, P’) en position transversale, avec t(P) = ¢,
t(P’) = t'. Or cela est immédiat : on choisit un couple (B, B’) de sous-groupes de Borel
de G tel que BN B’ soit un tore maximal (on déploie G et on applique Exp. XXII,
5.9.2) puis on applique 3.8 pour construire P D Bet P’ D B’ avec t(P) = ¢, t(P') =¢;
P et P’ sont des types voulus et sont en position transversale par 4.2.1 (vi).

Corollaire 4.2.5. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, P et Q deuzr sous-
groupes paraboliques de G, le couple (P, Q) étant en position transversale.

(i) Soient P’ et Q' deux sous-groupes paraboliques de G, de méme type que P et Q
respectivement. Pour que le couple (P', Q') soit en position transversale, il faut et il
suffit qu’il soit conjugué au couple (P, Q), localement pour la topologie étale. (N. B.
On verra au §5 qu’on peut remplacer la topologie étale par la topologie de Zariski).

(IN.D.E.:Ona remplacé « relativement dense » par « universellement schématiquement dense sur
S », cf. EGA IV3, Déf. 11.10.8.
(I8)N.D.E. : cf. EGA V3, 11.10.10.
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(ii) Le morphisme canonique P xs Q — G induit un morphisme lisse et surjectif
P x5 Q — Gen(Q/P), et un isomorphisme

(P Q)/(PNQ) = Gen(Q/P)

(ou PN Q =R opére dans P x5 Q par (p,q)r = (pr,r"1q)).
(iii) Le morphisme canonique P — Pary ) (G) (défini ensemblistement par p —

int(p)Q) induit un morphisme lisse et surjectif P — Gen(/P)[|Paryq)(G), et un
isomorphisme

P/(P N Q) ~ Gen(/P) N Pary ) (G)-

(iv) Le morphisme canonique G — Paryp)(G) xs Paryq)(G) (défini ensemblis-
tement par g — (int(g)P,int(g)Q)) induit un morphisme lisse et surjectif G —
Gen(G) (N Paryp)(G) xs Paryq)(G) et un isomorphisme

G/(PNQ) = Gen(G) ) (Pary(p) (G) x Parg(q)(G)).

Démontrons (i). Il est clair que la condition est suffisante; prouvons qu’elle est
nécessaire. Soit donc (P’,Q’) en position transversale. Comme P et P’ sont conju-
gués localement pour la topologie étale, on peut supposer P = P’, et il nous suffit
de prouver que si Q et Q' sont deux sous-groupes paraboliques de G, en position
transversale relativement a P, et de méme type, alors ils sont conjugués, localement
pour la topologie étale, par une section de P. Utilisant 4.2.1 (vi), on peut supposer
qu’il existe des sous-groupes de Borel B, B’, By, B} de P, P, Q, Q' respectivement,
tels que BN By =T et B’ N B} = T’ soient des tores maximaux de G. Or les couples
de Killing (B, T) et (B, T") de P sont conjugués localement dans P pour la topologie
étale (1.16), et on peut supposer B = B, T = T’  auquel cas on a By = B par
Exp. XXII, 5.9.2, donc Q = Q' par 3.8.

Les assertions (ii), (iii) et (iv) se démontrent de fagon parallele. Démontrons par
exemple (ii); soit g € Gen(Q/P)(S), i.e. soit g € G(S) tel que int(g)Q soit en posi-
tion transversale relativement a P. En vertu de la démonstration qui précede, Q et
int(¢)Q sont conjugués localement pour la topologie étale, par une section de P. Rai-
sonnant localement pour cette topologie, on peut supposer qu’il existe p € P(S) tel
que int(g)Q = int(p)Q, donc p~1g € Normq(Q)(S) = Q(S) ; ce qui prouve I'existence
d'un ¢ € Q(S) tel que g = pg. On a donc prouvé que le morphisme envisagé dans
(ii) est couvrant pour la topologie étale. Comparant avec 4.2.1 (ii), on en déduit qu’il
est lisse et surjectif. D’autre part, un raisonnement immédiat montre que la relation
d’équivalence définie dans P xg Q par le morphisme P x5 Q — G est la relation d’équi-
valence associée & 1'action du groupe R = P N Q (opérant par (p,q)r = (pr,r"1q)), ce
qui démontre la derniére assertion de (ii) (car un morphisme lisse et surjectif est un
épimorphisme effectif, par exemple).

Remarque 4.2.6. — Si P et Q sont en position transversale, on notera souvent P - Q
Pouvert Gen(Q/P) de G, notation justifiée par 4.2.5 (ii).

Proposition 4.2.7. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, P et Q deuzx sous-
groupes paraboliques de G, le couple (P, Q) étant en position transversale.
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(i) Le groupe P N Q est lisse sur S (et en fait & fibres connexes par 4.1.2) ; intro-
duisons alors (P N Q)% (cf. Exp. VIg 3.10) ; c’est un sous-groupe de type (RC) de G
(Exp. XXII, 5.11.1), dont le radical unipotent (loc. cit. 5.11.4) se décompose en produit
direct

rad“((P N Q)% = (rad“(P) N Q) >S<(P Nrad”(Q)).

(ii) SiS est affine, H(S,rad"(PNQ)°%) = 0. Si S est semi-local, PN Q contient un
tore mazimal de G.

En effet, P N Q est lisse en vertu de 4.2.1 (ii) et du diagramme cartésien

PxsQ——G

]

PNQ——S.

Pour vérifier les assertions annoncées sur (PN Q)%, on peut raisonner localement pour
la topologie étale, donc en vertu de 4.2.1 (vii), supposer avoir choisi un déploiement
(G, T,M,R) de G, tel que P et Q contiennent T et soient définis respectivement par
des parties Ry et Ry de R, Ry contenant un systeme de racines positives R, et Ro
contenant le systeme opposé R_. Soit A I'ensemble des racines simples de R ; notons

A, =AN-Ry, As = ANRg, A=A NA,.
Par 1.4 (v) et 1.12, on a

R; =R; U (R_N-NA;), Ry = (Ry+ NNA;) UR_,
rad“(P) = H Uq s rad“(Q) = H Uy .
a€Ry, a€—Ry a€Ra, aZ—Ro

Par Exp. XXII, 5.6.7, on a donc

rad"(P)ﬁQZ H Ua = H Ua7

a€R1NR2, aZ—Ry1 acKy
rad*(Q) NP = 11 Us= [] Ua.
acR1NR2, aZ—Ro acKy

ou Ky est I'ensemble des racines positives, combinaisons linéaires des éléments de
As, mais non combinaisons linéaires des éléments de A, et K; I’ensemble des racines
négatives, combinaisons linéaires des éléments de A1, mais non combinaisons linéaires
des éléments de A. Il est clair que si a € Ky, 0 € Ky, a4+ § n’est jamais une racine,
ni nul, ce qui entraine que les deux groupes ci-dessus commutent.

D’autre part, on sait par Exp. XXII, 5.4.5, que H = (P N Q)° est défini par I'en-
semble de racines Ry N Ro, soit

RiNRy = (Ry NNA,) U (R_ N —NA,).
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Comme R; NRy est clos, H est de type (RC) par définition (Exp. XXII 5.11.1), et par
loc. cit. 5.11.3 et 5.11.4, on a

rad*(H) = [] Ua,
acK
ou K est I'ensemble des @ € Ry N Ry tels que @ € —(R; N Ry). Comme la partie
symétrique de R; N Ro est évidemment RN ZA, on voit aussitot que K = K; UKo, ce
qui termine la démonstration de (i).

La premiére assertion de (ii) résulte alors de (i) et de 2.10; démontrons la seconde.
Comme (PN Q)%/rad"((PNQ)°) est réductif, il possede un tore maximal T si la base
est semi-locale. L’'image réciproque de T dans (P N Q)% est un sous-groupe N de type
(R) de G a fibres résolubles, et on a N* = rad"((P N Q)%) (Exp. XXII, 5.6.9). Le
schéma des tores maximaux de N est un fibré principal homogene sous N* (loc. cit.
5.6.13), donc possede une section, car H! (S, N*) = 0.

4.3. Sous-groupes paraboliques opposés

4.3.1. — Si G est un S-groupe réductif, on a défini en Exp. XXIV, 3.16.6, un « au-
tomorphisme extérieur » canonique d’ordre < 2 19 de G, donc un automorphisme
canonique sg d’ordre < 2 de Dyn(G), donc également un automorphisme d’ordre < 2
de Of(Dyn(Q)), que nous noterons également sg ou simplement s. Deux types de sous-
groupes paraboliques t, t' € Of (Dyn(G))(S) seront dits opposés lorsque t = s ().

Théoréeme 4.3.2. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, P un sous-groupe
parabolique de G.

(a) Si L est un sous-groupe de Levi de P, il existe un unique sous-groupe parabolique
P’ de G tel que PNP’' = L.

(b) Pour tout sous-groupe parabolique Q de G, les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) Pour tout s €S, (PN Q)s)° (qui est lisse par 4.1.1) est réductif.

(il) PN Q est un sous-groupe de Levi de P et de Q.

(iii) P et Q sont de types opposés, et le couple (P, Q) est en position transversale
(cf. 4.2.3).

(iv) P et Q sont de types opposés et rad“(P) N Q = e.

(v) rad"(P)NnQ =rad“(Q) NP =¢e.

(vi) Le morphisme canonique rad"(P) xs Q — G est une immersion ouverte.

(vi") Le morphisme canonique rad“(P) — G/Q est une immersion ouverte.
(vii) Il existe une famille couvrante pour la topologie étale {S; — S}, et pour chaque

i un déploiement (T;,M;,R;) de Gg,, et une partie Rgl) de R; telle que Pg, (resp. Qs,)
(1)

soit le sous-groupe de type (R) de Gg, contenant T; et défini par R;”’ (resp. par

R = —RW).

(19N.D.E.:On a remplacé « d’ordre 2 » par « d’ordre < 2 » car sg peut étre trivial (par exemple si
G est de type A1,B,,Chp,...).
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Démonstration. Démontrons d’abord la seconde partie du théoréme ; on voit tout
d’abord que (iii) < (vii) en vertu de 4.2.1 (vii) et de la définition de sg dans le cas
déployé (Exp. XXII, 3.16.2 (iv)); on a évidemment (ii) = (i); on a (vi’) = (vi) par
changement de base G — G/Q.

Supposons maintenant (vii) vérifié, et prouvons toutes les autres conditions ; comme
elles sont locales pour la topologie étale, on peut supposer G = (G, T, M, R) déployé,
P défini par la partie R’ de R et QQ par la partie — R’. Si L est le sous-groupe de type
(R) de G contenant T défini par R’ N =R/, il est clair par Exp. XXII, 5.11.3 que L est
un sous-groupe de Levi commun & P et Q. Mais P = L - rad"(P), Q = L - rad“(Q),
et par Exp. XXII, 5.6.7, rad“(P) N Q = Q Nrad“(P) = e; donc PNQ = L, et
on a prouvé (ii) et (v). Comme P et Q sont en position transversale, le morphisme
canonique P — G/Q induit une immersion ouverte P/P N Q — G/Q (4.2.1) ; mais le
morphisme canonique rad"(P) — P/P N Q = P/L est un isomorphisme, ce qui fait
qu’on a prouvé (vi'). Compte tenu de ce qu'on a déja vu, toutes les assertions sont
donc des conséquences de (vii).

I nous suffit maintenant de prouver que 'une quelconque des assertions (i), (iv),
(v), (vi) implique (vii); comme on a déja prouvé I’équivalence de (ii) et de (iii), il
suffit de faire la démonstration sur les fibres géométriques et on peut supposer que
S est le spectre d’un corps algébriquement clos. Par 4.1.1, il existe un tore maximal
T de G contenu dans P N Q. Soit R (resp. Ry, resp. Ry) ensemble des racines de G
(resp. P, resp. Q) relativement a T.

Soit R{ la partie asymétrique de Ry (i.e. R = {a € Ry, — a € Ry }). Introduisons
de méme R§. On doit prouver que Ry = —Ra.

— La condition (i) entraine que R; N Rg est symétrique; soit o € Ry si a € Ra,
alors @ € —Rg, et si @ € Ry, alors @« € Rj NRy = —(R1 NR2) € —Ra; on a donc
Ry € —Rj, donc par symétrie Ry = —Ras.

— La condition (iv) entraine Card(R;) = Card(Rsz) et R N Ry = @; la deuxiéme
condition est équivalente a Ry C —Rjy ; la premiere donne alors Ry = —Rj.

— La condition (v) entraine RfNRs = RE¢NR; = &, donc Ry € =Ry et Ry C —Ra,
ce qui donne encore Ry = —Rj;.

— La condition (vi) entraine Zie(rad"(P)) & Zie(Q) = Lie(G), ce qui entraine que
R est la réunion disjointe de Ry et R{ donc que Ry = —R;.

Ceci acheve la démonstration de la seconde partie du théoreme. Prouvons la pre-
miére ; remarquons d’abord qu’en vertu de (vii) = (ii), on a déja démontré 'existence
localement pour la topologie étale du groupe P’ cherché; il reste donc & en prouver
I'unicité, et cela peut se faire également localement pour la topologie étale. On peut
donc supposer G déployé relativement & un tore maximal T de L, et P (resp. P’) défini
par une partie Ry (resp. R}) du systéme R des racines.

Par hypothése R; N R} est symétrique; raisonnant comme plus haut, on en tire
R} = —R4, ce qui prouve que P’ est déterminé par P et L et achéve la démonstration.

Définition 4.3.3. — Deux sous-groupes paraboliques de G vérifiant les conditions équi-
valentes (i) & (vii) de 4.3.2 sont dits opposés. Si P est un sous-groupe parabolique de
G, et si L est un sous-groupe de Levi de P (resp. et si T est un tore maximal de P),
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on appelle sous-groupe parabolique opposé a P relativement ¢ L (resp. T) l'unique
sous-groupe parabolique Q de G tel que PN Q = L (resp. tel que P N Q soit 'unique
sous-groupe de Levi de P contenant T, cf. 1.6, ou encore tel que P N Q contienne T
et que P et Q soient opposés).

En vertu de 4.3.2 (iii), on tire aussitot de 4.2.4 et 4.2.5 des résultats paralleles;
donnons-en un échantillon.

Corollaire 4.3.4. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, P et Q deuzr sous-
groupes paraboliques de G.

(i) Pour que P et Q soient opposés, il faut et il suffit que pour tout point s € S,
Ps et Qs soient opposés. Si S’ — S est un morphisme surjectif, et si Ps: et Qg sont
opposés, alors P et Q sont opposés.

(ii) Le foncteur Opp(G), tel que pour S" — S, Opp(G)(S') soit 'ensemble des
couples de sous-groupes paraboliques opposés de Gg, est représentable par un sous-
schéma ouvert de Par(G)?. Le foncteur Opp(/P) tel que pour S — S, Opp(/P)(S)
soit l’ensemble des sous-groupes paraboliques de Gg opposés ¢ Pg/ est représentable
par un sous-schéma ouvert universellement schématiquement dense sur S (20 de
Par,y(p)) (G).

(iii) Supposons P et Q opposés; soient P’ et Q' deux sous-groupes paraboliques
de G, P’ étant de méme type que P. Pour que P’ et Q' soient opposés, il faut et il
suffit que localement pour la topologie étale, le couple (P', Q') soit conjugué au couple

(P,Q). (N. B. On verra au §5 qu’on peut remplacer la topologie étale par la topologie
de Zariski).

Corollaire 4.3.5. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, P un sous-groupe
parabolique de G.

(i) Le morphisme Opp(/P) — Lev(P) (cf. 1.9) défini ensemblistement par Q —
PN Q, est un isomorphisme; Opp(/P) est un fibré principal homogéne sous rad"(P)
(rad“(P) opérant par automorphismes intérieurs). Si S est affine, il existe un sous-
groupe parabolique de G opposé a P.

(ii) Supposons S semi-local ; soit {s;} l'ensemble de ses points fermés; soit, pour
chaque i, Q; un sous-groupe parabolique de Gg,, opposé a Ps,. Il existe un sous-groupe
parabolique Q de G, opposé a P, et tel que Qs, = Q; pour chaque i.

(iii) Le morphisme Opp(G) — PL (cf. 3.15) défini ensemblistement par (P,Q) —
(P,PNQ) est un isomorphisme.

Tout cela résulte de la premiere partie du théoreme et de 1.9, 2.3 et 2.8.
Remarque 4.3.6. — Soient P et Q deux sous-groupes paraboliques opposés de G, et

soit P - Q le sous-schéma ouvert de G, image faisceautique de P xgQ, introduit en

(20N.D.E.: On a remplacé « relativement dense » par « universellement schématiquement dense sur
S », cf. EGA IV3, Déf. 11.10.8.
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4.2.6. Le « morphisme produit » G xg G — G induit des isomorphismes :

rad"(P) xs Q —=P - Q =— P xgrad*(Q).

Cela résulte en effet de 4.3.2 (ou de 4.2.5 (ii)) et du fait que PN Q est un sous-groupe
de Levi de P et de Q, donc que P =rad“(P)- (PN Q) et Q =rad“(Q) - (PN Q).

On a de méme un diagramme commutatif

rad"(P) —— G/Q

§ j

Opp(/P) ——— Pary(q)(G),
ou les fleches verticales sont induites par g — int(g)Q.

4.4. Position osculatrice

Proposition 4.4.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, P et Q deuzr sous-
groupes paraboliques de G. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) PN Q est un sous-groupe parabolique de G.
(ii) PNQ contient localement pour la topologie étale un sous-groupe de Borel de G.

(iii) P N Q contient localement pour la topologie étale un tore mazimal de G et,
pour tout S — S et tout tore mazimal T de Gg contenu dans Ps et Qg/, l'opposé de
Pg/ relativement a T est en position transversale relativement a Qs .

(iv) Il existe une famille couvrante pour la topologie étale {S; — S}, et pour chaque
i un tore mazimal T; de Gg, contenu dans Pg, et Qs,, et tel que l'opposé de Pg,
relativement a T; soit en position transversale relativement a Qg, .

(v) Il existe une famille couvrante pour la topologie étale {S; — S}, et pour chaque
i un déploiement (T;,M;,R;) de Gg, tel que Pg, (resp. Qs,) soit le sous-groupe de
type (R) de Gg, contenant T; et défini par un ensemble de racines Rz(-l) (resp. REQ)),
RZ(-l) N REZ) contenant un systéme de racines positives de R.

De plus, si ces conditions sont vérifiées, on a t(P N Q) = t(P) Nt(Q) (avec les
notations de 3.2).

On a (v) = (ii) et (ili) = (iv) trivialement. D’autre part, (ii) = (i) par 1.18. On
a (iv) = (v) : en effet, on peut supposer G déployé, P (resp. Q) défini par I’ensemble
de racines R; (resp. Ra); Uopposé de P est alors défini par —Rq, et on est ramené au
lemme 4.2.2. On prouve (i) = (iii) par déploiement de la méme maniere. Enfin, la
derniere assertion du théoreme peut se démontrer localement pour la topologie étale ;
on peut supposer que PNQ contient un sous-groupe de Borel B de G et on est ramené
a 3.7.

Définition 4.4.2. — Deux sous-groupes paraboliques de G vérifiant les conditions (i)
a (v) de 4.4.1 sont dits en position osculatrice.
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Corollaire 4.4.3. — Soient P et Q deux sous-groupes paraboliques en position oscula-
trice et soient P’ et Q' deux sous-groupes paraboliques de G, de méme type que P et Q
respectivement ; pour que P’ et Q' soient en position osculatrice, il faut et il suffit que
le couple (P, Q') soit conjugué au couple (P, Q), localement pour la topologie étale.

11 suffit de prouver que si P et P’ sont en position osculatrice par rapport a Q, ils
sont conjugués, localement pour (ét), par une section de Q. Or PN Q et P’ N Q sont
deux sous-groupes paraboliques de méme type contenus dans Q, donc sont conjugués,
localement pour (ét) par une section de Q, en vertu de la partie (i) du lemme ci-
dessous. On peut donc supposer PN Q =P’ N Q; on a alors P = P/, par la partie (i)
du méme lemme :

Lemme 4.4.4. — Soient P, P’ et Q trois sous-groupes paraboliques du S-groupe réduc-
tif G.

(i) Pour que P =P’ il faut et il suffit que P et P’ soient en position osculatrice et
de méme type.

(ii) SiP C Q, P C Q, et si g € G(S) est tel que int(g)P et P’ soient en position
osculatrice, alors g € Q(S).

La partie (i) résulte trivialement de la derniére assertion de 4.4.1. Démontrons (ii) :
Q et int(g)Q contiennent P’ Nint(g)P, donc sont en position osculatrice ; ils coincident

par (i), donc g € Norm(Q)(S) = Q(S).
Remarquons que les assertions (iii) et (iv) du théoréme donnent aussitot :

Corollaire 4.4.5. — Soient P, P’ et Q trois sous-groupes paraboliques du S-groupe ré-
ductif G, contenant le méme tore mazximal T de G. Supposons P et P’ opposés rela-
tivement a T. Pour que Q soit en position osculatrice relativement a P, il faut et il
suffit qu’il soit en position transversale relativement a P’. Sous ces conditions P N Q
est ausst en position transversale relativement a P’.

Corollaire 4.4.6. — Soient P et Q deuzr sous-groupes paraboliques de G contenant le
méme tore mazimal T. Pour que P et Q soient en position transversale, il faut et
il suffit qu’il existe deux sous-groupes paraboliques P’ C P et Q' C Q de G, opposés
relativement o T ; on peut méme choisir t(P') = t(P) N s(t(Q)). 2V

La condition est évidemment suffisante (4.2.1 (i) et 4.3.2 (iii)). Montrons qu’elle
est nécessaire ; soit P~ (resp. Q) opposé de P (resp. Q) relativement a T. Par 4.4.5,
P~ N Q est en position transversale relativement a P et Q~, donc aussi relativement
a PN Q™ par une nouvelle application de 4.4.5, de plus

t(P7NQ) =t(P7)Nt(Q) = s(t(P)) Ns(t(Q7)) = s(t(P)Nt(Q7)) = s(t(PNQ7)),

donc P NQ =P et PNQ~ = Q sont opposés (4.3.2 (iii)) ; mais P’ N Q' O T, donc
ils sont bien opposés relativement a T.

(2)N.D.E. : Rappelons que I'involution s a été définie en 4.3.1.
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4.5. Position standard

Dans ce numéro, nous indiquons brievement comment certains des résultats précé-
dents se généralisent.

Proposition 4.5.1. — Si Py et Py sont deuz sous-groupes paraboliques du S-groupe ré-

ductif G, les conditions suivantes sont équivalentes : (32)

(i) Py NPy est lisse.
ii) Py NPy est un sous-groupe de type (R) (ou de type (RC)) de G.
iii) P1 NPy contient localement pour la topologie (fpqc) un tore maximal de G.

(

(

(iv) Py NPy contient localement pour la topologie de Zariski un tore mazimal de
G.

Lorsque S est semi-local, ces conditions équivalent de plus a :

(v) Py NPy contient un tore mazimal de G.

Démonstration. ? Evidemment, (iv) = (iii) (et (v) = (iv) lorsque S est semi-
local), et (ii) = (i) d’apres Exp. XXII, Déf. 5.2.1. On va montrer (i) = (ii) = (iii), puis
que (iii) entraine (i) et (iv) (et aussi (v) lorsque S est semi-local). Posons K = P1 NPs.
D’aprés 4.1.1 et [BT65], 4.5, chaque fibre géométrique Kz contient un tore maximal
T3 de Gz et est connexe, et ’ensemble des racines de Kz par rapport a Tz est un
sous-ensemble clos de ’ensemble des racines de Gz par rapport a Tz. Donc, si K est
lisse sur S, alors c’est un sous-groupe de type (RC) (donc a fortiori de type (R)),
cf. Exp. XXII 5.2.1 et 5.11.1. On a donc (i) < (ii).

Si K est un sous-groupe de type (R), il contient localement pour la topologie étale
un tore maximal de G, d’apres Exp. XXII 2.2 et Exp. XIX 6.1. Donc (ii) = (iii).

Supposons (iii) vérifié et montrons que K est lisse. Par descente (fpqc), on peut
supposer que G = (G, T, M, R) est déployé, ot T est un tore maximal contenu dans
PNQ, et qu’il existe deux parties closes R; et Rs de R telles que P = Hg, et Q = Hg,.
Comme K est a fibres connexes, il résulte de Exp. XXII 5.4.5 que K égale Hg,nr,,
donc est lisse sur S et de type (RC).

Soient R la partie symétrique de Ry et Rf = Ry — R{; alors rad“(P;) = Hge.
Comme noté dans la preuve de [BT65], 4.4, R’ = (R§ NRa) URY est une partie close
de R telle que R’ U (—R’) = R; donc, d’aprés Exp. XXI 3.3.6, R’ contient un systéme
de racines positives de R. De plus, la partie symétrique de R’ est R§ N R, qui est
contenue dans Rq N Ros.

On déduit de ce qui précede que P’ = K - rad“(P) est un sous-groupe parabolique
de G, et que K est un sous-groupe de type (RC) de P’ tel que rad"(K) = KNrad"(P’).
Donc, d’apres 2.11, K possede un sous-groupe de Levi L. Il résulte alors de Exp. XIV
3.20 et 3.21 que K vérifie Passertions (iv), ainsi que lassertion (v) lorsque S est semi-
local. Ceci prouve 4.5.1.

(22)N.D.E. : On a ajouté la démonstration de 'équivalence de ces conditions (ainsi que la condition
(v), utilisée implicitement en 6.17 de original) ; en conséquence, on a transformé le n°4.5.1 en la
proposition 4.5.1 plus la définition 4.5.1.1.
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Définition 4.5.1.1. — (?®) Lorsque les conditions précédentes sont réalisées, on dit que
P et Q sont en position mutuelle standard ; c’est par exemple le cas si P et QQ sont en
position transversale, ou en position osculatrice, ou si la base est le spectre d’un corps.
C’est une notion stable par extension de la base et locale pour la topologie (fpqc).

4.5.2. — Soient (P,Q) et (P’,Q’) deux couples de sous-groupes paraboliques de G,
en position standard, et soit H le sous-foncteur de G défini comme suit : H(S') est
Pensemble des g € G(S') tels que int(g)P = P’ et int(g)Q = Q’. C’est un sous-schéma
fermé de G, lisse sur S et formellement principal homogene sous P N Q. On en déduit
que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) (P,Q) et (P, Q') sont conjugués localement pour la topologie (fpqc),

(ii) (P,Q) et (P’, Q) sont conjugués localement pour la topologie étale.

(iii) (P, Q) et (P’Q’) sont conjugués sur chaque fibre géométrique.

On dit alors que les couples (P, Q) et (P’, Q') ont méme type de position mutuelle.
C’est une notion stable par changement de base et locale pour la topologie (fpqc).

4.5.3. — Soit Stand(G) le sous-foncteur de Par(G) xg Par(G) « formé des couples en
position mutuelle standard ». Alors Stand(G) est représentable, il existe un S-schéma
étale et fini TypeStand (« schéma des types de position mutuelle standard » ), et un
morphisme lisse, de présentation finie, & fibres géométriques irréductibles (et donc en
particulier fidelement plat)

to : Stand(G) — TypeStand

qui est un quotient de Stand(G) par 'action de G : deux sections de Stand(G) (sur
un S’ — S quelconque), ont méme type de position mutuelle si et seulement si elles
ont méme image par to. On a un diagramme commutatif

to

Stand(G) TypeStand

l I

txt

Par(G) xs Par(G) ————— Of(Dyn(G)) xs Of((Dyn(G)),

ol le morphisme ¢ peut se décrire par descente de la maniére suivante : si (P, Q)
est un couple de sous-groupes paraboliques de G, en position relative standard, et si
T est un tore maximal de P N Q, alors le morphisme Norm(T) — Stand(G) défini
ensemblistement par n +— (P, int(n)Q) induit un isomorphisme

We(T)\We(T)/Wq(T) ~ ¢~ (£(P), £(Q))-
(Le premier membre désigne le faisceau des doubles classes ...). Ces assertions se
démontrent sans difficulté (remarquer en particulier que t5 ' (t2(P, Q)) ~ G/(PNQ)).

(23)N.D.E. : voir la N.D.E. (22). D’autre part, pour un exemple de sous-groupes paraboliques P, Q
qui ne sont pas en position standard, voir 7.11 plus loin.
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4.5.4. — Soit maintenant P un sous-groupe parabolique fixé de G, et soit Par(G; P) le
foncteur des sous-groupes paraboliques de G, en position standard relativement a P.
Pour chaque ¢t € Of(Dyn(G))(S), posons de méme Par,(G; P) = Par(G; P) N Par,(G).
On voit aussitot que les deux foncteurs précédents s’obtiennent a partir de Stand(G)
par produits fibrés, donc sont représentables par des S-schémas lisses et de présenta-
tion finie sur S, a fibres non vides. On a un morphisme canonique tp induit par ts
(ie. tp(Q) = t2(P,Q))
tp : Par, (G;P) — ¢ ' (t(P),1)

qui est lisse et de présentation finie, a fibres géométriques irréductibles. Le morphisme
canonique Par,(G;P) — Par,(G) est un monomorphisme surjectif, et peut donc étre
considéré comme une décomposition cellulaire de Par,(G) (indexée par I’ensemble des
composantes connexes de ¢~ (t(P),)).

4.5.5. — Supposons maintenant que le type t soit de la forme t(Q), ou Q est un
sous-groupe parabolique de G, en position standard relativement a P, et que P N Q
contienne un tore maximal T.

Alors Par,(G) ~ G/Q et ¢~ (t(P),t) ~ Wp(T)\Wg(T)/Wq(T), ce qui donne un
diagramme

Par, q)(G; P) —— Wp(T) \ We(T)/Wq(T)

Par; () (G) G/Q

ol 7 est un monomorphisme surjectif, et ou f est lisse et de présentation finie, & fibres
géométriques irréductibles. De plus, si Q; et Qo sont deux sections de mt(Q)(G; P)
(sur un 8’ — S), c’est-a-dire deux sous-groupes paraboliques de Gg/ conjugués
(localement pour (fpqc)) & Q, et en position standard relativement & Pg, alors Q; et
Q2 sont conjugués par une section de P (localement pour (fpqc)) si et seulement si
f(Q1) = f(Q2). Si S est le spectre d’un corps k algébriquement clos, on trouve ainsi
la relation

P(EN\G(k)/Q(k) ~ Wp(T)(k)\Wa(T)(k)/Wq(T)(k).

De maniére générale, si on suppose que le schéma Wp(T)\Wq(T)/Wq(T) est
constant et de la forme Eg (ce qui a lieu par exemple lorsque G est déployé re-
lativement & T et S est connexe), les f~1(e), e € E, forment une décomposition de
Pary ) (G;P) en sous-schémas ouverts et fermés, qui sont des espaces homogenes sous
P, lisses et de présentation finie sur S, a fibres géométriques irréductibles.

4.5.6. — Revenons a la situation générale de 4.5.4. Le schéma ¢~ *(t(P),t) % pos-
sede toujours deux sections particulieres, correspondant respectivement aux types
« position transversale » et « position osculatrice ». L’image réciproque de la premiere

(YN.D.E. : On a corrigé t~(t(P),t) en ¢~ (t(P),t) et, plus bas, Par,(G) en Par,(G; P) (deux fois).
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section est un ouvert relativement dense de Par,(G;P) comme on I’a vu plus haut,
c’est la cellule de dimension relative maximum de la décomposition.

L’image réciproque de la seconde section est vraisemblablement un sous-schéma
fermé de Par,(G; P); c’est la cellule de dimension relative minimum de la décomposi-
tion.

5. Théoréme de conjugaison

Théoréme 5.1. — Soient S un schéma semi-local, G un S-groupe réductif, P et P’ deux
sous-groupes paraboliques opposés (4.3.3) de G. Alors

rad“(P)(S) P'- P = G,

i.e. la réunion des ouverts uP’ - P (4.3.6), pour u parcourant rad"(P)(S) est G tout
entier.

La démonstration se fait en plusieurs étapes :

5.1.1. — 11 suffit de faire la démonstration dans le cas ou S est le spectre d’un corps
k; cela résulte aussitot de 2.6.

5.1.2. — Soit L = PNP’. Supposons que L possede un sous-groupe de Borel By, ; soit
T un tore maximal de By, (Exp. XXII, 5.9.7) ; on vérifie aussitét que B = By, -rad"(P)
est un sous-groupe de Borel de P; soit B’ le sous-groupe de Borel de G opposé a B
relativement & T (i.e. tel que BNB’ =T). On a B’ C P’ comme on le vérifie aussitot
en déployant G relativement a T. Prouvons que

(%) B*(S) B’ - B C rad“(P)(S) P’ - P.
Comme on a B%(S) C P(S) = rad“(P)(S)-L(S) C rad“(P)(S)P’(S), il suffit de prouver

que B’ - B C P’ - P, ce qui est évident. Il résulte de (x) qu’il suffit de démontrer 5.1
pour le couple (B, B’).

5.1.3. — Le théoreme est vrai si k est algébriquement clos; en effet, la condition de
5.1.2 est vérifiée, et on conclut par Exp. XXII, 5.7.10.

5.1.4. — Le théoréme est vrai lorsque k est un corps infini. En effet, rad“(P)(k) est

dense dans rad"(P)(k) d’apres 2.7, et le théoréme est vrai pour k.

5.1.5. — On est donc ramené au cas ol k est un corps fini. Or Bor(L) est un espace
homogene lisse de L; il résulte donc du théoréme de Lang (Am. J. of Maths., 78,
1956 (25)) que L possede un groupe de Borel By,. Par 5.1.2; on peut donc supposer que
P = B et P/ = B’ sont des groupes de Borel. On note T = BN B'.

(25)N.D.E. : voir aussi [DG70], §I11.5, 7.4.
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5.1.6. — Soit K la cloture algébrique de k; choisissons un épinglage du triplet
(Gk,Bk, Tk), soit Ry (resp. A), 'ensemble des racines positives (resp. simples). En
vertu de Exp. XXII, 5.7.2, il suffit de prouver que pour tout o € A, on a

(1) ua B'(K) € BY(k) B"“(K) B(K).

Soient «; les différentes racines conjuguées de « sur k (ce sont des éléments de A, car
B est « défini sur k » ), et soit R’ 'ensemble des racines combinaison linéaire des .
Notons R~ = R_ NR’. Comme « R’ est défini sur k », il existe un sous-tore Q de T,
tel que Qxk soit le tore maximal du noyau commun des «;.

Notons Z = Centr(Q), Bz = BNZ, B, = B'NZ (cf. Exp. XXII, 5.10.2). Montrons
qu’il suffit de vérifier I'assertion cherchée dans Z, c’est-a-dire
2) ua - B'7(K) € By (k) B';(K) Bz (K).

On a (B'7)k = [[,er’ Ua; soit R” le complémentaire de R’ dans R, posons

V= H U, .
a€cR/"NR_

On a aussitot (B'*)x = (B'%)k - V, et (Bz)k normalise V (Exp. XXII, 5.6.7). On tire
donc de (2) successivement

uo - B(K) = uq - BY(K)V(K) C By (k) B'S(K) Bz (K) V(K)
C BY(k) B'3(K) V(K) Bz(K)

ce qui entraine aussitot (1).
Nous sommes donc ramenés au cas ou G = Z, c’est-a-dire ou le groupe de Galois
de K sur k opere transitivement sur les racines simples.

5.1.7. — L’assertion & démontrer est équivalente au fait que G/B est la réunion des
translatés par B%(k) de l'ouvert image de B’*, assertion qui ne change pas si on
remplace G par son groupe adjoint (ou d’ailleurs par n’importe quel groupe donnant
le méme groupe adjoint). On peut donc supposer G adjoint.

5.1.8. — Considérons alors le diagramme de Dynkin de Gk. Le groupe de Galois opeére
transitivement sur ce diagramme de Dynkin. Mais ce groupe de Galois n’a que des
quotients cycliques et le diagramme de Dynkin n’a pas de cycles. Il en résulte aussitot
que ce diagramme est de type n A1, n > 0, ou m Ag, m > 0. Utilisant la décomposition
canonique de Exp. XXIV, 5.9, on peut écrire

G=]] Go.
D/K
ou D est un K-schéma fini et Gy est soit un tore, soit de type A1, soit de type As.

Par Exp. XXIV, 5.12, B provient d’un sous-groupe de Borel By de Gy, T d’un
tore maximal Ty de Gg; B’ provient du sous-groupe de Borel Bj, de Gy opposé a By
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relativement & Ty. On a
B (k) = B (D),

B’U.T.B“:HB/S-TO'Bg,
D/k

et il nous suffit de démontrer ’assertion cherchée sur le triplet (Gg, Bg, Tp).

5.1.9. — On peut donc supposer que G est de type &, A; ou Ay. Comme G posséde un
sous-groupe de Borel B, G est quasi-déployable relativement & B (Exp. XXIV, 3.9.1),
donc déployable s’il est de type @ ou A;. Comme le théoreme a déja été prouvé dans le
cas déployé (Exp. XXII 5.7.10), il ne reste plus que le cas Ay a traiter. Par Exp. XXIV,
3.11 il existe un morphisme E — Spec(k), fibré principal galoisien sous le groupe Z/27
des automorphismes du diagramme de Dynkin de type As tel que G = G%?%pec( 5 (A2).
Si E possede une section, G est déployable et le théoreme est démontré. Sinon, on a
nécessairement E = Spec(k’), ot k¥’ est une extension quadratique de k. Enfin, comme
on ’a vu en 5.1.7, on peut supposer G simplement connexe (i.e. que G est une forme
de SL37 k)

5.1.10. — On est donc dans la situation suivante : on a un corps fini k, une extension
quadratique k" de k. Le groupe SL3, ;s des matrices 3 x 3 de déterminant 1 est épinglé
comme suit : le tore maximal est le groupe des matrices diagonales, le sous-groupe de
Borel est le groupe des matrices triangulaires supérieures, les « épingles » les éléments :

110 100
o =010 et ug= 1011
001 001

On voit aussitot que la grosse cellule ) est définie par

abc
de f| €QS) < aetae—bd inversibles,
ghi
et que
17 2
B“(k) = 0lz||zz€ekl, 2+z=2aT
001

Il nous faut prouver I'inclusion (1) de 5.1.6, c¢’est-a-dire montrer que pour tous a, b,
¢ € K (cloture algébrique de k), il existe x, z € k¥ tels que z + Z = 27T et

17z 2 110 100
(1) 01z 010 al0] C UK).
001 001 bel

— Sia# —1, on prend x = z = 0.
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— Si a = —1, les conditions a réaliser s’écrivent
Z2+2zZ=2xx,
bz —T #0,
(b+c)z+bxr—1#0.

Soit ¢ le nombre d’éléments de k (¢ > 2). On sait que pour tout m € k, I’équation
z+2Z =m, avec z € k/, a g solutions.

— Si b= 0, prenons z = 1; on doit résoudre z + 2z = 1, ¢z # 1, ce qui est toujours
possible par la remarque précédente.

— Si b #0, prenons x = 0; on doit résoudre
z+zZ=0, z #0, (b+c)z #1.

Cela est toujours possible si ¢ > 3. Si k = Fa, c’est possible si b+ ¢ # 1, on peut
prendre z = 1.
— Il ne reste donc a traiter que le cas k = Fo, b+ ¢ = 1, b # 0. Le systeme s’écrit
alors
z+4+7Z =27, bz # 7, Z+bx #1.
Sib=1 (resp. b ¢ k'), faisons & = 1; alors les deux derniéres conditions s’écrivent

2z # b 11 -0, et elles sont conséquences de z +z = 1 qui a des solutions. Enfin, si
be k' —k, on peut prendre x = b, 2 = b. C.Q.F.D.

Corollaire 5.2. — Soient S un schéma semi-local, G un S-groupe réductif, P et P’
deux sous-groupes paraboliques opposés de G. L’application canonique

rad*(P)(S) - rad"(P")(S) — (G/P)(S)

est surjective (en particulier, on a (G/P)(S) = G(S)/P(S)). Tout sous-groupe para-
bolique Q de G, de méme type que P, est de la forme int(uu’')P avec u € rad“(P)(S)
et u' € rad"(P')(S).

La seconde assertion est évidemment équivalente a la premiere, démontrons celle-
ci. Soient s; les points fermés de S, soit V 'ouvert de G/P image de P’ (et isomorphe
a rad“(P’), cf. 4.3.6) et soit € G/P(S). Par 5.1, il existe pour chaque i une section
u; € rad”(P)(k(s;)) telle que u;zs, soit une section de V,. Si u € rad"(P)(S) releve
les u; (2.6), ux est une section de V, car une telle assertion se vérifie sur les fibres
fermées. Mais rad"(P’)(S) — V(S), est bijectif, et on conclut aussitot.

Corollaire 5.3. — Soient S un schéma semi-local, G un S-groupe réductif, P, P’ et Q
trois sous-groupes paraboliques de G. Il existe g € G(S) tel que int(g)Q soit en position
transversale relativement a P et P’.

Avec les notations de 4.2.4 (ii), on doit vérifier que ouvert universellement sché-
matiquement dense sur S (26) Gen(Q/P) N Gen(Q/P’) de G posseéde une section sur S.
En fait, choisissons un sous-groupe parabolique de G opposé a Q (4.3.5 (1)), soit Qq, et

(26)N.D.E. : On a remplacé « relativement dense » par « universellement schématiquement dense sur

S », cf. EGA IV3, Déf. 11.10.8.
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posons U = rad”(Q), U’ = rad“(Q1). Nous allons montrer qu’il existe g € U(S)U’(S)
répondant & la question; sous cette forme, il résulte de 4.2.4 (i) et 2.6 qu’il suffit de
vérifier I'assertion sur les fibres aux points fermés de S, et on peut donc supposer que
S est le spectre d’'un corps k.

Si k est algébriquement clos, il existe g € G(k) répondant a la question, or g s’écrit
wu'q avec u € U(k), v’ € U'(k), ¢ € Q(k) (5.2), et on a int(uu')Q = int(g)Q.

Si k est infini, considérons 'ouvert V de U x, U’ défini par le diagramme cartésien

U x;, U’ G
\ Gen(Q/P) N Gen(Q/P’);

comme V (k) # @ en vertu de ce qu’on vient de voir, V est dense dans U x; U’, donc
possede une section par 2.7.

Si k est fini, P (resp. P’) posséde un sous-groupe de Borel B (resp. B), en
vertu du théoréme de Lang (cf. 5.1.5), les schémas Bor(P) ~ Bor(P/rad“(P)) et
Bor(Q) ~ Bor(Q/rad"(Q)) étant lisses. Si By est un sous-groupe de Borel opposé a
B (4.3.5 (1)), il existe a € B¥(k) et a1 € BY%(k) tels que int(aa;)B = B’ (5.2); alors
By = int(aa1)B; = int(a)B; est opposé & B’ et & B; si Qp est 'unique sous-groupe
parabolique de G contenant By et de méme type que Q (3.8), Qo est en position trans-
versale relativement & P et P’ (4.2.1 (vi)). D’autre part par 5.2, Qg s’écrit int(uu')Q
avec u' € U'(k), u € U(k) ce qu’il fallait démontrer.

Corollaire 5.4. — Soient S un schéma semi-local, G un S-groupe réductif, P et Q deux
sous-groupes paraboliques de G. Il existe g € G(S) tel que int(g)P soit en position os-
culatrice relativement a Q, i.e. (4.4.2) que int(g)PNQ soit un sous-groupe parabolique
de G.

En effet, en vertu de 4.3.5 (i), il existe un sous-groupe parabolique P’ de G, opposé
a P. En vertu de 5.3, il existe un sous-groupe parabolique P{ de G de méme type
que P’, en position transversale relativement a P et Q. Si T est un tore maximal de
Pi N Q (4.2.7 (ii)), et si Py est 'opposé de P} relativement & T, alors P; et Q sont
en position osculatrice, en vertu de 4.4.5. D’autre part, P et Py étant opposés & P,
il existe g € rad“(P})(S) tel que int(g)P = P; (4.3.5 (i)). C.Q.F.D.

Remarquons d’ailleurs que pour la méme raison, il existe u € rad"(P)(S) tel que
int(u)P’ = P}, donc que g s’écrit int(u)u’ avec v’ € rad“(P’')(S), ce qui donne P; =
int(uu/'u=1)P = int(uu’)P et redémontre au passage 5.2.

Les énoncés 5.3 et 5.4 sont les résultats essentiels de ce paragraphe. Enongons
d’abord quelques conséquences de 5.4.

Corollaire 5.5. — Soient S un schéma semi-local, G un S-groupe réductif.

(i) Si P et Q sont deux sous-groupes paraboliques de G et si t(P) C t(Q) (cf. 3.3),
il existe g € G(S) tel que int(g)P C Q.
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(ii) Soient
PioPyDveee o P, et PlOPy,D-voos 5P

deux chaines de sous-groupes paraboliques de G telles que t(P;) = t(P}). Il existe
g € G(S) tel que int(g)P; = P} pour chaque i.

(iii) Soient P, Q, P', Q' quatre sous-groupes paraboliques de G tels que t(P) =
t(P') et t(Q) = t(Q’). Si les couples (P, P’) et (Q,Q) sont en position transversale
(resp. osculatrice), il existe g € G(S) tel que int(g)P =P’ et int(¢)Q = Q’.

(iv) Soient P et P’ deux sous-groupes paraboliques de méme type, L (resp. L)
un sous-groupe de Levi de P (resp. P'). Il existe g € G(S) tel que int(g)P = P’ et
int(¢g)L =L/.

Démonstration : (1) résulte aussitot de 5.4; (ii) se démontre par récurrence sur n,
le cas n = 0 étant trivial; on peut donc supposer P; =P} pour i = 1,...,n — 1; par
5.2 il existe g € G(S) tel que int(g)P,, = P/, ; mais alors P,, et int(¢g)P,, sont contenus
dans P,,_1 =P) _,, donc g € P,,_1(S) (4.4.4 (ii)) et int(g)P; = P, pour i =1,...,n.

D’autre part, (iv) résulte aussitot de 5.2 et de 1.8. Démontrons (iii) dans le cas
« position transversale »; I'assertion est une conséquence de (iv) lorsque les types
de P et Q sont opposés (4.3.3 (iii)) ; dans le cas général, on peut en vertu de 4.2.7
(iii) et 4.4.6, trouver des sous-groupes paraboliques Py, P, Qi, Q) de P, P/, Q,
Q' respectivement, tels que Py et P} soient opposés, ainsi que Q; et Q}, et que
t(P1) = t(P}); il existe donc g € G(S) tel que int(g)P; = Pj, int(g)Q; = Qf, et on
peut supposer P; = P/ et Q; = Q] ; mais alors P et P’ sont en position osculatrice et
de méme type, donc P = P’ (4.4.4 (i)); pour la méme raison Q = Q'.

Il nous reste a démontrer 1'assertion (iii) dans le cas « position osculatrice ». En
vertu du théoréme de conjugaison (5.2), on peut supposer P = P’; en vertu du méme
théoréme, on peut trouver g € G(S) tel que int(g)Q = Q’; mais alors g € P(S) par
4.4.4 (ii) et I'on a int(g)P =P = P".

Définition 5.6. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, P un sous-groupe pa-
rabolique de G. On dit que P est minimal si chaque fois que Q est un sous-groupe
parabolique de G contenu dans P, on a Q = P.

On notera que ce n’est pas une notion stable par passage aux fibres en général.

Corollaire 5.7. — Soient S un schéma semi-local, G un S-groupe réductif.

(i) Soient t, t' € Of(Dyn(G))(S). Sil existe dans G un sous-groupe parabolique de
type t et un sous-groupe parabolique de type t', il existe un sous-groupe parabolique
de type t Nt'. En particulier, il existe un plus petit élément ty;, dans l’ensemble des
t(P), P parcourant ’ensemble des sous-groupes paraboliques de G.

(ii) Tout sous-groupe parabolique de G contient un sous-groupe parabolique mini-
mal. Pour qu’un sous-groupe parabolique de G soit minimal, il faut et il suffit qu’il

soit de type tmin. Deux sous-groupes paraboliques minimauz de G sont conjugués par
un élément de G(S).

Cela résulte aussitot de 5.4 et 5.5 (i).
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Remarque 5.8. — Un sous-groupe parabolique opposé a un sous-groupe parabolique
minimal est également minimal ; ceci entraine $(¢min) = tmin-

Corollaire 5.9. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, P un sous-groupe pa-
rabolique de G. Le morphisme canonique
G—G/P=X

fait de G un X-fibré localement trivial (au sens de Zariski) de groupe Px. Si L est
un sous-groupe de Levi de P, le morphisme canonique (cf. 3.12)

G—G/L=Y
fait de G un Y-fibré localement trivial (au sens de Zariski) de groupe Ly .

11 suffit de prouver que si on a un morphisme S’ — S, ot1 ' est local et un morphisme
S’ — X (resp. 8’ — Y), il se remonte en un morphisme S’ — G. Autrement dit, on
peut supposer S local et on doit montrer que application G(S) — X(S) (resp. G(S) —
Y(S)) est surjective.

La premiére assertion a été démontrée en 5.2 ; démontrons la seconde. Soit y € Y(S),
son image canonique dans X(S) provient d'un g € G(S); la projection ¢’ de g dans
Y(S) a donc méme projection que y dans X(S). Il existe donc un unique u € rad“(P)(S)
tel que y'u = y, et la projection de gu dans Y(S) est bien y.

Corollaire 5.10. — Soient S un schéma semi-local, G un S-groupe réductif
(i) Soient P un sous-groupe parabolique de G, L un sous-groupe de Levi de P. Les
applications canoniques (cf. 3.21) induisent des bijections
H'(S,L) = H'(S,P) = Hyp)(S, G).
(ii) Soient t,t" € Of(Dyn(G))(S), on a (cf. 3.21)
H;(S,G)NH}(S,G) = Hi, (S, G).

(iii) Si P et Q sont deux sous-groupes paraboliques de G en position osculatrice, le
diagramme canonique suivant est cartésien et composé d’injections :

H'(S,P) — HI(S,G)

| |

H'(S,PNQ) —=H!(S,Q)

Démontrons (i). L’application H!(S,L) — H!(S,P) est bijective par 2.3; I'appli-
cation HY(S,P) — Hé(P)(S,G) est surjective (3.21), montrons qu’elle est injective,
i.e. que 'application canonique H'(S,P) — H!(S,G) est injective. Soit Q un fibré
principal sous P, Q; le fibré principal sous G associé, P’ et G’ les formes tordues de P
et G correspondantes. Il est clair que G’ est un S-groupe réductif et que P’ en est un
sous-groupe parabolique. L’ensemble des éléments de H'(S,P) qui ont méme image
que la classe de Q dans H(S, G) s’identifie naturellement au noyau de 'application
canonique H*(S,P’) — H!(S,G’), et celui-ci, par la suite exacte de cohomologie, &
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I’ensemble des orbites de G'(S) dans (G’/P’)(S) (Pour ces raisonnements de cohomo-
logie non abélienne, voir la these de Giraud (7). Mais G/(S) opere transitivement dans
(G'/P’)(S) par 5.2.

Démontrons (ii) : soient Q un fibré principal homogene sous G et G® la forme tordue
de G correspondante. Par définition (3.21), il nous faut prouver que G possede un
sous-groupe parabolique de type t Nt si et seulement si il possede des sous-groupes
paraboliques de type t et ¢/, ce qui n’est autre que la conjonction de 3.8 et 5.7 (i).
Enfin, (iii) résulte aussitot de (i) et de (ii).

Enoncons maintenant une conséquence de 5.3.

Corollaire 5.11. — Soient S un schéma semi-local, G un S-groupe réductif, P un sous-
groupe parabolique de G. Si P # G, il existe au moins 3 sous-groupes paraboliques de
G, distincts, de méme type que P ; autrement dit P # G entraine (G(S) : P(S)) > 3.

En effet, soit P/ un sous-groupe parabolique de G opposé & P (4.3.5 (i)). Comme
P # G, on arad“(P’) # e (par 4.3.2 par exemple). Par 2.1, rad"(P’)(S) # e; soit donc
u € rad"(P')(S), u # e. Alors int(u)P # P, et en vertu de 5.3, il existe un P, de méme
type que P, et opposé a P et int(u)P; alors Py, P et int(u)P sont trois sous-groupes
paraboliques distincts de G, de méme type que P.

6. Sous-groupes paraboliques et tores déployés

Proposition 6.1. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, g = Lie(G/S), et Q
un sous-tore déployé de G. Ecrivons Q = Dg(M) et soit

g=]] ¢
aeM

la décomposition de g sous l'action de Q. Soit M1 une partie de M telle que 0 € My
et que a, B € My = a+ [ € M;.

(i) Il existe un unique sous-groupe lisse Hy, de G, a fibres connexes, contenant
Centr(Q), et dont l'algeébre de Lie soit ], oy, 8°-

(ii) On a les implications suivantes :
M; ={0} = Hum, = Centrq(Q),
M; =-M; = Huy, est réductif,
MU (=M;) =M = Hy, et Hoyp, sont des sous-groupes paraboliques de G,
opposés, de sous-groupe de Levi commun Hyi,n—m; -
Pour démontrer (i) et (ii), qui sont locaux pour la topologie (fpqc), on peut sup-
poser que Q est contenu dans un tore maximal T de G; on peut de plus déployer
G relativement & T. L’assertion (i) résulte alors aussitot de Exp. XXII, 5.3.5, 5.4.5

et 5.4.7; les assertions de (ii) résultent de Exp. XXII, 5.3.5, 5.10.1, 5.11.3 et de cet
exposé, 1.4 et 4.3.2.

(7TN.D.E. : voir [Gi71], §II1.3.
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Corollaire 6.2. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, Q un sous-tore déployé

de G. Il existe un sous-groupe parabolique de G dont Centr(Q) soit un sous-groupe
de Levi.

En effet, écrivant Q = Dg(M), on choisit une structure d’ordre total sur le groupe
M, on appelle M; I’ensemble des éléments positifs de M ; le groupe Hy, répond a la
question.

Corollaire 6.3. — Si le S-groupe réductif G possede un sous-tore déployé non central,
il posséde un sous-groupe parabolique propre (i.e # G).

Par 5.9 et 5.10, on tire de 6.2 :

Corollaire 6.4. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, Q un sous-tore dé-
ployé de G. Le morphisme canonique G — G/ Centr(Q) est une fibration localement
triviale.

Si S est semi-local, application G(S) — (G/ Centrq(Q))(S) est surjective, et l’ap-
plication H'(S, Centr,(Q)) — H(S, G) est injective.

6.5. Supposons S connexe. Si T est un S-tore et si T/ et T” sont deux sous-tores
déployés de T, leur produit T’ - T” (28) est également un sous-tore déployé de T. En
effet il s’identifie au quotient de T xg T par T/ N T”, quotient qui est déployé par
Exp. IX, 2.11. Tl en résulte que T possede un plus grand sous-tore déployé ; on le note
Taep-

Lemme 6.6. — Soient S un schéma connexe, T un S-tore isotrivial, Tq¢p son plus
grand sous-tore déployé. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe un homomorphisme T — G,, s distinct de e.
(ii) Taep # €.

Comme T est supposé isotrivial, il existe un groupe fini I'; un revétement principal
galoisien connexe S’ — S de groupe T, et un isomorphisme Tg/ ~ Dg/ (M) ; M est alors
muni d’une structure de I'-module, et on a un isomorphisme naturel Homg (T, G,,,s) =
HO(T, M).

D’autre part, soit V le sous-espace vectoriel de M ® Q engendré par les éléments
de la forme g(m) —m, g € I', m € M. On vérifie aussitdt que (Tqep)s s’identifie
a Dg/(M/M N'V). Lassertion (i) est donc équivalente & H?(I', M) # 0, ou encore a
HY(I',M ® Q) # 0, tandis que Passertion (ii) est équivalente & M # M NV, ou encore
AM®Q#V.OronaM®Q =H(I',M® Q) ®V, comme on le vérifie aussitot
(considérer le projecteur M ® Q — H(I',M ® Q) qui envoie z sur la moyenne des
transformés de x par T).

Lemme 6.7. — Soient S un schéma, G un S-groupe réductif, P un sous-groupe para-
bolique de G tel que P # G, L un sous-groupe de Levi de P, Q son radical. 1l existe
un homomorphisme Q — G, g distinct de e.

(28)N.D.E. : On a adopté la notation multiplicative, i.e. on a remplacé « leur somme T’ + T’ » par
«leur produit T/ - T" ».
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Considérons le radical unipotent U de P; il est invariant sous int(P), donc sous
int(Q). Considérons le Os-module inversible dét(.Zie(U)) « puissance extérieure maxi-
mum » du Os-module localement libre Zie(U). La représentation adjointe définit un
homomorphisme de groupes

f Q— Aut(dét(ZLie(U)) = G, 5.

Si P # G, alors U # e. Choisissons un s € S tel que Uy # e. Déployant Gs relativement
a un tore maximal contenant Qz, on voit aussitot que fz # e.

Proposition 6.8. — Soient S un schéma semi-local connexe, G un S-groupe réductif,
P un sous-groupe parabolique de G, L un sous-groupe de Levi de P, Q son radical,
Qaep le plus grand sous-tore déployé de Q (i.e. le plus grand sous-tore central déployé
de L). Alors

L = Centrg (Qdép) .

Posons L' = Centr (Qaeép) ; ¢’est un sous-groupe réductif de G contenant L; de
plus, P’ = PN L’ est un sous-groupe parabolique de L/, de sous-groupe de Levi L
(1.20). Si L' # L, alors L’ ¢ P (car L est un sous-groupe réductif maximal de P,
cf. 1.7), done P’ # 1.

Soient G1 le groupe dérivé de G, et Py = P’ N Gy. Par 1.19, Py est un sous-groupe
parabolique du groupe semi-simple G1, L; = LN Gy en est un sous-groupe de Levi, et

Qi =rad(Ly) = (rad(L) N G1)° = (QN Gy)°.

Comme L; possede un tore maximal Ty (Exp. XIV, 3.20), et que celui-ci est isotrivial
(Exp. XXIV, 4.1.5), Q1 qui est un sous-tore de T; est également isotrivial (Exp. IX,
2.11); comme P; # Gq, on peut appliquer 6.7 et 6.6 et 'on a donc (Q1)asp # e,
d’ott (Qaep N G1)° # e, donc Qagp ¢ rad(L’) (car rad(L') N Gy est fini), ce qui est
contradictoire avec la définition de L.

Corollaire 6.9. — Soient S un schéma semi-local connexe, G un S-groupe réductif, Q
un sous-tore critique de G (i.e. tel que rad(Centr(Q)) = Q). Pour que Centrq(Q)
soit sous-groupe de Levi d’'un sous-groupe parabolique de G, il faut et il suffit que
Centrq (Q) = Centrg (Qaep), ¢’est-a-dire que Lie(G)? = Lie(G)Qaer,

Cela résulte de 6.2 et 6.8.

Corollaire 6.10. — Soient S un schéma semi-local connexe, G un S-groupe réductif,
L un sous-groupe de G. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe un sous-groupe parabolique de G dont L soit un sous-groupe de Leuvi.

(ii) Il existe un sous-tore déployé de G dont L soit le centralisateur.

(iii) Il existe un homomorphisme G, s — G dont L soit le centralisateur.

En effet, on a (i) = (ii) par 6.8, et (iii) = (i) par 6.1; reste a prouver (ii) = (iii).
Supposons donc L = Centr(Q), avec Q = Dg(M); écrivons g = .Zie(G/S) et

o= ] o
aeM

et soit R lensemble des o« € M — {0} tels que g* # 0.
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Comme R est fini et ne contient pas 0, il existe un homomorphisme u : M — Z tel
que u(a) # 0 pour chaque o € R. Par dualité, v donne un homomorphisme G,, s — Q,
donc un homomorphisme f : G, s — G. On a Centrg (f) D Centr(Q) ; ce sont deux
sous-groupes lisses de G, a fibres connexes ; leurs algebres de Lie coincident (car égales
toutes deux & g°); ils coincident donc, par un raisonnement habituel.

Corollaire 6.11. — Soient S un schéma semi-local connexe, G un S-groupe réductif.
Les applications

L — rad(L)asp, Q — Centr,(Q)
sont des bijections réciproques l'une de l'autre, qui inversent les structures d’ordre
naturelles, entre l’ensemble des sous-groupes L de G qui sont des sous-groupes de Levi
de sous-groupes paraboliques de G et l’ensemble des sous-tores déployés Q de G tels

que rad(Centr (Q))aep = Q.

Corollaire 6.12. — Soient S un schéma semi-local connexe, G un S-groupe réductif.
Considérons les assertions suivantes :

(1) Il existe un sous-groupe parabolique de G distinct de G.
(ii) G posséde un sous-tore déployé non central.
(ii bis) G posséde un sous-tore déployé non central de dimension relative 1.

(i) Il existe un homomorphisme de groupes G, s — G qui soit une immersion
fermée.

Alors on a (i) < (ii) < (il bis) = (iii).

La seule assertion nouvelle est (i) = (iii). Soit donc P un sous-groupe parabolique
de G, distinct de G. Alors U = rad"(P) # e. Considérons le dernier sous-groupe non
trivial U, de la suite de composition de U (2.1). On a un isomorphisme U,, ~ W(&,),
ot &, est un Os-module localement libre, donc libre (3%, Comme &, # 0, il existe
un monomorphisme localement facteur direct Os — &,, donc une immersion fermée
Ga,s = W(0s) — W(&,) ~ Uy, ce qui entraine aussitot (iii).

Remarque 6.12.1. — Lorsque S est le spectre d’un corps de caractéristique 0, il ré-
sulte du théoréme de Jacobson-Morozov que (iii) = (ii bis). Les quatre conditions
précédentes sont alors équivalentes (« critére de Godement » cf. [BT65], 8.5). (*)

Définition 6.13. — Soient S un schéma semi-local connexe, G un S-groupe réductif.
On dit que G est anisotrope si G ne contient aucun sous-tore déployé non réduit a e.

Corollaire 6.14. — Soit S un schéma semi-local connexe. Pour que le S-groupe réductif
G soit anisotrope, il faut et il suffit qu’il ne posséde aucun sous-groupe parabolique
P # G, et que son radical soit anisotrope.

Utilisant maintenant 6.6, Exp. XXIV, 4.1.5, et Exp. XXII, 6.2, on en déduit :

(*)Cela est plus généralement vrai lorsque S est le spectre d’un corps parfait (Tits). (30)

(29N.D.E. : puisque S est supposé semi-local et connexe.
(30)N.D.E. : il s’agit du corollaire 3.7 de l'article [BT71].
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Corollaire 6.15. — Soient S un schéma semi-local connexe, G un S-groupe réductif
isotrivial (par exemple G semi-simple, ou S normal (Exp. X 5.16)). Pour que G soit
anisotrope, il faut et il suffit que G ne posséde aucun sous-groupe parabolique P # G,
et que Homg ¢ (G, Gy, 5) = €.

Proposition 6.16. — Soient S un schéma semi-local connexe, G un S-groupe réductif.
Les sous-tores déployés mazimaux de G sont les plus grands sous-tores centraux dé-
ployés des groupes de Levi des sous-groupes paraboliques minimauz de G. Deux tels
tores sont conjugués par un élément de G(S).

Soit Q un sous-tore déployé maximal de G. 1) Alors, d’apres 6.2, L = Centr(Q)
est sous-groupe de Levi d'un sous-groupe parabolique P de G, et comme Q C
rad(Centr (Q))dep, la maximalité de Q entraine Q = rad(Centrg(Q))asp- En vertu
de 6.11, L est un élément minimal de I’ensemble des sous-groupes de Levi de sous-
groupes paraboliques de G, donc P est un sous-groupe parabolique minimal de G par
1.20. 11 résulte alors de 5.7 et 5.5 (iv) que deux sous-tores tels que Q sont conjugués
par une section de G(S). La conjugaison des Q) et des couples (P, L) entraine alors la
premiere assertion de 6.16.

Corollaire 6.17. — Soient S un schéma semi-local connexe, P et P/ deux sous-groupes
paraboliques minimaux en position standard (4.5.1.1). Alors P NP’ contient un sous-
groupe de Levi commun a P et P’.

En effet, PNP’ contient un tore maximal T de G, d’apres 4.5.1 (v) ; soit L 'unique
sous-groupe de Levi de P contenant T. On a

rad(P) N T =rad(P) NL = rad(L)

par 1.21, donc rad(P) N'T contient rad(L)4ep qui est un sous-tore déployé maximal de
G, donc est nécessairement égal & Tqgep. On a donc L = Centr; (Tqep), et par symétrie
L est aussi un sous-groupe de Levi de P’.

Remarque 6.18. — 11 résulte de 1.21 que le sous-groupe parabolique P de G est mi-
nimal si et seulement si rad(P) contient un sous-tore déployé maximal de G ; alors,
d’apres 6.17, si T est un tore maximal P, T4, est un tore maximal de G et de rad(P)
et Centrg(Tasp) est un sous-groupe de Levi de P. De plus, tout sous-groupe de Levi
de P s’obtient de cette maniere.

7. Donnée radicielle relative

Dans ce paragraphe, S désignera un schéma semsi-local connexe non vide, G un
S-groupe réductif, Q un sous-tore déployé maximal de G, et L le centralisateur de Q
dans G, i.e. L = Centr(Q).

(BUN.D.E. : On a détaillé la phrase qui suit.
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7.1. Comme Q est le plus grand sous-tore central trivial de L, toute section de G(S)
qui normalise L normalise aussi Q. On a donc (cf. 7.1.1)

Normg (L)(S) = Norm (Q)(S).
D’autre part, on a vu en 6.4 que lapplication G(S) — (G/L)(S) est surjective. Il

s’ensuit qu’on a une identification canonique

Wa(Q)(S) = (Normg (Q)/ Centrg (Q))(S) ~ Normg (L)(S) /L(S).
On désignera par M le groupe Homg ¢ (Q, G, ), de telle sorte qu’on a un isomor-
phisme canonique Q ~ Dg(M). On notera W le groupe d’automorphismes de M défini
par Wa(Q)(S). On a donc des isomorphismes

W =~ W (Q)(S) ~ Normg (L)(S)/L(S).

7.1.1. — On n’a pas en général Norm (L) = Norm(Q). Prenons par exemple pour
S le spectre d’un corps k, possédant une extension quadratique k', pour G le groupe
unitaire GZ}E/IZ_(AQ) (cf. Exp. XXIV, 3.11.2).
Comme les sous-groupes paraboliques minimaux de G sont ses groupes de Borel,
leurs sous-groupes de Levi sont des tores maximaux, et on a (Normg (L)/L)(k) = &s.
D’autre part, comme G n’est pas déployé, les tores déployés maximaux de G sont
de dimension < 1, donc isomorphes & G, . Comme Norm (Q)/L opere fidelement

dans Q, on a (Normq(Q)/Q)(k) = Z/2Z.

7.2. Si P est un sous-groupe parabolique de G de groupe de Levi L (il en existe par
6.2), P est nécessairement minimal (cf. 6.18). En vertu de la conjugaison des sous-
groupes paraboliques minimaux de G (5.7), de celle des sous-groupes de Levi d'un
sous-groupe parabolique (1.8), et des égalités P = Norm (P) et Norm (L) NP = L
(1.6), on obtient : [l’ensemble des sous-groupes paraboliques (minimauzx) de G de
groupe de Levi L est principal homogéne sous le groupe W.

7.3. L’algebre de Lie de G se décompose sous l'action de Q en
Zie(G) = Lie(L) & [ Lie(G)*,
a€R
ou R est Pensemble des caracteéres non nuls de Q tels que Zie(G)* # 0 (racines de G
relativement a Q).

Désignons par M* le groupe Homg g (G, s, Q), qui est en dualité avec M et sur
lequel W opeére de maniere naturelle par transport de structure.

Théoréme 7.4. — Avec les notations de 7.3, il existe une unique application o — o
de R dans M* qui définisse dans (M, M*) une donnée radicielle (Exp. XXI, 1.1) dont
le groupe de Weyl soit W.

De plus, les sous-groupes paraboliques P de G de groupe de Levi L et les systémes
de racines positives Ry de R se correspondent bijectivement par la relation
Lie(P) = Zie(L) & ] Lie(G)".

a€R4
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7.4.1. — Supposons d’abord prouvée 'existence de 'application o — «o* demandée.
En vertu de Exp. XXI, 3.4.10, s, est I'unique élément de W tel que pour tout m € M,
Sa(m) — m soit un multiple rationnel de «, ce qui montre que s, est déterminé par
«; comme on a alors (32) a*(m) a =m — so(m), on voit que o* est déterminé par a,
ce qui prouve l'unicité de I'application o — o*.

7.4.2. — Soit o € R et soit L, (resp. H,, resp. H_,,) 'unique sous-groupe lisse et &
fibres connexes de G contenant L et tel que (cf. 6.1 (i))

Lie(Lo) = Lie(L) &[] Lie(G)

yEZaNR
resp.
Lie(Hy) = LieL)a [[ Lie(G),
vyENaNR
resp.

Lie(H_,) = ZLie(L)& ] Lie(G);
vy€E—NanR

L, est un sous-groupe réductif de G, H,, et H_, en sont des sous-groupes paraboliques
de sous-groupe de Levi L, et H, et H_, sont opposés relativement & L (cf. 6.1 (ii)).

Par 7.2, il existe donc s, € Normy, (Q)(S)/L(S) C W tel que s4(Hao) = H_,. On a
Sa(a) = —a (car a (resp. — ) est le diviseur commun des éléments de R intervenant
dans H, (resp. H_,)), et on a s2 = id (car s2(H,) et H, sont tous deux opposés
a H_, relativement & L). On a donc construit un s, € W vérifiant les propriétés
suivantes :

(x) Sala) = —a, s2 =id

(xx) Sq peut se représenter par un élément de L, (S).

Remarquons d’ailleurs que s, est construit de maniere canonique a partir de «, et en
particulier que

(xxx) pour tout w € W, on a wsqw ' = Sw(a)-
7.4.3. — Nous nous proposons maintenant de prouver ’assertion :
(xxxx) pour tout m € M, s,(m) —m € Za.

Comme S est connexe, cette assertion est locale pour la topologie (fpqc). On peut
donc supposer que L, = G est déployable relativement a un tore maximal T de L.
Soit donc (G1,T1,M;,R;) un tel déploiement. Le monomorphisme Q — T identifie
M a un quotient de My, soit p : M; — M D’application canonique.

L’image de Ry par p est formée éventuellement de zéro et des racines de G; par
rapport & Q (donc des éléments de R multiples entiers de ) ; on a donc p(R1) C Zav.
En vertu de (xx), il existe un élément de Normg (L)(S) qui induit s, sur Q. En vertu
de Exp. XXII, 5.10.10, il existe donc une section w € (W1)s(S) qui induit s, sur Q
(on dénote par Wy le groupe de Weyl de la donnée radicielle (M1, Ryq,...)). Quitte &

(32)N.D.E. : On a corrigé o*(m) en a*(m) a.
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restreindre S, on peut donc supposer qu’il existe w € Wy induisant s, sur Q, donc
vérifiant p(w(my)) = sq(p(my)) pour tout m; € M;. Mais, par définition de Wy,
w est un produit de symétries par rapport & des éléments de Ry, donc w(mq) — my
est une combinaison linéaire a coefficients entiers des éléments de R;. Il s’ensuit que
Sa(p(m1)) — p(m1) est une combinaison linéaire a coefficients entiers des éléments de
p(R1) C Za, donc un multiple entier de «, ce qu’il fallait démontrer.

7.4.4. — On peut donc définir un élément o* € M* par (33)
a*(m)a=m — s4(m).

En vertu de (x), on a (a*, @) = 2; il résulte d’autre part de (xxx) que pour tout couple
(o, ') € RxR,onas,(a) € Ret sq(a’*) = sq(a')*, ce qui prouve (cf. Exp. XXI, 1.1)
que l'application a — «o* construite définit bien une donnée radicielle dans (M, M*).

7.4.5. — Soit W’ le groupe de Weyl de cette donnée radicielle (groupe de transfor-
mations de M engendré par les s,); on a W C W.

Soit d’autre part > une relation d’ordre total sur le groupe abélien libre M ; posons
Ry ={a € R | a > 0}. On sait que R4 est un systéme de racines positives de R.
Soit w € W, représenté par un n € Normg (L)(S) = Normg(Q)(S). Posons P = Hg,
(notation de 6.1); en vertu de loc. cit., P est un sous-groupe parabolique de G, de
sous-groupe de Levi L. On a évidemment int(n)P = Hyr,)- Il résulte alors de 7.3
que w(R4) = R4 entraine w = e. Comme le groupe W’ opére transitivement sur les
systeémes de racines positives de R (Exp. XXI, 3.3.7) et que le stabilisateur dans W de
R est 'identité, on en conclut aussitot que W = W’. On en conclut également que
W = W’ opére de fagon simplement transitive & la fois sur I’ensemble des systémes de
racines positives de R et sur I’ensemble des sous-groupes paraboliques de G de groupe
de Levi L, ce qui entraine la derniére assertion de 7.4. C.Q.F.D.

7.5. SiP et P; sont deux sous-groupes paraboliques minimaux de G, de sous-groupes
de Levi L et Ly, et si on désigne par QQ et Q1 les tores centraux déployés maximaux
de L et Ly, alors les couples (P, Q) et (P71, Q1) sont conjugués : il existe g € G(S) tel
que int(g)P = Py et int(g)Q = Q.

En effet, P et P; sont conjugués (5.7) et on peut donc supposer P = Py ; alors L et
L sont conjugués par une section de P(S) (1.8). De plus, si g et ¢’ sont deux sections
de G conjuguant les couples (P, Q) et (P1,Q1), alors ¢’ "'g normalise P et Q, donc P
et L; mais

Norm, (P) N Norm (L) = PN Normg (L) = L = Centr (Q).

L’isomorphisme Q — Q; induit par int(g) est donc indépendant de g.

Soient Z et %1 les données radicielles définies grace & 7.4 dans Homg g, (Q, G, s)
et Homg gy (Q1,Gm, ) et soient Ry et Ri4 les systemes de racines positives corres-
pondant & P et P;. L’isomorphisme canonique Q — Q; défini ci-dessus transforme

(33)N.D.E. : On a corrigé a*(m) en a*(m) o
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(Z,R+) en (%#1,R14). On en déduit aussitdot que 'on peut définir la donnée radi-
cielle relative épinglée % de G sur S, en identifiant les différents (%2, R ) & laide du
systeme transitif d’isomorphismes décrit ci-dessus.

A partir de maintenant, nous noterons (M, M*, R,R*, R 1) = Z(G/S) cette donnée
radicielle épinglée ; pour chaque couple P D Q comme ci-dessus, on a donc un isomor-

phisme canonique M —— Homg_g;.(Q, Gy, s) transformant R (resp. R, ) en I'ensemble
des racines de G (resp. de P) relativement a Q, et W(Z) en Wg(Q)(S).

7.6. Soit toujours Q un tore déployé maximal de G, P un sous-groupe parabolique
(minimal) de G de groupe de Levi Centr(Q), (M, M*, R, R*, R, ) la donnée radicielle
épinglée correspondante (7.4), et A Pensemble des racines simples de R. Pour tout
A C A, soit Ry C R l'ensemble

Ra =R, U(ZANR.)

formé des racines positives et des racines négatives combinaisons linéaires des éléments
de A. C’est un ensemble clos (Exp. XXI, 3.1.4) de racines, et tout ensemble clos
contenant R se met de fagon unique sous cette forme (Exp. XXI, 3.3.10). Par 6.1, il
existe un unique sous-groupe P de G, lisse et & fibres connexes, contenant Centr (Q)
et tel que
Lie(Pa) = ZLie(G) & [[ Lie(G)~.
ac€Ra

Il résulte alors aussitot de 6.1, de la conjugaison des paraboliques minimaux, et du
fait que I’ensemble des racines d’un sous-groupe parabolique de G contenant Q est
clos (qui se déduit aussitot de 1.4 par déploiement) que :

Proposition 7.7. — (i) L’application A — Pa est une bijection de l’ensemble des par-
ties de A sur l’ensemble des sous-groupes paraboliques de G contenant P. Cette bijec-
tion conserve les relations d’ordre naturelles d’inclusion.

(ii) Tout sous-groupe parabolique de G est conjugué par une section de G(S) & un
unique Pa.

7.8. Soit P D Q comme ci-dessus. Considérons la donnée radicielle relative (7.5) de
G sur S et I'isomorphisme canonique

f : (M7M*7R7R*7R+) ;) (MaM*aEaE*aE+)-

L’ensemble A des racines simples de R, est transformé en I’ensemble A des racines
simples de R, donc toute partie A de A en une partie f(A) C A.

Définition 7.9.0. — 35 Soit H un sous-groupe parabolique de G quelconque. Par 7.7
(ii), il est conjugué & un unique PA. Notons t.(H) = f(A) C A. On vérifie aussitot
a l'aide des théorémes de conjugaison que t.(H) est indépendant du choix du couple
P O Q. On dit que c’est le type relatif de H.

(349)N.D.E. : Rappelons (Exp. XXIII 1.5) qu’une donnée radicielle épinglée est une donnée radicielle
munie du choix d’un systéme de racines positives (ou de racines simples).

(35)N.D.E. : On a ajouté la numérotation 7.9.0 pour mettre en évidence la définition du « type
relatif ».
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Proposition 7.9. — (i) L’application H — t,.(H) induit une bijection entre l’ensemble
des classes de conjugaison (par G(S)) des sous-groupes paraboliques de G, et 'en-
semble des parties de A.

(ii) Soient H un sous-groupe parabolique de G, P un sous-groupe parabolique mini-
mal contenu dans H, Q le tore déployé central mazimal d’un sous-groupe de Levi de P,
A Uensemble des racines simples de P relativement ¢ Q et f : A — A lisomorphisme
canonique. Alors, pour tout a € A, on a l'équivalence :

fla) et (H) <<= Zie(H)™*#0
et 'on a H=Pyx, ou A= f~1(t.(H)).
(iii) Si H et H' sont deuz sous-groupes paraboliques de G contenant P, alors (voir

3.8.1(ii) et 5.5 (i) pour d’autres conditions équivalentes) :

to(H) C to(H) < t(H) C t(i)

7.10. On peut étudier les positions relatives de deux sous-groupes paraboliques mi-
nimaux ; les résultats sont les suivants (on renvoie & 4.5.2 pour la notation to(P,Pq)) :

(1) Si P, Py, P/, P sont quatre sous-groupes paraboliques minimaux de G, alors
t2(P,Py) = t2(P', P}) (ie. (P,Py1) et (P, P]) sont conjugués localement pour (fpqc))
si et seulement si il existe g € G(S) tel que int(g)P = P’ et int(¢g)P1 = PY.

(2) Fixons-nous en particulier un sous-groupe parabolique minimal P de sous-
groupe de Levi L et soit T un tore maximal de L. Considérons le schéma Par, (G;P)
des sous-groupes paraboliques minimaux de G en position standard relativement a P.
On a un morphisme (cf. 4.5.5)

f:Par,,, (G;P) — Wp(T)\Wg(T)/Wp(T)
dont les fibres sont « les orbites de P dans Par, = (G;P)». En vertu de (1), f induit

donc un monomorphisme

P(S)\ Par;, . (G;P)(S) = (Wp(T)\Wa(T)/We(T))(S).

min

L’image de ce morphisme s’identifie a W ; c’est le théoréme de Bruhat : chaque orbite
de P(S) dans Par, = (G;P)(S) contient un et un seul sous-groupe parabolique de G
de groupe de Levi L (c’est-a-dire de la forme int(n)P, ou n € Norm(L)).

(3) En d’autres termes, soit E(S) 'ensemble des g € G(S) tels que int(g)P et P
soient en position mutuelle standard. Alors E(S) posséde une partition en doubles
classes modulo P(S) indexée par W :

E(S) =P(S)WP(S)
(notation évidente). Posant U = rad"(P)(S), on peut aussi écrire

E(S) = U(S) - Normg (L)(S) - U(S),

mettant ainsi en évidence une partition de E(S) en doubles classes modulo U(S),
indexée par Norm (L)(S).
(4) Si S est le spectre d’un corps, alors E(S) = G(S), et on retrouve [BT65], 5.15.
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Contre-exemples 7.11. — Soient S = Spec(Z/4Z), G = SLy 5. Soit B le sous-groupe de
Borel habituel formé des matrices (¢Y) avec ¢ = 0. Soit g = (' 1) € G(S), posons
B’ = int(g)B. Alors B(S) = B(S), et BNB’ ne contient pas de tore maximal 3%). Cela
montre d’'une part que deux sous-groupes paraboliques minimaux distincts peuvent
avoir le méme groupe de sections, d’autre part qu’il n’existe pas en général de critere
permettant de reconnaitre si deux sous-groupes paraboliques minimaux P et P’ sont
en position standard, & 1’aide uniquement des groupes P(S) et P/(S). En particulier,
la partie E(S) de G(S) ne semble pas pouvoir étre définie & I’aide uniquement de la
situation {G(S),P(S), Norm¢ (L)(S)} (dans le cas précédent, cette partie est définie
par ¢ # 2 7)),

7.12. On se propose maintenant d’étudier la variation de Z(G/S) avec S. Soit donc
S’ un S-schéma, également semi-local connexe et non vide. Soit Q un tore déployé
maximal de G ; alors Qg est un tore déployé de Ggr, soit Q' un tore déployé maximal
de Gg contenant Qg/. Posons

M = Homg_ g (Q, Gy, s) ~ Homg 4, (Qsr, G, 5)
M’ = Homg' ,, (Q', Gy, 57)-

Le monomorphisme Qgr — Q' induit un épimorphisme u : M’ — M. Notons
L = Centry(Q), L' = Centrg_, (Q"),

onal/C Lg/.
Si H est un sous-groupe de G contenant L, alors Hg/ contient L/, et on a

Lie(H) = ZLie(L)® [[ Lie(H)
acRu
Lie(Hs) = Lie() o [[ Lie(Hs),

’ 7’
« GRHS/

olt Ry (resp. Ry, ) désigne I'ensemble des racines de H (resp. Hy/) relativement & Q
(resp. Q'). On en tire immédiatement que

Ry C U(R/HS/) CRyU {O}

Prenant H = G, on voit d’abord que R C «w(R’) € RU {0} ; prenant ensuite pour
H un sous-groupe parabolique minimal P de sous-groupe de Levi L, on voit que R} o
contient un systéme de racines positives de R/, done (7.4) qu’il existe un sous-groupe
parabolique minimal P’ de Gg: de sous-groupe de Levi L’ contenu dans Pg,. On a

(36)N.D.E. : En effet, B/ est le sous-groupe de G défini par I'équation ¢ = 2(a +b) ; alors BN B’ n’est
pas plat sur S, donc ne contient pas de tore maximal, d’apres 4.5.1.

(B"N.D.E. : Plus généralement, pour tout S-schéma S’, E(S’) est défini par la condition : « ¢ est nul
ou bien inversible ».



7. DONNEE RADICIELLE RELATIVE 329

donc construit un diagramme

Qy C Ly C Pg
N U U
Q ¢ I/ c P.
Si R4 (resp. A) est le systéme de racines positives (resp. simples) de R défini par P
et si on définit de méme R/, et A’, on vérifie facilement que
Ry cu(R)) c Ry U{0}, A Ccu(A") c Au{0}.

Soient maintenant w € W ~ Norm(Q)(S)/ Centr (Q)(S), et n € Norme(Q)(S)
un représentant de w. On a int(n)Q = Q donc int(n)L = L, donc int(n)Ls: = Lg/.
Alors Q' et int(n)Q’ sont deux tores déployés maximaux de Lgs donc sont conjugués
par une section z € L(S), et on a int(nz)Q’ = Q', donc nx € NormGS/(Q’)(S’).
Soit w’ I'image de n’ = na dans W’ =~ Normg,_, (Q')(S")/ Centrg_, (Q')(S'). Il est clair

que l'opération de w’ sur M’ est compatible avec la projection u : M — M et que
I'opération induite sur M coincide avec celle définie par w.

Utilisant maintenant la définition des données radicielles relatives et les théoréemes
de conjugaison, on démontre sans peine :

Théoréme 7.13. — Soient S et S’ deux schémas semi-locaux connexes non vides, S’ —
S un morphisme de S-schémas, G un S-groupe réductif,

#(G/S) = (M,M",R,R"R}),  #(Gg/S) =M M" R ,R"R})
les données radicielles épinglées relatives. Il existe un homomorphisme canonique
u:M —M
vérifiant les conditions suivantes :
(i) w est surjectif.

(ii) Pour tout w € W, il existe un élément w' de W' compatible avec u et qui
nduise w sur M.

(iii) Pour toute partie X de M, notons X" = XN (M — {0}). Alors
uw® )N =R,, w(ANN = A.

(iv) Pour tout sous-groupe parabolique H, considérons t.(H) C A et t.(Hg) C A'.
Alors

te(Hs) =u ' (t:(H) U{0}) NA" = {a/ € A" | u(e/) € t,(H) ou u(a’) =0}.

Remarque 7.14. — Si G est déployable sur S, ses tores déployés maximaux sont des
tores maximaux, et les notions relatives introduites ici coincident alors avec les no-
tations absolues déja introduites. Le théoréeme précédent donne donc une description
de la donnée radicielle relative Z(G/S) et du type relatif t,, a 'aide de la donnée
radicielle absolue et du type absolu du groupe Gg/, S’ étant choisi de telle maniere
que Gg soit déployable (cf. Exp. XXIV, 4.4.1). Renvoyons & [BT65], 6.12 et sq. pour
cette description.
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7.15. Soient S un schéma local hensélien, sy son point fermé, Sg le spectre du corps
résiduel de sg, identifié & un sous-schéma fermé de S; pour tout objet X au-dessus
de S, notons X 'objet au-dessus de Sy déduit de X par changement de base. Soit
enfin G un S-groupe réductif. Pour tout sous-groupe parabolique P de G, Py est un
sous-groupe parabolique de G ; inversement, pour tout sous-groupe parabolique P
de Gy, il existe un sous-groupe parabolique P de G tel que Py = P (cela résulte du
lemme de Hensel et de ce que Par(G) est un S-schéma lisse) ; en particulier (cf. 5.7),
un sous-groupe parabolique P de G est minimal si et seulement si Py est minimal. Un
tel sous-groupe P de G étant choisi, un raisonnement analogue montre que les sous-
tores déployés maximaux de Py sont de la forme Ty, ou T est un sous-tore déployé
maximal de P. Il s’ensuit sans difficultés que les données radicielles relatives de G
sur S et de Gg sur Sy sont canoniquement isomorphes, de sorte que la théorie des
sous-groupes paraboliques de G se ramene a celle des sous-groupes paraboliques de
Go.

Remarquons d’ailleurs que tout So-groupe réductif est de la forme Gy (Exp. XXIV,
Prop. 1.21), ce qui permet inversement de ramener I’étude des sous-groupes parabo-
liques d’un Sp-groupe réductif a I’étude correspondante sur S.
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